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RÉSULTATS    ET    PROBLÊMES    DE    LA    THÉORIE    DES    ÉLECTRONS. 

Conférence  faite  le  20  décembre  1904  dans  la  Société  Electrotechnique 

de  Berlin, 


H.   A.   LOBENTZ.  ') 


En  réponse  à  Finvitation  que  la  commission  technique  de  votre  société 
m'a  fait  l'honneur  de  m'adresser,  je  vous  parlerai  ce  soir  de  la  branche 
la  plus  jeune  de  la  science  de  Télectricité,  de  la  théorie  des  électrons. 
Le  sujet  est  tellement  vaste ,  que  je  ne  puis  songer  à  Tépuiser  dans  le 
temps  bien  court  dont  je  pourrai  disposer.  Permettez  moi  donc  de  vous 
en  donner  un  aperçu  général,  et  de  ne  considérer  de  plus  près  qu'un 
petit  nombre  de  questions,  choisies  dans  la  multitude  des  phénomènes. 

Il  est  presque  inutile  de  vous  dire,  qu'on  entend  par  électrons  des 
particules  excessivement  petites,  chargées  d'électricité;  nous  admettons 
qu'elles  existent  en  quantités  innombrables  dans  tous  les  corps  solides, 
liquides  et  gazeux,  et  c'est  par  leur  groupement,  leur  mouvement,  leur 
action,  que  nous  nous  proposons  d'expliquer  tous  les  phénomènes  élec- 
tromagnétiques que  présentent  ces  corps. 

Nous  nous  figurons  p.  ex.  qu'un  conducteur  chargé  porte  à  sa  surface 


')  Comme  on  m'avait  exprimé  le  désir  de  me  voir  traiter  ce  sujet  avec  un 
peu  plus  de  détails,  j'ai  ajouté  à  ma  conférence,  en  dehors  de  quelques  déve- 
loppements de  moindre  importance,  à  propos  de  l'application  de  la  théorie  des 
électrons  aux  métaux,  quelques  considérations  sur  les  phénomènes  thermoélcc- 
triques  et  sur  le  phénomène  de  Hall,  empruntées  à  un  mémoire  qui  n'était  pas 
encore  achevé  à  l'époque  où  j'ai  tenu  ce  discours.  De  plus,  j'ai  ajouté  quelques 
notes  qu'on  trouvera  à  la  fin. 

Leyden^  avril  1905.  •  H.  A.  L. 
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2  H.  A.  LORENTZ. 

une  mince  couche  de  pareilles  particules,  positives  ou  négatives.  Si 
nous  avons  affaire  à  un  courant  électrique  dans  un  fil  métallique,  nous 
jious  représentons  que  les  particules  positives  se  déplacent  dans  un  sens, 
ou  les  négatives  dans  l'autre;  il  se  peut  même  que  les  deux  mouvements 
se  produisent  à  la  fois,  de  sorte  qu'on  peut  parler  alors  d'un  „cou- 
rant  double". 

Ce  mouvement,  que  nous  désignons  sous  le  nom  de  courant  élec- 
trique, est  régulier,  ordonné.  Mais,  j)artout  oil  il  y  a  une  résistance  à 
vaincre,  il  se  transforme  en  un  mouvement  thermique,  désordonné. 
C'est  ainsi  que  les  fils  de  charbon  de  nos  lampes  électriques  sont  portés 
li  rincandescence;  les  électrons  qui  y  sont  animés  d'un  vif  mouvement 
de  va  et  vient  y  deviennent  les  centres  d'un  rayonnement  de  lumière  et 
de  chaleur. 

Si  maintenant  ces  rayons  se  propagent  dans  un  espace  vide,  c.àd.  dans 
r^ther  libre,  nous  sommes  débarrassés  des  électrons  pour  un  instant,  car 
il  n'y  a  pas  d'électrons  dans  Téther.  Mais  bientôt  le  rayon  frappe  un  corps 
dans  lequel  il  est  réfracté,  qu'il  échaufl'e,  ou  dans  lequel  il  produit  Tune 
ou  l'autre  action  chimique;  nous  pouvons  dire  alors  qu'il  est  repris  par 
les  électrons.  Ceux-ci  existent  dans  le  verre  des  prismes  et  des  lentilles 
et  dans  la  couche  sensible  d'une  plaque  photographique,  où  ils  jouissent, 
il  est  vrai,  d'une  liberté  moins  grande  que  dans  un  métal,  mais  où  pour- 
tant ils  ne  sont  pas  tout  à  fait  immobiles.  Ils  n'attendent  qu'un  rayon 
lumineux  pour  entrer  eu  vibration,  et  influencer  ainsi  de  leur  côté  la 
propagation  de  la  lumière. 

Dans  rimage  que  je  viens  de  vous  esquisser  ici  rapidement,  il  y  a 
bien  des  choses  qui  sont  déjà  très  vieilles.  L'idée  de  la  nature  maté- 
rielle de  l'électricité,  et  la  conception  d'un  courant  électrique  comme 
mouvement  de  l'électricité,  ont  eu  cours  depujs  bien  longtemps;  la 
théorie  des  électrons  ne  fait  que  préciser  cette  manière  de  voir,  en 
admettant  l'existence  de  petites  particules  invariables,  séparées  les  unes 
des  autres,  c.  à  d.  une  constitution  atomique  de  l'électricité. 

J'ajouterai  encore  que  nous  ne  considérons  un  courant  électrique 
comme  un  mouvement  des  électrons  que  pour  autant  qu'il  se  produit 
dans  la  matière  pondérable;  les  courants  de  déplacement  de  Maxwell 
dans  l'éther  pur  sont  pour  nous  un  phénomène  d'une  toute  autre  nature. 

Or,  puisque  la  théorie  des  électrons  déclare  que  tout  courant  dans 
un  conducteur  est  un  courant  de.convection,  le  fait,  que  les  courants 
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de  convection  exercent  une  action  magnétique,  est  pour  elle  d'une  im- 
portance capitele.   S'il  pouvait  être  prouvé  que  le  mouvement  d'un 
corps  électrisé  n'a  pas  un  pareil  effet,  la  théorie  des  électrons  serait 
condamnée.  De  là  la  grande  importance  des  recherches  expérimentales 
entreprises  à  ce  sujet  dans  ces  dernières  années.  Vous  n'ignorez  pas  que 
EowLAND  a  été  le  premier  à  faire  voir  l'action  magnétique  d'un  corps 
chargé  en  mouvement.  En  1878  il  découvrit  qu'un  disque  électrisé, 
tournant  dans  son  plan,  était  équivalent,  à  ce  point  de  vue,  à  un  système 
de  courants  électriques  circulaires.    Ces  premières  expériences,  faites 
dans  le  laboratoire  de  Helmholtz,  furent  suivies,  quelques  années  plus 
tard,  d'autres  recherches,  faites  en  collaboration  avec  Hutchin son;  dans 
ces  nouvelles  expériences,  l'effet  obtenu  était  plus  considérable,  de  sorte 
qu'il   fut  même  possible  d'en  déduire  le  rapport  numérique  entre  les 
unités   électromagnétique   et  électrostatique  d'électricité.    Bien  qu'il 
semblât  que  l'existence  du  phénomène  de  Rowland  fût  ainsi  parfaite- 
ment démontrée,  elle  fut  révoquée  en  doute,  il  y  a  quelques  années, 
par  M.  Grémieu,   qui  ne  put  obtenir  des  résultats  positifs,  ni  en  se 
servant  du  dispositif  employé  par  Rowland,  ni  par  d'autres  méthodes. 
Heureusement,  la  discussion  qui  s'ensuivit  aboutit  à  un  résultat  dont 
nous  pouvons  être  bien  satisfaits,  et  qui  est  tout  à  fait  favorable  à  la 
théorie  des  électrons.  Après  que  M.  Pender,  de  Baltimore,  eût  refait 
de  son  côté  l'expérience  de  Rowland,  sans  se  heurter  aux  difficultés 
que  rencontra  M.  Cremieu,  les  deux  physiciens  ont  continué  ensemble 
les  recherches;  ils  ont  pu  élucider  la  question,  au  point  qu'en  ce  moment 
il  n'y  a  plus  à  douter  de  l'exactitude  des  conclusions  tirées  par  Row- 
land. Des  expériences  plus  récentes  encore,dontjene  citerai  que  celles  de 
MM.  Adams  à  Cambridge  (Mass.),  Eichenwald  à  Moscou  et  Karpen  à 
Paris,  ont  confirmé  ce  résultat,  et  nous  pouvons  dire  que  de  ce  coté  la 
théorie  des  électrons  n'a  pliis  rien  à  redouter.  D'ailleurs  je  dois  ajouter 
que,  si  les  premiers  résultats  de  M.  Cremieu  avaient  été  confirmés, 
nous  aurions  eu  à  changer  bien  des  choses,  non  seulement  à  la  théorie 
des  électrons,  mais  même  à  la  théorie  moderne  des  phénomènes  électri- 
ques en  général. 

Je  vous  ai  déjà  fait  remarquer  l'analogie  qui  existe  entre  la  théorie 
des  électrons  et  des  conceptions  déjà  anciennes.  En  particulier,  elle  a 
plus  d^un  trait  de  commun  avec  la  théorie  des  deux  fluides,  dévelop- 
pée surtout  par  Wilh.  Weber.  En  effet,  dire  qu'un  corps  chargé  con- 

1* 
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tient  un  excès  d'électricité  positive  ou  négative,  ou  bien  un  excès 
d'électrons  d'espèce  déterminée,  cela  ne  fait  pas  une  bien  grande  diffé- 
rence. Cependant,  notre  conception  actuelle  diffère  considérablement 
de  cette  ancienne  manière  de  se  représenter  les  choses,  et  cela  à  deux 
points  de  vue.  En  premier  lieu,  nous  acceptons  dans  toute  leur  étendue 
les  idées  générales  de  la  théorie  de  Maxwell,  et  en  second  lieu,  nous 
sommes  en  état  de  donner  sur  les  propriétés  des  électrons  et  leur  manière 
de  se  comporter,  sur  leur  charge,  leur  masse,  leurs  dimensions,  leur 
vitesse,  des  renseignements  beaucoup  plus  précis  que  ce  que  Ton  pou- 
vait dire  autrefois  des  particules  des  fluides  électriques. 

Permettez-moi,  en  premier  lieu,  d'examiner  d'un  peu  plus  près  le 
premier  point. 

Nous  nous  sommes  tous  familiarisés  avec  les  idées  fondamentales  de 
la  théorie  de  Maxwell;  vous.  Messieurs,  vous  vous  en  servez,  peut-on 
dire,  tous  les  jours.  Actuellement,  on  ne  songe  plus  à  une  action  réci- 
proque de  corps  électrisés,  de  conducteurs  de  courant  ou  d'aimants,  sans 
considérer  le  champ  électrique  ou  magnétique,  en  général  le  champ 
„électromagnétique"  qui  sépare  et  environne  ces  corps.  Dans  ce  champ, 
nous  nous  représentons  les  deux  états,  qui  sont  déterminés  par  les  deux 
forces  „électrique''  et  „magnétique*',  et  à  chacun  desquels  correspond 
une  quantité  d'énergie  que  Ton  peut  exactement  indiquer.  Nous  avons 
ensuite  des  équations  assez  simples,  qui  nous  permettent  de  calculer  le 
champ;  Tune  d'elles  fait  connaître  la  relation  entre  l'intensité  du  cou- 
rant et  la  force  magnétique,  l'autre  la  relation  entre  la  force  électrique 
et  la  variation  de  l'induction  magnétique.  Je  n'ai  pas  besoin  de  vous 
mettre  ces  formules  sous  les  yeux;  je  veux  seulement  vous  rappe- 
ler qu'en  général  elles  expriment  une  propagation  des  états,  avec  une 
vitesse  qui  est  égale  à  celle  de  la  lumière.  Il  existe,  il  est  vrai,  des 
états  stationnai res,  où  il  n'est  pas  question  de  propagation;  mais,  dès  que 
l'on  modifie  l'intensité  d'un  courant,  ou  que  l'on  déplace  un  corps  élec- 
trisé  ou  un  aimant,  il  se  forme  des  ondes  électromagnétiques,  dans  les- 
quelles se  produit  un  certain  rayonnement  d'énergie. 

Or,  d'après  la  théorie  des  électrons,  chaque  électron  donne  naissance, 
dans  l'éther  qui  l'environne  de  toutes  parts,  à  un  champ  qui  satisfait 
aux  équations  générales  de  Maxwell;  tout  champ,  que  nous  observons 
dans  nos  expériences,  est  formé  par  la  superposition  d'un  nombre 
excessivement  grand  de  pareils  champs  élémentaires.  Le  champ  produit 
par  un  seul  électron  est  purement  électrostatique,  aussi  longtemps  que 
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rélectron  est  en  repos;  mais,  du  moment  que  l'électron  entre  en  mouve- 
ment, il  vient  immédiatement  s'y  ajouter  des  forces  magnétiques.  Si  le 
mouvement  a  lieu  constamment  dans  la  même  direction  et  avec  la  même 
vitesse,  Tétat  est  stationnaire,  en  ce  sens  que  Télectron  emporte  avec 
lui  un  champ  invariable.  Dans  tous  les  autres  cas,  donc  à  chaque 
changement  de  vitesse,  soit  en  direction,  soit  en  grandeur,  nous  avons 
affaire  à  un  rayonnement. 

Si  vous  me  demandiez  un  exposé  mathématique  de  la  théorie  des 
électrons,  je  devrais  justifier  maintenant  ces  assertions  par  les  formu- 
les qui  servent  à  déterminer  le  champ,  et  sur  lesquelles  reposent  tous 
les  développements  suivants.  Mais  je  crois  mieux  répondre  à  ce  que 
vous  désirez  de  moi  en  vous  disant  quelques  mots  des  hypothèses  que 
Ton  a  faites  pour  arriver  à  ces  formules.  Vue  pretnière  hypotlièse,  c'est 
que  réther  ne  remplit  pas  seulement  tout  l'espace  entre  les  électrons, 
mais  qu'il  pénètre  aussi  ces  particules  elles-mêmes ,  auxquelles  nous 
attribuons  une  certaine  étendue;  à  l'intérieur  des  électrons  il  y  a  aussi 
un  champ  électromagnétique,  que  nous  déterminons  en  même  temps 
que  le  champ  extérieur.  Une  seconde  hypothèse,  qui  n'est  pas  moins 
importante  que  la  première,  consiste  à  admettre  que,  pendant  que  les 
électrons  se  meuvent,  Téther  lui-même  reste  en  repos.  Il  est  vrai  qu'il 
peut  se  produire  dans  ce  milieu  de  nombreux  changements  d'état,  qui  se 
manifestent  précisément  par  les  actions  électromagnétiques,  mais  nous 
regardons  comme  exclu  un  mouvement  de  Téther,  semblable  à  celui 
d'un  liquide. 

Cette  hypothèse  d'un  éther  en  repos  a  été  faite  par  Fresnel,  et  elle 
a  eu  tout  d'abord  pour  but  d'expliquer  certains  phénomènes  optiques 
dans  les  corps  en  mouvement.  Mais  à  présent  nous  connaissons  aussi 
des  phénomènes  électromagnétiques  qui  la  justifient.  Ainsi  par  exemple, 
quand  nous  faisons  tourner  non  pas  simplement  un  disque  chargé, 
comme  c'était  le  cas  dans  les  expériences  de  Rowland,  mais  un  con- 
densateur plan  tout  entier,  l'axe  de  rotation  étant  perpendiculaire 
aux  plaques,  le  diélectrique  exerce  aussi  une  action  magnétique,  ainsi 
que  M.  RôNTGEN  Ta  trouvé  pour  la  première  fois.  Or,  des  expériences  de 
M.  EiCHENWALD  out  prouvé  que,  pour  un  appareil  à  diélectrique  pon- 
dérable, cette  action  ne  correspond  pas  au  déplacement  diélectrique 
total.  Au  contraire,  nous  devons  considérer  ce  déplacement  diélectrique 
(le  „dielectric  displacement"  de  Maxwell)  comme  composé  de  deux 
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parties,  dont  Fune  est  liée  à  la  matière,  taudis  que  Tautre  réside  dans 
réther.  Ce  n'est  que  la  première  partie  qui,  étant  entraînée  par  la  ma- 
tière en  mouvement,  produit  un  champ  magnétique.  *) 

J'en  arrive  maintenant  à  parler  de  la  force  qui  agit  sur  un  électron; 
pour  la  déterminer,  nous  nous  plaçons  de  nouveau  entièrement  au  point 
de  vue  de  la  théorie  de  Maxwell.  La  force  est  exercée  par  Téther,  à 
Tendroit  où  se  trouve  Télectron;  elle  est  déterminée  direciement  par 
rétat  de  cet  éther;  elle  ne  dépend  ^3^ indirectement  des  électrons  qui 
ont  produit  le  champ.  Quand  Télectron  est  en  repos,  on  obtient  la 
force,  à  laquelle  il  est  soumis,  en  multipliant  la  force  électrique  dans 
réther  par  la  charge  de  l'électron.  Mais,  quand  la  particule  se  meut, 
il  vient  s'y  ajouter  une  nouvelle  force;  celle-ci  est  perpendiculaire  au 
plan  mené  par  la  force  magnétique  et  la  direction  du  mouvement,  et 
on  obtient  sa  grandeur  en  multipliant  la  charge  par  la  vitesse,  la  force 
magnétique  et  le  sinus  de  Tangle  formé  par  ces  deux  vecteurs.  Pour 
déterminer  complètement  la  direction  de  Faction,  nous  nous  figurons, 
dans  le  plan  en  question,  une  rotation  de  moins  de  180^,  par  laquelle 
la  direction  de  la  vitesse  passe  dans  celle  de  la  force  magnétique,  et 
nous  plaçons  une  montre  dans  ce  plan,  de  telle  façon  que  le  mouvement 
de  ses  aiguilles  s'opère  dans  le  même  sens  que  cette  rotation.  La  force 
agissant  sur  l'électron  est  alors  dirigée  du  cadran  vers  le  dos,  ou  inver- 
sement, suivant  que  la  charge  est  positive  ou  négative. 

En  général,  dans  un  champ  quelconque,  l'action  que  subit  un  élec- 
tron est  composée  des  deux  j)arties  dont  je  viens  de  parler,  et  que  l'on 
peut  distinguer  par  les  noms  de  „force  électrostatique"  pour  l'une  et 
„force  électromagnétique"  pour  l'autre.  En  réunissant  toutes  les  forces 
de  la  première  espèce,  nous  calculons  l'action  d'ensemble  d'un  champ 
sur  tous  les  électrons  contenus  dans  un  corps  chargé,  ou  présentant 
une  polarisation  diélectrique,  c.  à  d.  toutes  les  forces  électrostatiques. 
Par  la  seconde  partie  de  la  force,  nous  expliquons  les  actions  électro- 
dynamiques, ainsi  que  tous  les  phénomènes  d'induction  dans  les  corps 
pondérables. 

Ainsi  donc,  nous  sommes  restés  fidèles  aux  principes  fondamentaux 
de  la  théorie  de  Maxwell;  mais,  en  admettant  l'existence  d'électrons, 
nous  allons  plus  loin  (jue  ce  savant.  Insistons  aussi  sur  l'importance 
prépondérante  qu'acquiert  l'éther  dans  la  nouvelle  théorie.  Ce  n'est  plus 
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un  diélectrique  comme  un  autre,  caractérisé  uniquement  par  une  con- 
stante diélectrique  plus  petite  que  les  autres,  mais  c'est  un  diélectrique 
d'une  nature  tout^  particulière,  à  proprement  parler  le  seul  milieu  que 
nous  nous  représentions,  puisque  tous  les  corps  en  sont  pénétrés  et  que 
c'est  lui  qui  transmet  toutes  les  forces.  S'il  est  permis  d'admettre  que 
deux  molécules  ou  atomes,  se  trouvent  encore  à  une  petite  distance 
quand  ils  agissent  l'un  sur  l'autre,  nous  pouvons  prétendre  qu'il  ne  se 
manifeste  aucune  force  sans  que  Téther  soit  en  jeu.  Et  cela  ne  s'applique- 
rait pas  seulement  aux  attractions  et  aux  répulsions  électriques  et  mag- 
nétiques, mais  encore  à  toutes  les  actions  moléculaires  ou  chimiques,  à 
la  pression  que  nous  exerçons  sur  un  objet,  et  à  la  force  avec  laquelle  se 
contracte  une  corde  tendue.  Quant  aux  propriétés  spéciales  que  présen- 
tent les  diélectriques  pondérables,  celles  par  lesquelles  ils  se  distinguent 
de  réther,  nous  les  expliquons  par  cette  hypothèse,  que  les  molécules 
contiennent  des  électrons,  liés  à  des  positions  d'équilibre,  mais  qui  peu- 
vent être  écartés  de  ces  positions  par  des  forces  électriques.  Quand  un 
tel  déplacement  a  eu  lieu,  nous  disons  que  le  corps  est  polarisé,  et  c'est 
précisément  cette  polarisation  qui  constitue  la  première  des  deux  parties 
du  déplacement  diélectrique  dont  il  a  été  question  tantôt,  savoir  la 
partie  qui  est  liée  à  la  matière. 

Dans  le  cours  de  nos  considérations,  j'aurai  encore  l'occasion  de  vous 
montrer,  par  des  exemples,  quelle  est  Futilité  et  la  fertilité  de  l'hypo- 
thèse des  électrons.  Pour  le  moment  je  me  contente  de  dire  qu'elle  est  en 
harmonie  avec  les  théories  moléculaires  en  physique  et  atomiques  en 
chimie,  eu  particulier  avec  la  théorie  des  ions,  qui  a  tant  d'importance 
pour  l'explication  des  phénomènes  de  Télectrolyse,  et  celle  des  ions 
gazeux,  qui  jette  une  si  vive  lumière  sur  les  phénomènes  compliqués  de 
la  décharge  électrique. 

Il  est  vrai,  sans  doute ,  que  nous  n'avons  fait  encore  que  les  premiers 
pas  dans  nos  tentatives  pour  dévoiler  les  mystères  du  mécanisme  des 
phénomènes  et  que,  dans  nos  efforts  pour  y  pénétrer  plus  avant,  nous 
devons  toujours  être  en  garde  de  ne  pas  nous  perdre  dans  des  spécu- 
lations théoriques.  11  faut  reconnaître  aussi  qu'en  plus  d'un  cas  on  peut 
suivre  avec  tout  autant  de  succès,  parfois  même  avec  plus  de  succès, 
une  voie  toute  différente,  oil  l'on  s'en  tient  autant  que  possible  à  des 
principes  généraux,  universellement  admis;  telles  sont  p.  ex.  toutes  les 
théories  thermodynamiques.  N'oublions  pas  non  plus  le  charme  ])arti- 
culier  qu'il  y  a  à  embjasser  dans  un  système  d'équations  peu  nombreu- 
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ses  un  ensemble  de  pht^nomènes,  sans  s'occuper  du  mécanisme  caché 
qui  les  enchaîne,  une  méthode  que  MM.  Voigt  et  Cohn  p.  ex.  ont  appli- 
quée avec  le  plus  heureux  succès ,  et  par  laquelle  premier  de  ces  phy- 
siciens est  arrivé,  dans  le  domaine  de  la  magnéto-optique,  à  des  con- 
séquences qui  avaient  encore  échappé  à  la  théorie  des  électrons. 

Mais,  si  de  pareilles  considérations  nous  défendent  de  prétendre 
qu'une  certaine  manière  de  concevoir  les  phénomènes  est  la  meilleure 
ou  la  plus  satisfaisante,  elles  ne  doivent  cependant  pas  nous  retenir  de 
tâcher  d'avancer  autant  que  possible  dans  la  voie,  qui  nous  paraît  pro- 
mettre le  plus  de  succès.  La  science  ne  peut  qu'y  gagner,  quand  chacun 
le  fait  à  sa  manière. 

Ce  que  j'ai  à  vous  dire  maintenant,  après  ces  considérations  prélimi- 
naires, se  rapporte  en  partie  à  des  électrons  qui  se  meuvent  librement 
dans  réther,  en  partie  à  ceux  qui  sont  contenus  dans  les  corps  pondé- 
rables; et  j'ajouterai  que,  en  ce  qui  concerne  ces  derniers,  il  sera  ques- 
tion aussi  des  particules  chargées  que  Ton  appelle  ordinairement  des 
ions. 

C'est  à  des  électrons  libres  que  nous  avons  affaire  dans  les  rayons 
cathodiques,  les  rayons  de  Qoldstein  (Kanalstrahlen)  et  les  rayons  de 
Becquerel.  Vous  connaissez  tous  les  premiers.  Les  rayons  découverts 
par  M.  GoLDSTKLV  se  présentent  dans  des  circonstances  proprement 
choisies,  quand  on  se  sert  d'un  tube  dont  la  cathode  est  percée  de 
trous;  ils  se  forment  alors  à  la  face  postérieure  de  la  cathode,  c.  à  d. 
la  face  qui  n'est  pas  tournée  vers  l'anode,  et  partent  précisément  des 
ouvertures.  On  dirait  que  ce  sont  des  rayons  qui  proviennent  de  Tanode 
et  qui  traversent  les  ouvertures  de  la  cathode.  Quant  aux  rayons  de 
Becquerel,  la  découverte  de  ce  phénomène  merveilleux  est  venue  juste 
à  point  pour  la  théorie  des  électrons;  ils  ont  fourni  de  nouveaux  moyens 
pour  mettre  cette  théorie  à  Tépreuve  et  nous  ont  donné  des  renseigne- 
ments de  la  plus  haute  importance  sur  la  nature  des  électrons.  Je  par- 
lerai spécialement  des  rayons  du  radium  et  je  vous  rappellerai  qu'  on 
en  distingue  trois  sortes,  que  Ton  désigne  sous  les  noms  de  rayons  âs,  (3 
et  y.  De  ces  trois  espèces  de  rayons,  ce  sont  les  rayons  x  qui  ont  le 
pouvoir  pénétrant  le  plus  faible;  ce  pouvoir  est  le  plus  fort  pour  les 
rayons  y. 

On  a  pu  conclure  de  divers  phénomènes  que  toutes  ces  radiations  sont 
constituées,  à  une  seule  exception  près  tout  au  plus  ^),  par  des  électrons 
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qui  sont  lancés  dans  la  direction  du  rayonnement,  et  qui  produisent, 
par  leur  choc  contre  la  plaque  qui  les  reçoit,  une  impression  photo- 
graphique ou  une  fluorescence.  Dans  quelques  cas  cela  résulte  directe- 
ment du  fait,  que  les  rayons  communiquent  une  certaine  charge  élec- 
trique au  corps  sur  lequel  on  les  dirige,  tandis  que  le  corps  qui  les 
émet  prend  la  charge  contraire.  Mais  ce  qui  est  le  plus  intéressant, 
pour  mon  but,  c'est  le  changement  produit  dans  la  marche  de  ces 
rayons  par  un  champ  électrique  ou  magnétique.  Figurez-vous  tout 
d'abord  qu'un  électron  se  meuve  dans  un 
champ  électrique  homogène,  dont  les  lignes 
de  force  sont  perpendiculaires  à  la  direction 
primitive  du  mouvement;  supposons  que 
dans  la  fig.  1  elles  soient  dirigées  de  gauche 
à  droite.  Si  un  électron  dont  la  charge  est 
positive  a  alors  en  0  une  vitesse  y,  dirigée 
de  bas  en  haut,  il  décrira  une  parabole, 
comme  OJ,  sous  Tinfluence  de  la  force  con- 
stante, dirigée  vers  la  droite.  On  obtiendrait  au  contraire  une  courbe 
OBy  de  courbure  opposée,  si  la  charge  était  négative.  Si  e  est  la  charge, 
E  rintensité  du  champ  et  m  la  masse  de  l'électron,  l'accélération  con- 

eE  .       ^         . 

stante  est  — ,  et  le  rayon  de  courbure  r  de  la  trajectoire,  au  point  0, 

est  donné  par  Téquation 


^     ZT 


V 

r 


m 


(1) 


les  observations,  dans  lesquelles  on  peut  mesurer  r  et  Ey  font  donc  con- 
naître la  valeur  de  l'expression 


mv" 


(2) 


Dans  un  champ  magnétique,  les  rayons  subissent  un  changement  de 
direction  analogue;  mais  il  y  a  cette  différence,  que,  quand  la  direction 
des  rayons  était  primitivement  perpendiculaire  aux  lignes  de  force,  ils 
s'infléchissent  dans  un  plan  perpendiculaire  à  ces  lignes.  Si  nous  sup- 
posons que,  dans  la  fig.  2,  les  lignes  de  force  d'un  champ  homogène 
soient  perpendiculaires  au  plan  du  dessin,  se  dirigeant  vers  l'observa- 
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teur,  une  particule  primitivement  lancée  vers  le  haut  décrira  une  tra- 
jectoire OB y  déviant  vers  la  droite  si  la  charge  est  positive,  vers  la 
gauche  si  elle  est  négative.  Maintenant,  comme 
la  force  est  continuellement  perpendiculaire 
à  la  direction  du  mouvement,  la  vitesse  reste 
constante;  il  en  est  donc  de  même  de  la  force, 
et  la  particule  décrit  un  cercle.  Si  l'on  remar- 
que  que  la  force  est  donnée  par  l'expression 

evH  y 

pj     2  oîi  H  représente  l'intensité  du  champ  magné- 

tique,  on  obtient  la  formule  suivante  pour 
déterminer  le  rayon  de  courbure  r: 

-  =  --;  (3) 

r  m 

connaissant  l'intensité  H  du  champ  et  le  rayon  de  courbure,  on  peut 
donc  calculer 

— •  (4) 

mv 

Vous  voyez  d'après  cela,  que  (du  moins  s'il  n'y  a  pas  d'incertitude  au 
sujet  de  la  direction  du  mouvement)  l'observation  du  sens  dans  lequel 
se  produit  la  déviation  électrique  ou  magnétique  permet  de  déterminer 
le  signe  de  la  charge  électrique  de  Télectron.  De  plus,  et  cela  mérite 
surtout  l'attention,  si  Ton  a  mesuré  les  deux  déviations  pour  une 
même  espèce  de  rayons,  on  peut  trouver  les  valeurs  de  la  vitesse  v 

et  du  rapport  — .  En  effet,  connaissant  les  grandeurs  (2)  et  (4),  on  peut 
m 
g 
en  déduire  v  et  — . 
m 

Il  y  a  du  reste  des  cas  où  Tobservation  de  l'action  d'un  champ 

magnétique  est  suffisante  à  elle  seule  pour  déterminer  le  rapport  — .  Le 

premier  de  ces  phénomènes,  dans  lequel,  à  vrai  dire,  on  n'a  plus  afi'aire 
à  des  électrons  libres,  est  le  changement  que  subit  la  durée  de  la  vibra- 
tion des  rayons  lumineux  émis  par  un  gaz ,  lorsqu'on  le  place  dans  un 
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champ  magnétique,  un  changement  qui  a  été  découvert  par  M.  Zëeman. 
La  manière  k  plus  simple,  dont  nous  puissions  rendre  compte  de  l'émis- 
sion, consiste  à  admettre  que  chaque  molécule  du  gaz  lumineux  ne 
contient  qu'un  seul  électron  mobile,  lequel,  dès  qu'il  s'éloigne  à  une 
distance  r  de  sa  position  d'équilibre,  est  soumis  à  une  force  qui  tend  à 
le  ramener  vers  cette  i)osition  et  qui  est  proportionnelle  à  Técart  r. 
Si  nous  écrivons  pour  cette  force  K  =  ^r,  où  h  signifie  une  constante, 
nous  trouvons  pour  la  durée  de  la  vibration,  en  appliquant  les  lois  élé- 
mentaires de  la  mécanique. 


T ^^1/  T^> 


ou  bien 

1    /^J~ 

(5) 


^        m 


si  n  est  \vk  fréquence ,  c.  à  d.  le  nombre  de  vibrations  dans  le  temps  Ett. 
C'est  là  aussi  la  fréquence  de  la  radiation  que  produit  la  particule,  en 
vertu  des  changements  continuels  de  sa  vitesse. 

Considérons  maintenant  une  vibration  circulaire  (fig.  8),  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  la  force  magnétique  H.  A  côté  de  la  force  K  =  kr  ^ 
qui  est  dirigée  vers  le  centre  C  du  cercle,  il  y  a  dans  ce  cas  une  nouvelle 
force  produite  par  le  champ  magnétique,  pour 
laquelle   on   peut  écrire  F=^evH^   ou   bien, 

comme  v  =  -^  =  wr, 


F=^enHr, 

Elle  agit  dans  la  même  direction  que  la  force 
JT,  ou  bien  en  sens  inverse.  Cela  dépend  de  la  *^* 

direction  du  mouvement,  de  la  direction  du  champ  magnétique  et  du 
signe  de  la  charge  e.  En  réalité,  cette  nouvelle  force  est  très  petite  en 
comparaison  de  la  force  kr;  nous  pouvons  donc  dire  que  la  constante  k 
subit  un  changement  très  petit  ik  =  enH.  Il  y  correspond,  d'après 
réquation  (5),  le  changement  suivant  de  la  fréquence: 

5«  =  l//i;  (6) 
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ce  changement  peut  se  produire  dans  un  sens  ou  dans  Tautre.  Si  la 
durée  de  vibration  est  augmentée  pour  une  certiiine  direction  du  mou- 
vement, elle  est  diminuée  pour  la  direction  opposée. 

Remarquons  encore  que  le  champ  magnétique  est  sans  influence  sur 
un  électron  qui  se  meut  suivant  une  ligne  de  force;  les  vibrations  de 
notre  particule  qui  s'efi*ectuent  parallèlement  aux  lignes  de  force,  c.  à  d. 
perpendiculairement  au  plan  de  notre  figure,  ne  sont  donc  pas  modifiées 
par  le  champ.  Or,  comme  une  vibration  quelconque  j)eut  toujours  être 
décomposée  en  une  pareille  vibration  recti ligne  et  en  deux  vibrations 
circulaires,  de  sens  contraires,  dans  le  plan  de  la  figure,  nous  pouvons 
dire  que,  sous  Tinfluence  du  champ  magnétique,  une  vibration  dont  la 
fréquence  est  «  est  remplacée  par  trois  autres,  dont  les  fréquences  sont 
»,  «-|-5w  et  n  —  in\  par  conséquent,  eu  décomposant  la  lumière  par 
un  spectroscope,  on  verra,  au  lieu  d'une  seule  raie,  un  système  de  trois 
raies,  un  triplet.  C'est  en  effet  ce  que  M.  Zekman  a  observé;  mais  je 
dois  y  ajouter  que  ce  n'est  là  que  la  forme  la  plus  simple  du  phénomène 
qui  porte  son  nom;  la  plupart  des  raies  spectrales  sont  décomposées 
d'une  manière  bien  plus  compliquée. 

Si  Ton  a  réellement  affaire  à  un  triplet,  la  mesure  de  Técartement  des 
composantes  fournit  la  valeur  de  in;  la  formule  (6)  permet  alors  de 

déduire  la  valeur  de  —,  si  l'on  connaît  aussi  l'intensité  //du  champ. 
m 

C'est  de  cette  manière  que  M.  Zeeman  a  déterminé  pour  la  première  fois 

ce  rapport.  Ses  observations  lui  ont  aussi  permis  de  constater  si  Télec- 

tron  mobile,  dont  les  vibrations  produisent  le  rayonnement  lumineux,  a 

une  charge  positive  ou  négative. 

Ainsi  que  je  l'ai  déjà  fait  remarquer  dans  l'introduction,  nous  nous 
figurons  que  les  molécules  de  tout  corps  pondérable  contiennent  des 
électrons  qui  se  mettent  à  vibrer,  dès  que  le  corps  est  frappé  par  un 
rayon  lumineux.  La  cause  de  ce  mouvement  doit  être  cherchée  dans  les 
forces  électriques,  continuellement  variables,  qui  existent  dans  le  rayon 
lumineux.  L'amplitude  des  vibrations  des  électrons  et  leur  influence  sur 
la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  sont  déterminées  par  la  grandeur 
des  forces  qui  4;endent  à  les  ramener  vers  leurs  positions  d'équilibre. 
Figurez-vous  maintenant  que  le  corps  soit  placé  dans  un  champ  magné- 
tique et  soit  traversé,  dans  la  direction  des  lignes  de  force,  par  de  la 
lumière  polarisée  circulairement  à  droite  ou  à  gauche,  c.  à  d.  par  des 
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rayons  à  vibrations  circulaires,  perpendiculaires  à  la  direction  de  pro- 
pagïition.  La  force  qui  agit  sur  un  électron,  et  qui  tend  à  le  rapprocher 
du  centre  de  sa  trajectoire  circulaire,  est  alors  augmentée  pour  Tune 
des  directions  du  mouvement  et  diminuée  pour  l'autre,  tout  à  fait  de 
la  même  manière  que  nous  l'avons  exposé  à  propos  du  phénomène  de 
Zeeman.  Il  en  résulte  une  inégalité  dans  les  vitesses  de  propagation 
(les  rayons  lumineux  à  polarisation  circulaire  droite  et  gauche,  et  cette 
inégalité  se  manifeste,  d'après  une  règle  bien  connue  de  Toptique, 
par  une  rotation  de  la  direction  de  vibration  dans  le  cas  oà  le  corps 
est  traversé  par  un  rayon  à  polarisation  rectiligne.  Ce  phénomène, 
connu  depuis  longtemps,  est  donc  dû  au  fond  à  la  même  cause  que  le 
phénomène  de  Zeeman,  et  Ton  conçoit  que,  de  même  que  ce  dernier, 

6 

il  puisse  servir  à  la  détermination  du  rapport  — .  M.  Siertsema  a  déduit 

m 

quelques  valeurs  de  ce  rapport  des  rotations  qu'il  a  mesurées. 

Nous  n'avons  parlé  jusqu'ici  que  du  rapport  —,  Quant  à  la  valeur 

de  e  même,  c.  à  d.  de  la  grandeur  de  la  charge  électrique  d'une  seule 
particule,  M.  J.  J.  Thomson,  de  Cambridge,  Ta  déterminée  dans 
plusieurs  cas  pour  des  ions  gazeux,  par  sa  méthode  ingénieuse  des 
„nuages".  Quand  le  gaz  ionisé  contient  de  la  vapeur  d'eau,  le  refroi- 
dissement, provoqué  par  une  expansion  adiabatique,  produit  un  nuage, 
les  ions  servant  de  centres  de  condensation;  phénomène  curieux,  dont 
on  doit  la  découverte  à  M.  C.  T.  R.  Wilson.  Il  est  permis  d'admettre 
qu'il  se  forme  une  gouttelette  d'eau  autour  de  chaque  ion.  M.  Thomson 
a  déterminé  la  grosseur  de  ces  gouttelettes,  en  mesurant  la  vitesse 
avec  laquelle  le  nuage  descend;  cette  détermination  repose  sur  le 
résultat  théorique  bien  connu,  qu*une  petite  sphère,  tombant  dans 
l'air,  finit  par  atteindre  une  vitesse  limite ,  qui  dépend,  d'une  manière 
facile  à  déterminer,  du  poids  de  la  sphère,  de  son  rayon  et  du  coefficient 
de  frottement  de  l'air.  Si  l'on  connaît  en  outre  la  quantité  totale  de 
vapeur  condensée,  une  simple  division  fait  connaître  le  nombre  des 
gouttelettes  d'eau,  donc  aussi  le  nombre  des  ions;  il  suffira  ensuite  de 
déterminer,  en  unités  absolues,  la  charge  totale  de  ces  ions,  une  opéra- 
tion qui  est  également  possible,  pour  trouver  enfin  la  charge  de  chaque 
ion,  pris  séparément. 

Après  vous  avoir  encore  rappelé  que  l'on  a  pu  déduire  de  l'équivalent 
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électrochiraique  le  rapport  —  de  la  charge  et  de  la  masse  pour  des  ions 

électrolytiques,  et  que  la  théorie  cinétique  des  gaz  permet  d'estimer  la 
masse  d'un  pareil  ion,  ce  qui  fait  que  Ton  connaît  aussi  sa  charge  <?,  je 
puis  enfin  vous  faire  connaître  quelques-uns  des  résultats  que  Ton  a 
obtenus,  et  vous  dire  à  quelles  conclusions  et  à  quelles  hypothèses  on  a 
été  ainsi  conduit. 


J'ai  réuni  dans  le  tableau  I  quelques-unes  des  valeurs  que  Ton  a 

obtenues  pour  —  ;  vous  y  verrez  en  même  temps  dans  quels  cas  on  a 

affaire  à  des  électrons  négatifs,  et  dans  quels  autres  à  des  électrons 
positifs.  Ces  données  numériques,  dont  beaucoup  d'ailleurs  ne  font 
connaître  que  l'ordre  de  grandeur,  de  même  que  celles  qu'on  trouvera 
plus  tard,  sont  exprimées  dans  le  système  G.  G.  S.  et  dans  les  unités 
électromagnétiques  usuelles  '). 


Tableau  I. 


e 
m 

V 

Ions  d'hydrogène 

9650 

Ekctrons  négatifs. 

Phénomène  de  Zeeman 

1,6-3 

Rotation  du  plan  de  polarisation  .  .  . 

0,9—1,8 

iiayons  cathodiques,  Simon 

1,86 

„              „         autres  observateurs 

0,7-1,4    XIO' 

0,1—0,3 

Plaque  de  zinc  soumise  à  Faction  des 

ravons  ultra- violets 

OJ 

Rayons  /3 

1,75* 

jusqu'à  0,95 

Electrons  positifs. 

Ravons  de  Goldstein 

300—9000 

Rayons  x  

6000 

0,07 

*  Ce  nombre  se  rapporte  à  de  faibles  vitesses. 
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g 

Il  saute  immédiatement  aux  yeux,  que  les  valeurs  de  —  sont  beau- 

m 

coup  plus  grandes  pour  les  électrons  négatifs  que  pour  les  électrons 
positifs,  et  que  pour  les  premières  particules  les  nombres  varient  entre 
des  limites  assez  étroites.  Cette  circonstance  à  induit  à  supposer  que, 
dans  tous  les  cas  considérés,  les  électrons  négatifs  ne  diffèrent  pas 
considérablement  les  uns  des  autres,  ni  par  leur  masse  ni  par  leur 
charge. 

Quant  à  la  grandeur  des  charges,  remarquons  que  des  considéra- 
tions appartenant  aux  théories  moléculaires  nous  conduisent  à  évaluer 
à  10"-*  grammes  environ  la  masse  d'un  ion  d'hydrogène.  En  combi- 
nant ce  résultat  avec  l'équivalent  électrochimique,  on  trouve  pour  la 
charge  d'un  pareil  ion,  la  valeur 

e=  10-20. 

Or,  il  est  bien  remarquable  que  les  expériences  de  M.  Thomson  ont 
fourni  pour  les  ions  gazeux  des  valeurs  qui,  dans  les  limites  des  erreurs 
expérimentales,  s'accordent  avec  celle-là. 

Yous  savez  que  dans  les  électrolytes  tous  les  ions  monovalents,  tant 
les  positifs  que  les  négatifs,  ont  des  charges  dont  la  valeur  numérique 
est  la  même,  et  que  les  ions  bi-,  trivalents  etc.  portent  des  charges  qui 
sont  le  double,  le  triple  etc.  de  celles  des  ions  monovalents.  Ces  lois 
ont  déjà  conduit  depuis  longtemps  à  Tidée  que  la  charge  d'un  ion  mono- 
valent est  une  quantité  élémentaire,  un  „atome''  d'électricité  pour  ainsi 
dire,  dont  il  n'existe  que  des  multiples,  mais  pas  de  fractions.  Les 
résultats  de  M.  Thomson  sont  en  bon  accord  avec  cette  manière  de  voir, 
et  nous  arrivons  ainsi  à  cette  hypothèse:  11  existe  dans  la  nature  une 
certaine  quantité  élémentaire  d'électricité,  et  une  charge  égale  à  cette 
quantité  est  portée  non  seulement  par  les  ions  monovalents,  mais  aussi 
par  les  ions  gazeux  et  par  tous  les  électrons  négatifs.  Quant  à  ce  qui 
regarde  l'extension  de  cette  hypothèse  aux  électrons  négatifs,  je  dois 
remarquer  qu'on  n'a  pas  encore  réussi  jusqu'ici  à  mesurer  directement 
leur  charge.  Cependant,  il  est  naturel  de  considérer  ces  électrons  comme 
ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  dans  le  monde  matériel,  et  de  leur  attribuer 
en  conséquence  la  plus  petite  charge  qui  existe.  11  faut  ajouter  que 

nous  connaissons  une  détermination  de   -  et  wie  mesure  de  e  se  rappor- 

ffi 

tant  aux  particules  chargées,  qui  sont  introduites  dans  le  gaz  environ- 
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nant,  quand  une  plaque  de  zinc  négativement  chargée  est  frappée  par 
des  rayons  ultra- violets;  seulement,  dans  Tune  de  ces  expériences  le  gaz 
était  à  un  degré  de  raréfaction  plus  élevé  que  dans  Tautre.  Si  la  pression 
est  très  basse,  il  se  forme  de  vrais  rayons  cathodique,  comme  le  prouve 

la  valeur  de  -  dans  notre  tableau.  Par  contre,  si  la  pression  est  plus 
m 

élevée,  on  a  affaire  à  des  ions  gazeux;  mais,  quand  on  admet  que 
chacun  de  ces  ions  soit  formé  par  la  fixation  d'un  certain  nombre  de 
molécules  d'air  sur  un  électron  négatif  des  rayons  cathodiques  primitifs, 
il  faut  que  la  charge  des  ions  gazeux  soit  la  même  que  celle  des  élec- 
trons, qui  en  forment  le  noyau. 

11  y  a  d'ailleurs  des  phénomènes  optiques  qui  semblent  prouver  que 
la  charge  d'un  électron  doit  être  du  même  ordre  de  grandeur  que  celle 
d'un  ion  électroly tique  *). 

J'ai  à  peine  besoin  de  vous  dire  que,  du  moment  que  nous  admet- 
tons Texistence  de  certaines  quantités  élémentaires  d'électricité  égales 
entr'elles,  les  charges  des  ions  ou  électrons  positifs,  exprimées  dans 
ces  unités  naturelles,  ne  peuvent  prendre,  elles  aussi,  que  les  valeur» 
1,2  etc. 

De  ce  qui  précède  nous  pouvons  tirer  maintenant  des  conclusions 
importantes  au  sujet  de  la  masse  des  électrons  et  des  ions.  Si  nous 
faisons  abstraction,  pour  simplifier,  des  cas  où  la  charge  se  compose  de 
deux  ou  plusieurs  quantités  élémentaires,  et  que  nous  attribuons  donc 
à  <?  la  même  valeur  pour  tous  les  électrons  et  tous  les  ions,  les  masses 

m  sont  inversement  proportionnelles  aux  valeurs  de  — .  Il  en  n^sulte 

que  la  masse  d'un  électron  négatif  n'est  qu'une  très  petite  fraction  de 
celle  d'un  atome  d'hydrogène,  la  2000™®  partie  à  peu  près,  si  nous 

prenons  la  valeur  de  —  trouvée  par   M.  Simon;  tandis  que  la  masse 

d'un  électron  positif,  tel  qu'il  existe  dans  les  rayons  de  Goldstkin, 
ou  les  rayons  x  du  radium,  doit  être  du  même  ordre  que  celle  des 
atomes  chimiques.  11  paraît  donc  que  les  électrons  se  forment  par  la 
décomposition  d'un  atome  en  deux  particules  chargées,  une  positive, 
qui  a  presque  la  masse  entière  de  l'atome,  et  une  négative,  qui  n'en 
reçoit  qu'une  toute  petite  partie. 

J'ai  mis  aussi  dans  le  tableau  I  quelques  données  relatives  à  la 
vitesse  des  électrons  libres;  je  les  ai  exprimées  avec  la  vitesse  de  la 
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lumière  comme  unité.  Or,  tandis  que  les  électrons  positifs  sont  bien  loin 
d'atteindre  une  pareille  vitesse,  on  constate  de  très  grandes  vitesses 
pour  les  électrons  négatifs.  A  ce  point  de  vue  là  aussi,  le  rayonnement 
du  radium  est  particulièrement  remarquable.  Un  sel  de  radium  émet  à 
la  fois  des  particules  négatives,  avec  une  très  grande  vite^e,  et  des 
particules  positives  avec  une  vitesse  baucoup  plus  faible.  Un  champ 
magnétique  sépare  ces  rayons,  ainsi  que  vous  le  voyez  dans  la  figure 
schématique  4,  où  nous  devons  de  nouveau  nous 
représenter  les  lignes  de  force  magnétiques  comme 
perpendiculaires  au  plan  du  dessin.  Le  champ  fait 
dévier  les  rayons  x  et  (3  de  côtés  différents,  tandis 
que  la  troisième  espèce,  les  rayons  ^,  poursuivent 
leur  route  sans  déviation. 

Je  n'ai  pas  encore  parlé  jusqu'ici  des  belles 
recherches  de  M.  Kaupmann  sur  la  déviation  élec- 
trique et  magnétique  des  rayons  du  radium,  parce  que  je  voudrais 
d'abord  vous  exposer  le  problème  que  ces  recherches  ont  résolu.  Nous 
avons  déjà  vu  qu'en  général  un  électron  subit  l'action  d'une  force,  dès 
qu'il  se  trouve  dans  un  champ  électromagnétique.  Or,  l'électron  lui- 
même  produit  un  champ,  et  nous  pouvons  nous  demander  si  ce  champ 
là  aussi  produit  une  certaine  force?  Le  calcul  nous  apprend  qu'il  en 
est  réellement  ainsi,  dès  que  Télectron  a  un  autre  mouvement  qu'une 
translation  rectiligne  et  uniforme.  Si  nous  représentons  par  q^  l'accé- 
lération dans  le  sens  du  mouvement  même  et  par  ^2  Taccélération  qui 
lui  est  perpendiculaire,  nous  trouvons  que  Téther  exerce  sur  Télectron 
deux  forces,  opposées  à  ces  accélérations  et  proportionnelles  à  leur 
grandeur;  nous  écrirons  pour  l'une  de  ces  forces  ;;ï,^,  et  pour  l'autre 
««2^2-  Uî^^s  ces  expressions,  ?n^  et  ^-«^  ^^^^  ^^  coefficients,  qui  dépen- 
dent de  la  grandeur  de  Télectron,  de  sa  charge,  et  en  outre  de  sa  vitesse. 
Si  je  veux  donc  donner  à  un  électron  un  mouvement  déterminé,  je 
dois  d'abord  faire  agir  sur  cet  électron,  tout  comme  dans  le  cas  d'un 
point  matériel  ordinaire,  les  forces  Wq^,  et  mQq^,  Mq  étant  la  masse 
dans  le  sens  ordinaire  du  mot;  mais  j'ai  en  outre  à  vaincre  les  forces 
que  je  viens  de  nommer.  En  tout  je  dois  donc  faire  agir  une  force 
extérieure 

dans  le  sens  du  mouvement,  et  une  force 
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(wq  +  m^)  ?2 


dans  un  sens  perpendiculaire.  En  d'autres  termes,  Télectron  se  com- 
porte, au  point  de  vue  de  Taccélération  tangentielle,  comme  s'il  avait 
une  masse  viq  -f-«»|,  et,  au  point  de  vue  de  Facceleration  normale, 
comme  s'il  avait  une  masse  Wq  -\-  m^.  Nous  appellerons  m^  la  masse 
vraie ^  m^  ou  w^  1^  masse  apparente  ou  électromagnétique^  et  Wq  +  '^i 
ou  m^  -\-  m<^  la  masse  effective^  de  plus,  nous  pourrions  encore  appeler 
/«,  la  masse  électromagnétique  longifndiiiah  et  in^  la  masse  transversale. 
Dans  le  cas  où  il  s'agit  de  Taccélération  dans  le  sens  du  mouvement , 
il  est  d'ailleurs  aisé  de  comprendre  d'une  autre  façon  qu'il  peut 
être  question  d'une  masse  électromagnétique.  En  effet,  quand  je  veux 
communiquer  à  un  électron  une  certaine  vitesse,  je  dois  produire  eu 
même  temps  le  champ  qui  correspond  à  cette  vitesse;  or,  comme  ce 
champ  contient  de  l'rnergie,  cela  exige  que  j'effectue  un  certain  tra- 
vail, et  cela  revient  au  même  que  si  la  masse  était  un  peu  plus  grande. 
L'importante  question  qui  se  pose  maintenant  est  celle  de  savoir 
quelle  partie  de  la  masse  effective,  dont  on  a  déterminé  par  les  observa- 
tions le  rapport  à  la  charge,  est  la  vraie  et  quelle  autre  est  la  masse 
électromagnétique.  Cette  question  peut  être  résolue,  grâce  au  fait,  que 
les  masses  électromagnétiques  m,y  et  7//^  ne  sont  pas  des  constantes, 
mais  dépendent  de  la  vitesse  de  l'électron.  Si  cette  vitesse  est  faible, 
w.y  et  m^  ont,  pour  un  électron  sphérique  dont  le  rayon  est  R  et  dont 
la   charge  e  est  distribuée  uniformément  sur  la   surface,  la  valeur 

-   -;  pour  des  vitesses  plus  grandes  ces  valeurs  augmentent,  et  cela 

avec  une  telle  rapidité,  qu'elles  seraient  infiniment  grandes  si  Télec- 
tron  atteignait  une  vitesse  égale  à  celle  de  la  lumière. 

M.  M.  Abiiaham,  qui  s'est  beaucoup  occupé  de  la  dynamique  des 
électrons,  a  développé  des  formules  pour  m^  et  pour  w..^  ^).  Or,  le  résul- 
tat des  recherches  de  M.  Kaufmanx  c'est  que,  dans  les  limites  d'er- 
reur des  expériences,  la  masse  transversale  effective  ///q  +  m^^  varie 
avec  la  vitesse,  dans  la  même  mesure  que  la  masse  électromagnétique 
m.j^  seule  devrait  le  faire  d'après  les  formules.  On  peut  donc  admettre 
que  les  électrons  négatifs  ne  possèdent  pas  une  masse  réelle,  mais  seu- 
lement une  masse  électromagnétique,  ce  qui  revient  à  dire  que,  dans 
le  mouvement  d'un  électron  négatif,  nous  avons  affaire  uniquement  à 
l'énergie  électromagnétique  du  champ  ^). 
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Je  ne  puis  m'empêcher  de  vous  dire  quelques  mots  de  la  mt^thode 
suivie  par  M.  Kaufmann.  Elle  consiste  dans  la  mesure  des  dévia- 
tions électrique  et  magnétique  des  rayons  (S.  Ces  rayons  ont  des 
vitesses  très  différentes,  de  sorte  que,  dans  les  expériences  faites 
avec  un  seul  échantillon  de  radium,  on  peut  déterminer  les  valeurs  de 

—  pour   toutes   espèces  de  vitesses.    Afin  de  pouvoir  établir  quelle 
PI 

déviation  électrique  correspondait  à  une  déviation  magnétique  obser- 
vée, M.  Kaufmann  produisait  les  deux  déviations  à  la  fois.  Imaginez 
que  dans  Tespace  qui  nous  sépare  il  y  ait  à  la  fois  un  champ  électri- 
que et  un  champ  magnétique,  et  que 
pour  tous  deux  les  lignes  de  force  soient 
horizontales,  dirigées  de  gauche  à  droite 
quand  on  les  regarde  de  l'endroit  où 
vous  êtes  placés.  Supposons  maintenant 
qu'un  point  situé  près  de  moi  émette  des 
rayons  /3,  vers  un  point  placé  vis  à  vis 
de  moi;  alors  ces  rayons  sont  déviés  ho- 
rizontalement,  par  la  force  électrique, 
et  vers  votre  droite  puisque  les  charges 
sont  négatives;  la  force  magnétique  les 
fait  dévier  vers  le  haut.  Si  ces  rayons  tombent  sur  un  écran,  placé  per- 
pendiculairement à  leur  direction  initiale,  et  que  Ton  trace  sur  cet 
écran  des  axes  coordonnés  (fig.  6),  Tun  vertical,  Tautre  horizontal, 
partant  du  point  0,  où  aboutiraient  les  rayons,  s'ils  n'étaient  pas  déviés, 
les  coordonnées  du  point  P,  où  l'écran  est  réellement  frappé,  four- 
nissent la  mesure  des  deux  déviations.  OA  aussi  bien  que  OB  dé- 
pendent de  la  vitesse  des  électrons,  et,  si  le  rayonnement  contient 
des  rayons  de  vitesses  différentes,  les  points  où  ces  rayons  viennent 
frapper  l'écran  forment  une  courbe  continue  OPQ.  Cette  courbe,  ou  son 
prolongement,  aboutit  au  point  0,  ce  qui  résulte  du  fait  que,  pour  une 
vitesse  égale  à  celle  de  la  lumière,  les  deux  déviations  doivent  être  nulles. 
En  se  servant  comme  écran  d'une  plaque  photographique,  qu'il  plaça 
à  une  petite  distance  du  point  d'émanation  des  rayons,  M.  Kaufmann 
put  mesurer  les  coordonnées  de  la  courbe  à  divers  endroits;  en  se  ser- 
vant des  formules  que  je  vous  ai  données,  il  put  en  tirer  des  conclusions 

relatives  aux  valeurs  de  —  pour  différentes  vitesses.  Il  constata,  qu'à 

M 

2* 


^0 
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mesure  que  la  vitesse  augmente,  la  valeur  de  —  diminue.  Or,  puisque 

nous  considérons  la  charge  e  comme  constante,  M.  Kaufmann  en  con- 
clut une  augmentation  de  m\  et  cette  augmentation  correspondait  pré- 
cisément à  celle  qui  résulte  de  la  formule  de  M.  Abeaham  pour  la 
masse  électromagnétique  m^. 

Le  tableau  suivant  vous  donnera  une  idée  de  ces  variations  de  la  masse 
effective;  la  première  colonne  donne  la  vitesse,  exprimée  de  nouveau 
avec  la  vitesse  de  la  lumière  comme  unité. 

Tableau  IL 


Vitesse 

e 
m 

0,79 

1,21 

0,88 

1,13 

0,86 

1,07     X  10' 

0,91 

0,93 

0,94 

0,83  1 

La  valeur  de  —  que  j'ai  donnée  pour  les  rayons  /3  dans  le  tableau  I 

71}, 

est  la  valeur  limite  vers  laquelle  tend  ce  rapport,  à  mesure  que  la  vitesse 
diminue. 

J'ajouterai  encore  qu'en  réalité  Tarrangement  de  rexpérience  n'était 
pas  tout  à  fait  aussi  simple  que  je  viens  de  vous  l'exposer  et  que  M. 
Kaufmann  a  observé  le  double  de  la  déviation  électrique.  Dans  ce 
but,  il  renversa  le  champ  électrique  au  bout  de  quelque  temps;  il  obtint 
ainsi  une  seconde  branche  ORS  de  la  courbe,  et  il  mesura  la  distance 
PR  pour  diverses  valeurs  de  l'ordonnée  OA, 


Un  examen  des  calculs  de  M.  Kaufmann  nous  conduirait  trop  loin; 
je  me  permets  pourtant  de  considérer  d'un  peu  plus  près  la  forme  des 
courbes.    Nous  pouvons  admettre,  eu  première   approximation,  que 
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les  coordonnées  OA  =  x  et  OB  =  y  sont  proportionnelles  aux  courbu- 
res, que  présente  au  point  de  départ,  par  suite  des  champs  magnétique 
et  électrique,  la  trajectoire  des  électrons  lancés  vers  P.  Cela  est  vrai 
aussi  dans  les  conditions  réelles  des  expériences  Eu  égard  aux  équa- 
tions (1)  et  (3),  on  aura  donc  : 

aeH  beE 

mv  mv 

si  nous  attribuons  aux  symboles  e,  m^  v,  E  et  H  la  même  signification 
que  tantôt;  a  ei  b  sont  des  constantes. 

Si  dans  ces  expressions  nous  substituons  pour  v  diverses  valeurs, 
nous  obtenons  les  coordonnées  de  divers  points  de  la  courbe.  La  forme 
de  cette  courbe  dépendra  donc  de  la  manière  dont  m  varie  avec  v.  On 
voit  que  y  serait  proportionnel  à  la  deuxième  puissance  de  x^  si  m  res- 
tait constant;  les  courbes  seraient  alors  des  paraboles,  telles  qu'elles 
sont  représentées  en  pointillé  dans  la  fi  g.  5.  Le  résultat  de  M.  Kauf- 
MANN  repose  donc  sur  le  fait  que  les  courbes  s'écartent  de  la  forme 
parabolique,  dans  le  sens  qu'indique  la  figure.  Comme  on  a,  d'après 
les  équations  précédentes, 

il  faut  que  y  augmente  moins  rapidement  que  o:^,  quand  un  accroisse- 
ment de  -ï*  est  accompagné  d'une  diminution  de  /;/ ,  ce  qui  peut  arriver 
lorsque  m  diminue  par  une  diminution  de  la  vitesse  r. 

Enfin,  je  dirai  encore  que  les  dimensions  de  la  figure  réellement  obte- 
nue n'atteignaient  pas  même  un  centimètre ,  et  que  la  plaque  photo- 
graphique n'était  distante  que  de  quelques  centimètres  de  la  source  des 
rayons,  un  milligramme  de  bromure  de  radium.  On  peut  donc  dire,  à 
bon  droit,  qu'on  a  réalisé  ici  de  grandes  choses  avec  de  petits  moyens,  je 
veux  dire  petits  au  point  de  vue  des  dimensions. 

Le  résultat  obtenu  par  M.  Kaufmann  était  bien  de  nature  à  engager 
à  de  nouvelles  recherches.  A  ce  propos  je  voudrais  vous  dire,  que  divers 
phénomènes  que  Ton  observe  dans  des  systèmes  en  mouvement  m'ont 
suggéré  l'idée,  qu'un  électron,  sphérique  à  l'état  de  repos,  s'aplatit,  dès 
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qu'il  se  meut,  dans  le  sens  du  mouvement,  de  manière  à  devenir  un 
ellipsoïde;  il  tendrait  ainsi  de  plus  en  plus  à  devenir  un  disque  plat  à 
mesure  que  sa  vitesse  se  rapproché  de  celle  de  la  lumière.  Cette  hypo- 
thèse d'un  électron  déformable,  que  je  ne  communique  d'ailleurs  que 
sous  toute  réserve,  parce  qu'en  la  développant  on  se  heurte  à  de  grandes 
difficultés,  fournit  pour  la  masse  électromagnétique  des  expressions  qui 
s'écartent  notablement  de  celles  obtenues  par  M.  Abraham  ^).  Cela 
n'empêche  pas  pourtant  que  mes  formules  aussi  s'accordent  bien  avec 
les  mesures  de  M.  Kaufmann;  seulement  on  n'a  pas  besoin  d'attribuer 
aux  vitesses  des  valeurs  aussi  élevées  que  l'exigent  les  équations  de 
M.  Abraham.  Il  y  aurait  moyen  de  décider  entre  les  deux  manières  de 
voir,  si  l'on  pouvait  déterminer,  dans  les  expériences  de  M.  Kaupmann, 
les  intensités  des  champs  électrique  et  magnétique  avec  une  précision 
suffisante. 

Je  puis  ajouter  maintenant  (décembre  1905)  que  de  nouvelles  mesu- 
res ont  déjà  permis  à  M.  Kaufmann  d'arriver  à  une  décision;  son 
résultat  est  en  contradiction  avec  l'hypothèse  de  l'aplatissement  des 
électrons. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  que  dans  le  cas  des  rayons  (3  nous  pou- 
vons nier  l'existence  d'une  masse  vraie.  Or,  pour  de  petites  vitesses, 
la  valeur  de  la  masse  électromagnétique  est  donnée  par 

de  sorte  que,  si  nous  acceptons  la  manière  de  voir  de  M.  Kaupmann, 
nous  pouvons  calculer  le  rayon  E  de  l'électron ,  dès  que  nous  connais- 
sons e  et  ?ft  en  valeurs  absolues.  Nous  y  reviendrons  dans  la  suite. 

Le  résultat,  trouvé  par  M.  Kaupmann,  relativement  à  la  masse  des 
électrons  négatifs,  nous  engage  aussi  à  nous  demander  s'il  existe  en 
somme  une  masse  véritable,  une  question  que  divers  auteurs  ont  déjà 
posée.  On  pourrait  en  effet  se  représenter  toute  matière  pondérable 
comme  constituée  par  des  électrons,  et  toute  énergie  cinétique  de  corps 
en  mouvement  comme  consistant  dans  l'énergie  de  champs  électro- 
magnétiques. Si  une  pareille  supposition  était  conforme  à  la  réalité,  on 
n'aurait  plus  à  chercher,  en  somme,  une  explication  mécanique  des 
phénomènes  électriques,  mais  plutôt  une  explication  électromagnétique 
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des  phénomènes  mécaniques;  et  pour  vous,  Messieurs,  cela  aurait  cette 
conséquence  curieuse,  qu'au  fond  toute  technique  serait  de  Télectro- 
technique. 

Mais  nous  n'en  sommes  pas  encore  là.  Pour  le  moment  nous  devons 
nous  contenter  d'admettre  comme  très  probable,  qu'il  n'existe  pas  de 
masse  réelle  dans  le  cas  bien  simple  d'électrons  négatifs  libres.  Du  reste, 
même  si  Ton  ne  réussissait  pas  à  décomposer  complètement  la  matière 
en  électrons,  il  n'y  a  pourtant  pas  à  en  douter  que  les  charges  électri- 
ques des  atomes  ne  soient  quelque  chose  de  très  essentiel;  par  l'exa- 
men des  vibrations  électriques  émises  par  les  atomes,  nous  pouvons 
donc  espérer  obtenir  des  indications  précieuses  au  sujet  de  la  consti- 
tution de  ces  atomes.  Voilà  pourquoi  une  théorie  des  lignes  spectrales 
et  des  formes  compliquées  du  phénomène  de  Zekman,  ainsi  que  de  leur 
relation  avec  les  phénomènes  chimiques,  est  un  problème  important  de 
la  théorie  des  électrons. 

Passons  maintenant  aux  phénomènes  dans  lesquels  les  électrons  con- 
tenus dans  les  corps  pondérables  sont  en  jeu.  Les  questions  que  je  vais 
choisir  nous  transportent  dans  le  domaine  de  la  théorie  des  électrons  dans 
les  métaux,  une  théorie  qui,  se  rattachant  à  des  considérations  anté- 
rieures de  WiLH.  Wkber  et  Kohlrausch,  a  été  développée  avec  succès, 
dans  ces  dernières  années,  par  MM.  Riecke,  Drude,  J.  J.  Thomson 
et  d'autres  physiciens.  Avant  tout,  nous  avons  à  rendre  compte  de 
l'étroite  relation  qui  existe  entre  les  propriétés  électriques  et  calori- 
fiques des  métaux.  L'existence  d'une  pareille  relation  est  déjà  prouvée 
par  le  fait  que  les  métaux  sont  à  la  fois  les  meilleurs  conducteurs  de 
l'électricité  et  de  la  chaleur;  sous  ces  deux  rapports  ils  dépassent  de 
beaucoup  tous  les  autres  corps.  De  plus,  quand  on  les  compare  entr'eux, 
on  constate  toujours  qu'une  forte  conductibilité  électrique  va  de  pair 
avec  une  forte  conductibilité  calorifique.  G.  Wiedemann  et  Franz 
avaient  même  déduit  de  leurs  observations,  qu'a  une  température  déter- 
minée le  rapport  des  deux  coefficients  aurait  la  même  valeur  pour  tous  les 
métaux.  Le  tableau  III  suivant,  qui  donne  pour  18°  et  100'  les  résul- 
tats de  mesuras,  faites  avec  le  plus  grand  soin  par  MM.  Jaeger  et 
Diesselhorst,  prouve  que  cette  loi,  bien  qu'elle  ne  soit  pas  absolument 
exacte,  est  du  moins  vérifiée  d'une  façon  assez  approchée  pour  un  grand 
nombre  de  métaux. 
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Tableau  III. 


Wcr),^.10-« 

W^W-io-? 

(A/a).off-:(^,M,8" 

Aluminium 

Cuivre  II 

636 
665 
671 
686 
727 
699 

672 
706 
715 
735 
753 
754 

802 
838 
962 
757 
1106 

844 
862 

1,32 
1.30 

Cuivre  III. 

871          \          1-30 

Argent 

Or 

Nickel 

Zinc 

Cadmium 

881 
925 
906 

867 
905 
935 
925 
1013 
1017 

1061 
1114 
1077 
955 
1310 

1,28 
1,27 
1,30 

1,29 

1,28 

Plomb 

Etain 

Platine 

Palladium 

Ferl 

Fer  II 

1,31 
1,26 
1,35 
1,35 

1,32 
1,33 

Bismuth 

Rotguss 

Constantane 

1,12 
1,26 
1,18 

Les  nombres  donnés  dans  le  tableau  supposent,  que  la  conductibilité 
calorifique  k  a  été  mesurée  par  la  quantité  de  chaleur,  exprimée  en 
unités  de  travail,  qui  traverse  par  seconde  un  élément  de  surface  d'un 
centimètre  carré,  dans  le  cas  où  il  y  a,  dans  un  sens  perpendiculaire  à 
rélément,  une  chute  de  température  de  1°  C.  par  cm. 

Quant  à  la  conductibilité  électrique  (t,  elle  est  mesurée  par  la  quan- 
tité d'électricité  qui  traverse  un  pareil  élément  de  surface  par  unité 
de  temps,  dans  le  cas  oil  il  y  a,  daus  un  sens  perpendiculaire  à  la  surface, 
une  force  électrique  égale  à  l'unité. 

Je  n'ai  pas  inséré  dans  le  tableau  les  valeurs  des  conductibilités  elles- 
mêmes,  non  seulement  parce  que  c'est  spécialement  leur  rapport  qui  nous 
intéresse,  mais  aussi  parce  que  les  expériences  étaient  arrangées  de  telle 
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façon  qu'elles  fournissaient  directement  la  valeur  de  ce  rapport.  Je  dirai 
toutefois  qu'à  18°  k  et  «r  varient  entre  ^-  =  8,1  X  10\  ^  =  <^S4  X  10"^ 
(bismuth)  et  h  =  121  X  10'\  o-  =  61,4  X  10"^  (argent).  Vous  voyez 
que  les  valeurs  du  rapport  k\(T  diffèrent  bien  moins  les  une5  des  autres. 

La  voie  que  nous  avons  à  suivre  à  présent  s'indique  d'elle-même.  Il 
est  tout  naturel  de  considérer  un  courant  électrique  comme  un  mouve- 
ment progressif  d'électrons  dans  les  espaces  entre  les  atomes  des  mé- 
taux. Or,  si  nous  voulons  arriver  à  une  relation  constante  entre  les 
conductibilités  électrique  et  calorifique,  nous  devons  chercher  à  expliq- 
uer la  conduction  de  la  chaleur  au  moyen  de  ces  mêmes  électrons  mobi- 
les, que  nous  qualifierons  maintenant  de  „libres".  Il  faudra  exclure 
d'autres  causes,  qui  pourraient  également  produire  une  conductibilité 
pour  la  chaleur,  ou  du  moins  nous  ne  devons  leur  attribuer  qu'une 
importance  secondaire. 

Mais  comment  pouvons  nous  imaginer  une  conductibilité  calorifique 
produite  par  les  électrons?  Pour  le  faire ,  nous  nous  placerons  au  point 
de  vue  d'une  théorie  qui,  au  premier  abord,  n'a  aucune  relation  avec 
notre  problème ,  je  veux  dire  de  la  théorie  cinétique  des  gaz.  Vous  savez 
que  dans  cette  théorie  on  admet  un  mouvement  rapide  et  désor- 
donné des  molécules,  et  vous  connaissez  aussi  deux  résultats  impor- 
tants auxquels  on  est  arriyé.  En  premier  lieu,  dans  tout  gaz  l'énergie 
cinétique  moyenne  du  mouvement  progressif  d'une  molécule  est  propor- 
tionnelle à  la  température  absolue,  et  en  second  lieu,  à  une  température 
déterminée,  cette  énergie  moléculaire  moyenne  a  la  même  valeur  pour 
tous  les  gaz;  nous  la  représenterons  par  ^T,  »  signifiant  toujours  la  même 
constante.  Mais  cette  constante  a  une  signification  encore  plus  générale, 
très  importante  pour  le  but  que  nous  avons  en  vue.  L'étude  mathéma- 
tique des  mouvements  moléculaires  a  conduit  à  admettre,  que  chaque 
particule  qui  participe  à  ces  mouvements,  molécule,  atome  ou  ion, 
quelle  que  soit  sa  grandeur,  et  quel  que  soit  le  corps  qui  la  con- 
tienne, possède  en  moyenne  toujours  la  même  énergie  cinétique.  Il  est 
donc  naturel  de  supposer,  que  les  électrons  libres  contenus  dans  les  mé- 
taux sont  animés,  eux  aussi,  d'un  mouvement  dans  tous  les  sens,  avec 
des  vitesses  telles  que  l'énergie  cinétique  moyenne  de  chacun  d'eux  soit 
égale  à  ix  jT.  Si  nous  admettons  que  nous  avons  aff*aire  à  des  électrons 
négatifs,  dont  la  masse  a  la  valeur  excessivement  petite  que  nous  avons 
trouvée  plus  haut,  notre  hypothèse  exige  évidemment  des  vitesses  par- 
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ticulièrement  élevées.  Si  la  masse  d'un  électron  est  la  20 00**  partie  de 
celle  d'un  atome  d'hydrogène,  c.  à  d.  la  4000®  partie  de  celle  d*une 
molécule  d'hydrogène,  cet  électron  doit  se  mouvoir  avec  une  vitesse  au 
moins  60  fois  plus  grande,  pour  avoir  une  énergie  cinétique  de  même 
grandeur  que  celle  d'une  molécule  d'hydrogène. 

Nous  devons  nous  représenter  ensuite  que,  pas  plus  que  les  molé- 
cules d'un  gaz,  les  électrons  ne  sont  en  état  de  continuer  leur  route 
en  ligne  droite  sur  une  grande  étendue.  Ils  peuvent  non  seulement 
entrer  en  collision  les  uns  avec  les  autres,  tout  comme  les  molécules 
d'un  gaz,  mais  leur  mobilité  est  réduite  aussi  par  la  présence  des  ato- 
mes métalliques,  entre  lesquels  ils  sont  emprisonnés.  Nous  nous  figu- 
rerons que  c'est  surtout  cette  dernière  circonstance  qui  limite  la  lon- 
gueur des  chemins  libres  rectilignes  *). 

Cela  posé ,  il  sera  possible,  dans  la  théorie  de  la  conductibilité  pour  la 
chaleur,  de  suivre  parfaitement  Texemple  de  la  théorie  des  gaz.  Si  une 
colonne  d'air  verticale  présente  en  haut  une  température  plus  élevée  qu'en 
bas,  on  trouve  dans  les  couches  supérieures  les  plus  grandes  vitesses  molé- 
culaires. Mais,  puisque  des  molécules  de  ces  couches  supérieures  pénè- 
trent dans  les  couches  plus  basses,  et  que  réciproquement  des  molécules 
dont  le  mouvement  est  relativement  lent  arrivent  en  haut,  il  doit  se  pro- 
duire évidemment  une  égalisation  de  la  différence  de  température,  une 
conduction  de  la  chaleur.  11  se  passe  quelque  chose  d'analogue  pour  les 
électrons,  dans  un  métal  inégalement  chauffé  en  divers  endroits;  ici 
comme  dans  le  gaz,  l'effet  dépendra  de  la  longueur  du  chemin  que  les 
particules  peuvent  faire  en  ligne  droite.  Plus  ce  chemin  est  long,  plus  les 
électrons  pénètrent  profondément  d'une  couche  dans  un  autre,  ce  qui  favo- 
rise évidemment  le  transport  d'énergie,  c.àd.  la  conduction  de  la  chaleur. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  M.  Drude  est  arrivé  à  une  formule  pour  le 
coefficient  de  conductibilité  calorifique.  Pour  des  raisons  que  je  dirai 
plus  tard,  je  ne  vous  présenterai  ce  coefficient  que  sous  la  forme,  bien 
simple,  qu'il  prend,  quand  le  métal  ne  contient  qu'une  seule  espèce 
d'électrons  libres.  Si  Ton  considère  toutes  ces  particules  comme  égales 
entr'elles,  et  si  Ton  représente  par  N  leur  nombre  par  unité  de  volume, 
par  u  la  moyenne  vitesse  de  leur  mouvement  thermique  et  par  l  la 
moyenne  longueur  du  chemin  libre,  tandis  que  oc  est  la  constante  uni- 
verselle dont  j'ai  parlé  tantôt,  on  a,  suivant  M.  Dr,ude, 

i  =  '/j  xNlu, 
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Quant  à  la  conductibilité  électrique,  le  mouvement  thermique  y  joue 
également  un  certain  rôle  et  la  longueur  du  chemin  libre  fait  sentir  son 
influence.  C'est  ce  qui  résulte  du  raisonnement  suivant.  Aussi  long- 
temps qu'il  n'y  a  pas  de  force  électrique,  le  mouvement  des  électrons 
dans  le  métal  est  absolument  désordonné;  il  a  lieu  de  la  même  manière 
dans  toutes  les  directions.  Mais  la  force  électrique  introduit  une  certaine 
régularité  dans  cet  état,  parce  que,  sous  son  influence,  les  vitesses 
dans  une  direction  qui  correspond  à  la  force  sont  rendues  un  peu  plus 
fréquentes,  modification  qui  dépendra  évidemment  de  la  grandeur  de  la 
force  et  qui  est  peut-être  bien  faible  dans  les  cas  ordinaires.  Quoi  qu'il 
en  soit,  on  peut  dire  qu'au  mouvement  sans  ordre,  déjà  existant,  s'ajoute 
maintenant  une  certaine  vitesse  dans  cette  direction  particulière,  une 
vitesse  de  courant.  Si  nous  parvenons  à  calculer  cette  dernière,  il  sera 
aisé  de  trouver  le  nombre  des  électrons  qui  traversent,  par  unité  de 
temps  et  par  unité  de  surface,  un  élément  de  surface  perpendiculaire  à 
la  force  électrique.  Ce  nombre  une  fois  trouvé,  on  obtiendra  l'expres- 
sion du  courant  électrique  en  le  multipliant  par  la  charge  e  d'un  élec- 
tron; et,  en  divisant  par  la  valeur  numérique  de  la  force  électrique  elle- 
même,  on  aura  la  conductibilité  cherchée  (t. 

Or,  il  faut  remarquer  que  la  force  électrique  doit  faire  un  vrai  labeur 
de  Sisyphe;  à  peine  a  t-elle  donné  à  un  électron  une  petite  vitesse  dans 
la  bonne  direction,  que  cette  vitesse  se  perd  par  un  choc  contre  un 
atome  métallique,  ou  change  même  complètement  de  direction.  Voici 
maintenant  de  quelle  façon  nous  pouvons  faire  un  calcul,  dont  nous 
pourrons  nous  contenter  en  première  approximation.  Si  r  est  la  moyenne 
durée  de  Tintervalle  entre  deux  chocs  consécutifs,  nous  pouvons  dire 
qu'à  un  moment  donné  le  temps,  pendant  lequel  les  électrons  ont  été 
soumis  à  l'action  de  la  force  électrique  E^  depuis  la  dernière  rencontre 

avec  un  atome  métallique,  est  en  moyenne  -r.  La  vitesse,  produite 

\     eE 
pendant  cet  intervalle  de  temps,  est  -t    —,  puisque  la  force  qui  agit 

eE 

sur  une  particule  est  e  E  et  que  par  conséquent  Taccélération  est  —  . 

7n 

Cette  grandeur 

1     eE 
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pour  laquelle  uous  pouvons  encore  écrire 

elE 


l  ^  , 

puisque  t  =  -,  peut  être  considérée  comme  la  valeur  de  la  vitesse 

de  courant.  En  la  multipliant  par  Ne^  nous  trouvons  pour  Tintensité 
du  courant,  par  unité  de  surface  et  par  unité  de  temps, 

ou  bien 

e^NluE 


puisque  nous  avons  supposé  que 

Nous  en  déduisons  enfin,  pour  la  conductibilité  électrique,  la  for- 
mule suivante,  bien  simple 

Si  vous  comparez  maintenant  cette  formule  avec  celle  que  j'ai  donnée 
tantôt  pour  k,  vous  voyez  que  les  deux  expressions  contiennent  le  fac- 
teur NI  11,  Les  grandeurs  jV  et  /,  qui  varient  probablement  beaucoup 
d'un  métal  à  un  autre,  disparaissent  donc  par  division,  et  le  rapport 


h  5©'^  <»> 


ne  contient  plus  que  des  grandeurs,  qui  ne  dépendent  pas  des  propriétés 
particulières  du  métal.  M.  Dhude  est  donc  réellement  parvenu  à  ren- 

dre  compte  de  Tégalité  du  rapport  -  pour  divers  métaux;  et  nous  pou- 

VOUS  dire  que  c'est  là  réellement  un  des  plus  beaux  résultats  de  la 

k 
théorie  des  électrons.  Sa  formule  dit  en  outre  que  la  valeur  de  -  varie 

proportionnellement  à  la  température  absolue.  Or,  de  18°  à  100°,  la 
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valeur  de  T  augmente  dans  le  rapport  de  1  à  1,28,  et  ce  dernier 
nombre  s'accorde  d'une  façon  très  satisfaisante  avec  les  rapports  qui 
sont  donnés  dans  la  dernière  colonne  du  tableau  III. 

Pour  bien  juger  de  Timportance  de  ces  résultats,  on  ne  doit  pas  per- 
dre de  vue  que,  sans  la  théorie  des  électrons,  on  ne  verrait  aucune 
raison  pour  une  relation  entre  les  deux  conductibilités. 

M.  DuuDE  a  trouvé  que  sa  formule  est  vérifiée  d'une  façon  écla- 
tante quand  on  y  substitue  les  valeurs  absolues  des  diverses  gran- 
deurs.   En  effet,  quand   on   emprunte  aux  observations  la  valeur  de 

,  on  peut  tirer  de  Téquation  (9)  la  valeur  de  -,  et  par  conséquent 

xT 
trouver,  pour  chaque  température,  la  valeur  de  — .  Or,  cette  expres- 
sion peut  être  calculée  aussi  d'une  toute  autre  manière. 

Raisonnons  à  cet  effet  à  la  façon  de  M.  Reinganum.  Comme  e  repré- 
sente la  charge  électrique  d'un  atome  d'hydrogène,  le  nombre  des  ions 

d'hydrogène,  contenus  dans  un  équivalent  électrochiraique,  est  -.  Or, 

figurez-vous  que  nous  avons  dans  un  centimètre  cube  précisément  un 

équivalent  électrochimique,  c.  àd.  0,000104  grammes  d^hydrogène,  à 

rétat  gazeux  ordinaire  et  à  la  même  température  T  pour  laquelle  la 

k 
valeur  de      a  été  trouvée.  Cette  quantité  exerce  une  certaine  pression, 

qu'il  est  possible  d'évaluer  et  que  nous  nommerons/?.  Comme  le  gaz 

contient  -  atomes  et  est  diatomique,  il  se  compose  de  -  -  molécules,  ce 

qui  fait  que  l'énergie  cinétique  totale  du  mouvement  de  translation  de 

X  T 
ces  particules  est  égal  à     -.  D'autre  part,  une  formule  fondamentale 

de  la  théorie  cinétique  des  gaz  dit,  que  la  pression  par  unité  de  surface 
est  égale  aux  deux  tiers  de  cette  quantité,  de  sorte  que 

xT 

X  T 

si  Ton  combine  ce  résultat  avec  la  valeur  de  —  tirée  de  (9),  il  vient 

e 

\-T=ip.  (10) 

4  (7 


V 
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La  masse  d'un  centimètre  cube  d'hydrogène,  à  0**  et  sous  une  pres- 
sion de  76  cm.  de  mercure,  c.  à  d.  de  1,013  X  10"  unités  C.  G.  S.,  est 
de  0,0000896  grammes;  à  IS""  il  vieut  donc 

3;?=38X  10^ 

k 
et  en  faisant  usage  de  la  valeur  de     ,  trouvée  pour  l'argent  à  la  même 

température,  nous  trouvons  de  même 

iXf  ^y=38X10^ 

Voila  bien  une  très  belle  concordance,  entre  des  nombres  obtenus 
avec  des  données  empruntées  à  des  parties  fort  différentes  de  la  physique. 
Je  regrette  toutefois  de  devoir  troubler  quelque  peu  la  satisfaction  que 
vous  donnera  ce  résultat.  En  reprenant  les  calculs  de  M.  Duude,  j'ai 
tâché  de  pénétrer  un  peu  plus  avant  dans  la  question  du  mouvement 
individuel  des  particules  d'un  essaim  d'électrons,  et  j'ai  trouvé,  au  lieu 
de  la  formule  (9),  la  suivante: 

<r        9  V/     * 
Il  s'ensuit  que  la  formule  (10)  devient 

et  le  premier  membre  de  cette  équation  a  la  valeur  47  X  10^,  de  sorte 
qu'il  diffère  maintenant  assez  considérablement  de  3/?. 

Il  serait  difficile  de  dire  quelle  est  la  signification  de  cet  écart.  Il  se 
peut  que  dans  mon  calcul  il  se  trouve  quelque  part  une  erreur,  et  ce 
serait  bien  là  Téventualité  la  plus  heureuse;  mais  il  n'est  pas  impos- 
sible non  plus  qu'un  examen  plus  minutieux  encore  —  j'ai  aussi  dû 
faire  quelques  hypothèses  simplificatrices  —  conduise  à  un  résultat 
s'écartant  moins  de  celui  de  M.  Duude.  D'ailleurs,  il  est  toujours  pos- 
sible que  les  circonstances  réelles  ne  soient  pas  tout  à  fait  aussi  simples 
que  nous  les  avons  admises;  peut-être  y  a-t-il  encore  d'autres  facteurs 
que  le  mouvement  des  électrons  absolument  libres,  qui  contribuent  à 
la  conductibilité  la  chaleur.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  conclusion  reste,  que 
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la  théorie  dans  laquelle  on  admet  des  électrons  libres,  qui  se  meuvent, 
tout  comme  les  molécules  gazeuses,  avec  une  vitesse  dépendante  de  la 
température,  est  capable  de  rendre  compte,  en  première  approximation, 
de  la  conductibilité  pour  la  chaleur  et  pour  Télectricité,  ainsi  que  de 
la  relation  qui  existe  entre  ces  deux  phénomènes. 

Les  mêmes  idées  fondamentales  peuvent  être  appliquées  à  Texplica- 
tion  d'autres  phénomènes.,  comme  les  courants  thermo-électriques  et  les 
phénomènes  qui  portent  les  noms  de  Peltier,  Thomson  (Lord  Kelvin) 
et  Hall.  C'est  ce  qu'ont  déjà  fait  MM.  Riecke  et  Drude.  Je  ne  puis 
m'attarder  à  traiter  complètement  les  problèmes  qui  se  présentent  à  ce 
propos,  et  je  dois  me  borner  à  montrer  en  quelques  mots  quelle  est  la 
forme  que  prennent  ces  explications,  quand  on  n'admet  qu'une  seule 
espèce  d'électrons  libres  à  charges  négatives. 

Figurons  nous  en  premier  lieu  que  deux  pièces  A  et  J3  de  métaux 
différents  soient  eu  contact  Tune  avec  Tautre.  Quand  un  pareil  système 
a  partout  la  même  température,  il  s'établit,  comme  vous  savez,  un  état 
d'équilibre,  dans  lequel  il  j  a  une  certaine  différence  de  potentiel. 
Celle-ci,  la  différence  de  potentiel  de  contact  comme  on  l'appelle, 
a  été  attribuée  par  Helmhgltz  à  l'existence  de  certaines  „forces  molé- 
culaires", que  les  particules  métalliques  exerceraient,  à  une  distance 
excessivement  i>etite,  sur  l'électricité;  c'est  là  une  conception  que 
nous  pouvons  immédiatement  introduire  dans  la  théorie  des  électrons. 
Ainsi  p.  ex.,  si  les  électrons  libres  subissent  de  la  part  du  métal  A  une 
attraction  plus  forte  que  de  la  part  de  B,  un  certain  nombre  de  ces 
électrons  passent  de  B  vers  A;  bien  entendu  quand  il  n'existe  pas 
encore  de  différence  de  potentiel.  Par  là  A  prend  une  charge  négative 
et  B  une  charge  positive,  et  il  en  résulte  bientôt  un  état  stationnaire, 
dans  lequel  la  force  qui  agit  sur  les  électrons  en  vertu  de  la  différence 
de  poteutiel,  fait  équilibre  à  celle  qui  résulte  de  l'inégalité  d'attraction. 
Toutefois,  il  n'est  pas  difficile  de  démontrer  que  les  forces  moléculaires 
de  Helmholtz  ne  peuvent  jamais  produire  un  courant  dans  un  circuit 
métallique  fermé;  nous  avons  donc  à  chercher  une  autre  explication  des 
courants  thermo-électriques. 

Nous  partirons,  à  cet  effet,  de  cette  hypothèse,  que  les  électrons 
libres  dans  les  métaux  se  sont  séparés  des  atomes  par  une  espèce  de 
dissociation,  et  que  l'équilibre  exige,  que  le  nombre  N  de  ces  parti- 
cules, par  unité  de  volume,  a,  dans  chaque  métal,  une  valeur  déter- 
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minée,  qui  dépend  de  la  température  d'après  une  certaine  loi.  Si  , 
dans  le  système  de  deux  métaux  considéré  tantôt,  cette  valeur  est 
plus  petite  pour  A  que  pour  B,  le  mouvement  thermique  des  élec- 
trons aura  pour  conséquence,  que  ces  particules  passeront  en  plus 
grand  nombre  de  B  vers  A  que  de  A  vers  B,  Mais  il  est  évident 
qu'un  pareil  phénomène,  que  nous  pouvons  qualifier  de  „distillation'"' 
d'électricité  négative  de  B  vers  A  y  doit  prendre  fin  au  bout  d'un  cer- 
tain temps.  L'accumulation  d'électricité  négative  en  A  et  la  charge 
positive  correspondante  en  B  produisent  une  différence  de  potentiel, 
sous  rinfluence  de  laquelle  le  mouvement  des  particules  négatives  est 
ralenti  dans  la  direction  de  B  vers  A,  tandis  qu'il  est  accéléré  dans 
la  direction  opposée.  Dès  que  cette  influence  a  fait  que  les  électrons  se 
déplacent  en  quantités  égales  dans  les  deux  directions,  la  différence  de 
potentiel  a  atteint  sa  valeur  définitive. 

Pour  arriver  maintenant  à  une  expression  pour  la  force  électromotrice 
dans  un  circuit  thermo-électrique,  on  n'a  qu'à  appliquer  ces  considéra- 
tions aux  deux  points  de  contact,  en  tenant  compte  de  la  différence  de 
température  et  de  la  différence  d'intensité  correspondante  du  mouve- 
ment thermique.  De  plus,  on  ne  doit  pas  oublier  qu'à  l'intérieur  de 
chacun  des  deux  métaux  les  différences  de  température  tendent  à  pro- 
duire un  mouvement  des  électrons  dans  un  sens  déterminé. 

Je  n'ai  pas  besoin  de  vous  donner  la  formule  finale;  je  dirai  seule- 
ment qu'en  fin  de  compte  tout  dépend  du  rapport  des  valeurs  iV,  et  iV^j, 
que  prend  dans  les  deux  métaux  le  nombre  N  des  électrons  libres.  Si 
N^  et  ^2  s^û^  indépendants  de  la  température,  ou  bien  si  un  échauffe- 
ment  les  fait  varier  dans  le  même  rapport,  il  s'établit  une  différence  de 
potentiel  proportionnelle  à  la  dift'érence  de  température  entre  les  deux 
soudures.  Mais,  si  le  rapport  iVj/iVj  ^^t  lui-même  une  fonction  de  la 
température,  la  relation  entre  la  force  et  les  températures  devient  plus 
compliquée. 

Quant  à  ce  qui  regarde  la  valeur  absolue  de  la  force  électromotrice, 
la  théorie  conduit  à  une  règle  très  simple  et  bien  remarquable.  Figurez 
vous  un  électron  qui  parcourt  um  fois  le  circuit  thermo-électrique  tout 
entier;  la  force  électro motrice  effectue  alors  un  certain  travail.  Or,  la 
grandeur  de  ce  travail  ne  diffère  que  par  un  certain  coefficient  numé- 
rique, dépendant  du  rapport  NJN2,  de  la  différence  des  valeurs  que 
prend  la  grandeur  u  T,  déjà  plus  d'une  fois  mentionnée,  aux  endroits 
des  soudures.    Cette  différence,  nous   pouvons  la  considérer  comme 
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l^accroissement  que  subit  Ténergie  cinétique  moyenne  du  mouvement 
progressif  d'une  mole'cule,  quand  on  échauffe  un  gaz  depuis  la  température 
de  la  soudure  la  plus  froide  jusqu'à  celle  de  la  soudure  la  plus  chaude  % 

A  ce  que  je  viens  de  dire  de  la  façon  dont  les  courants  thermo-élec- 
triques prennent  naissance,  se  rattache  Tétude  des  phénomènes  thermi- 
ques qui  se  produisent  dans  un  circuit  thermo-électrique,  quand  celui-ci 
est  traversé  par  un  courant.  La  solution  de  ce  problème  exige  des  calculs 
assez  compliqués,  mais  on  n'y  rencontre,  en  principe,  aucune  difficulté. 
Pour  chaque  partie  du  circuit  nous  devons  tenir  compte  de  trois  choses: 
en  premier  lieu  de  l'énergie  des  électrons  qui  y  pénètrent,  puis  de 
rénergie  des  électrons  qui  la  quittent,  et  enfin  du  travail  effectué  par 
les  forces  qui  agissent  sur  les  électrons  contenus  dans  la  partie  consi- 
dérée. De  cette  façon ,  la  loi  de  l'énergie  nous  fait  connaître  la  quantité 
de  chaleur  que  nous  devons  enlever  ou  fournir  au  métal,  pour  main- 
tenir sa  température  constante,  et  c'est  précisément  de  cette  quantité 
de  chaleur  que  nous  disons,  qu'elle  est  développée  ou  absorbée  dans 
le  conducteur.  Or,  la  valeur  que  l'on  trouve  ainsi  se  compose  de 
trois  parties.  La  première  est  indépendante  du  courant  électrique  et 
provient  uniquement  de  la  conduction  calorifique.  La  deuxième  est  pro- 
portionnelle au  carré  de  Tintensité  du  courant;  elle  correspond  à  la  loi 
de  Joule.  Quand  à  la  troisième  partie  de  notre  expression,  elle  varie 
comme  la  première  puissance  de  l'intensité  de  courant,  et  change  de 
signe  quand  le  courant  change  de  direction;  elle  signifie  un  développe- 
ment de  chaleur  quand  le  courant  est  dans  un  sens,  et  une  absorption 
de  chaleur  quand  il  a  lieu  dans  l'autre.  Ce  troisième  terme  donne  des 
formules  pour  l'effet  Peltier  ou  l'effet  Thomson,  suivant  qu'on  l'appli- 
que à  un  point  de  contact  ou  à  un  métal  homogène,  dans  lequel  la  tem- 
pérature varie  d'un  point  à  un  autre. 

Ce  qu'il  y  a  surtout  de  remarquable  aux  résultats  ainsi  obtenus,  c'est 
qu'ils  satisfont  aux  relations  auxquelles  on  arrive  dans  la  théorie  ther- 
modynamique, bien  connue,  des  phénomènes  thermo-électriques. 

Permettez-moi  maintenant  de  revenir  encore  une  fois  à  l'action  d'un 
champ  magnétique.  De  même  qu'il  agit  sur  les  électrons  en  mouvement 
dans  un  gaz  raréfié ,  il  agit  aussi  sur  les  électrons  des  métaux  et  donne 
ainsi  naissance  à  des  phénomènes  intéressants;  je  traiterai  brièvement  un 
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d'entre  eux,  le  phénomène  de  Hall,  le  premier  des  phénomènes  de  ce 
genre  qu'on  ait  découvert. 

Pour  observer  ce  phénomène  nous  opérons  de  la  manière  suivante: 
A  travers  une  plaque  métallique  mince,  de  forme  rectangulaire  abcd 
(fig.  6),  nous  faisons  passer,  dans  la  direction  de  la  flèche,  un  courant  élec- 
trique, dont  les  points  d'entrée  et  de  sortie  sont  placés  sur  les  cotés  ah  et 
cd.  Nous  cherchons  sur  les  deux  autres  côtés  deux  points  ;?  et  ^  où  le 
potentiel  à  la  même  valeur,  de  sorte  que  l'on  n'observe  aucun  courant 
de  dérivation  quand  on  les  relie  par  un  fil  métallique.  Or,  quand  on 
introduit  un  galvanomètre  dans  ce  circuit  dérivé,  on  constate  qu'il 
accuse  Texistence  d'un  courant,  dès  qu'on  produit  un  champ  magnéti- 
que, dont  les  lignes  de  force  sont  perpendiculaires  à  la  pla(iue,  et  ce 
courant  reste  constant,  aussi  longtemps  qu  on  ne  change  ni  Tintensité 
du  „courant  principal",  ni  celle  du  champ.  On  a  trouvé,  que  l'intensité 
du  courant  de  Hall  est  proportionnelle  à  l'intensité  du  courant  principal, 
aussi  bien  qu'à  la  force  magnétique,  pourvu  que  cette  dernière  ne  résulte 
pas  de  champs  trop  intenses.  Du  reste,  l'effet  change  de  sens  quand  on 
renverse  le  courant  principal  ou  le  champ  magnétique. 

Dans  la  théorie  des  électrons,  l'explication  du  phénomène  est  si 
facile  que  nous   aurions  aisément  pu  le  prédire,  en  partant  de  nos 
hypothèses  fondamentales.    Figurez-vous  de  nouveau   qu'un  courant 
,    électrique  consiste  uniquement  en  un  déplacement  des 
'  I      électrons  négatifs;  lancer  un  courant  à  travers  la  pla- 

que, dans  le  sens  de  la  flèche,  signifie  donc:  donner  à 
Pf  "9^  ces  particules  une  vitesse  de  bas  en  haut.  Sous  l'action 

"^  d'un  champ  magnétique,  dont  les  lignes  de  force  sont 

\^    dirigées  p.  ex.  vers  nous,  elles  seront  déviées  vers  la 

Fig.  6.        gauche,  ainsi  que  cela  résulte  de  la  règle  pour  la  force 

électromagnétique.  Evidemment  cela  donnera  naissance 

à  un  courant  dans  le  circuit  dérivé,  ou  bien,  si  cette  dérivation  n'existe 

pas,  à  une  différence  de  potentiel  entre  les  bords  ac  et  hd\  le  potentiel 

s'élèvera  sur  bd  et  s'abaissera  sur  ac. 

Il  est  aisé  d'ailleurs  de  calculer,  du  moins  approximativement,  la 
grandeur  de  cet  effet.  Nous  représenterons  de  nouveau  par  e  la  charge 
d'un  électron,  par  H  l'intensité  du  champ  magnétique,  et  par  v  la 
vitesse  de  déplacement  des  électrons,  c.  à  d.  la  vitesse  commune,  dirigée 
de  bas  en  haut  dans  notre  exemple,  que  les  électrons  possèdent  outre  le 
mouvement  thermique  irrégulier.  Alors  la  force,  qu'un  électron  subit 
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par  suite  de  l'existence  simultanée  du  courant  principal  et  du  champ 
magnétique,  est  evH,  et  si  les  bords  ac  et  Id  sont  isolés,  la  différence 
de  potentiel  entre  ces  bords ,  ainsi  que  la  force  électrique  E  correspon- 
dante, augmenteront  jusqu'à  ce  que  la  force  eE  exercée  sur  un  électron 
fasse  exactement  équilibre  à  cette  action  électromagnétique  ^  v -ÉT.  Nous 
avons  donc 

E=vH, 

une  relation  dont  on  comprend  l'intérêt,  quand  on  remarque  que  la 
force  électrique  transversale  E  est  fournie  par  la  mesure  du  courant  de 
Hall,  de  sorte  que  la  vitesse  de  déplacement  des  électrons  peut  être 
calculée  au  moyen  de  la  formule 

E 
'  =  H- 

Ce  calcul  a  été  effectué  par  M.*  Boltzmann  il  y  a  plusieurs  années 
déjà,  immédiatement  après  que  le  phénomène  de  Hall  fût  découvert.  Il 
conduit  à  ce  résultat  curieux  que  la  vitesse  de  courant  est  très  faible, 
même  pour  des  courants  très  forts.  Dans  le  cas  d'un  fil  de  cuivre,  d'une 
section  de  1  mm.^,  traversé  par  un  courant  de  1  amp.,  on  peut  l'esti- 
mer à  0,005  cm.  par  seconde.  Pour  le  nickel  le  résultat  est  à  peu  ptès 
0,2  cm. ,  tandis  que  pour  le  bismuth  cette  vitesse  atteint  la  valeur  excep- 
tionnellement élevée  de  90  cm.  par  seconde.  Vous  voyez  par  là  combien 
est  petit  le  changement  qu4ntroduit  une  force  électrique,  même  assez 
grande,  dans  le  mouvement  thermique  désordonné,  dont  la  vitesse  peut 
atteindre  des  milliers  de  mètres  par  seconde. 

Nous  pouvons  maintenant  nous  occuper  de  la  question  importante, 
s'il  suffit  de  considérer,  dans  la  théorie  des  électrons  appliquée  aux 
métaux,  une  seule  espèce  d'électrons  libres.  A  ce  propos,  nous 
devons  remarquer  en  premier  lieu  que  la  théorie  exige  que  le  phéno- 
mène de  Hall  soit  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  suivant  que  Ton  a 
affaire  à  des  électrons  positifs  ou  négatifs.  J'ai  déjà  dit  quel  doit  être  le 
sens  du  phénomène,  quand  il  n'intervient  que  des  électrons  négatifs. 
Dans  le  cas  auquel  se  rapporte  la  fig.  0,  et  avec  une  direction  du 
champ  magnétique  comme  nous  venons  de  la  supposer,  c'est  au  bord 
bd  que  le  potentiel  sera  le  plus  élevé.  Mais  nous  arrivons  à  la  conclu- 
sion inverse,  quand  le  courant  principal,  indiqué  par  la  flèche,  est  con- 
sidéré comme  un  mouvement  d'électrons  positifs.  En  effet,  ces  électrons 

3* 


36  tt.  A.  tOtlENTX. 

se  déplacent  alors  de  haut  en  bas;  le  champ  magnétique  les  fait  donc 
dévier  vers  la  gauche,  tout  comme  les  particules  négatives  de  tantôt, 
de  sorte  que  le  potentiel  s'élève  en  ;;  et  s'abaisse  en  q. 

Or,  on  a  réellement  constaté  que  l'effet  de  Hall  n'a  pas  toujours  le 
même  sens.  Dans  la  disposition  expérimentale  que  nous  venons  de 
supposer,  le  potentiel  s^élève  au  bord  bd,  quand  la  plaque  est  faite 
p.  ex.  de  bismuth,  d'or  ou  de  cuivre;  il  s'élève  par  contre  au  bord  ac 
quand  on  opère  avec  du  fer  ou  du  zinc.  Cela  semble  prouver  qu'il  existe 
aussi  bien  des  électrons  libres  positifs  que  des  tîlectrons  libres  négatifs, 
et  que  pour  les  métaux  cités  en  premier  lieu  c'est  le  mouvement  des 
particules  négatives,  pour  le  fer  et  le  zinc  le  mouvement  des  particules 
positives  qui  détermine  la  direction  du  courant  de  Hall.  Il  va  sans  dire 
que,  dans  cette  manière  de  voir,  il  n'est  pas  nécessaire  d'aller  aussi  loin 
que  de  supposer,  que  dans  l'un  des  corps  ce  sont  seulement  les  électrons 
positifs  qui  se  déplacent,  et  dans  l'autre  uniquement  les  électrons  néga- 
tifs. Il  est  évident  que,  si  les  deux  espèces  de  particules  participent  au 
courant,  de  sorte  qu'une  section  déterminée  est  traversée,  dans  un  certain 
laps  de  temps,  par  n  particules  positives  dans  une  direction  et  par  n  par- 
ticules négatives  dans  l'autre,  les  deux  effets  transversaux  peuvent  s'an- 
nuler mutuellement  pour  une  certaine  valeur  du  rapport  «/«',  —  une 
valeur  qui  peut  d'ailleurs  varier  d'un  métal  à  un  autre  — ;  dans  ces 
conditions  le  courant  de  Hall  aura  Tune  ou  Tautre  direction,  suivant 
que  le  rapport  réellement  existant  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  cette 
valeur  particulière. 

La  conception  d'un  mouvement  électrique  comme  un  courant  double 
d'électrons  positifs  et  négatifs  se  trouve  dans 
les  travaux  de  M.  Drude;  il  s'en  sert  p.  ex.  pour 
expliquer  les  écarts  de  la  loi  de  Wiedemann  et 
Franz.  Mais,  en  y  regardant  de  plus  près,  on 
rencontre  des  diflRcultés  qui  me  paraissent  d'un 
pjtç   7  si  grand  poids,  que  je  voudrais  tâcher  d'expliquer 

autant  que  possible  les  phénomènes,  en  ne  fai- 
sant usage  que  d'une  seule  espèce  d'électrons  réellement  libres  des 
atomes  métalliques. 

On  rencontre  déjà  une  difficulté  quand  on  traite  le  simple  cas,  où 
un  courant  passe  d'un  métal  3/,  dans  un  autre  M^  (fig.  7).  Soient 
'pq   et  rs  des  sections  de  part  et  d'autre  de  la  surface  de  contact; 


p 

r 

M       ■ 

U      M 
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si  la  première  est  traversée  par  «,  électrons  positifs  de  gauche  à  droite 
et  par  «,'  électrons  négatifs  de  droite  à  gauche,  et  que  la  seconde  est 
traversée  vers  la  droite  par  Wj  électrons  positifs  et  vers  la  gauche  par 
n^  électrons  négatifs,  nous  devons  poser 

«1  +  ^'  =  «î  +  ^'> 

puisque  nous  attribuons  à  tous  les  électrons  des  charges  de  même 
grandeur. 

Nous  ne  pouvons  pas  nous  attendre  à  ce  qu'on  ait  séparément  «,  =  n^ 
et  «/  =  Wj'.  Or,  si  ;/,  >  n^  il  faut  qu'il  s'accumule  «,  —  «^  électrons 
positifs ,  et  tout  autant  {n^ — w/)  d'électrons  négatifs  à  l'endroit  du 
contact.  Par  contre,  si  w,  <^^i>  des  électrons  positifs  et  négatifs  seraient 
enlevés,  en  nombres  égaux,  de  la  couche  de  transition.  On  peut  donc 
dire  qu'il  se  produirait  une  accumulation  ou  une  perte  d'„électricité 
neutre",  et  cela  sans  cesse,  aussi  longtemps  que  dure  le  courant. 

On  peut  même  dire  qu'un  pareil  changement  dans  la  distribution  de 
l'électricité  neutre  n'a  pas  besoin  d'un  courant  électrique  pour  s'établir. 
Les  causes  qui  déterminent  Texistence  d'une  différence  de  potentiel  de 
contact,  que  ce  soient  les  forces  moléculaires  de  Helmholtz  ou  le  mou- 
vement thermique  des  électrons,  devraient  avoir  en  général  la  même 
conséquence.  Vous  n'avez  qu'à  vous  rappeler,  comme  nous  l'avons  re- 
marqué précédemment,  que  le  passage  d'une  espèce  déterminée  d'électrons 
d'un  métal  dans  un  autre  ne  peut  prendre  fin,  que  quand  il  s'est  produit 
une  différence  de  potentiel  d'une  grandeur  bien  déterminée.  Or,  nous  ne 
pouvons  pas  attendre  que  cette  différence  de  potentiel,  nécessaire  pour 
l'établissement  de  l'équilibre,  ait  précisément  la  même  grandeur  pour 
les  électrons  positifs  que  pour  les  négatifs,  du  moins  si  nous  ne  vou- 
lons pas  entrer  dans  de  nouvelles  hypothèses,  imaginées  spécialement 
dans  ce  but.  Au  contraire,  nous  devons  conclure  que,  quand  il  existe 
deux  espèces  d'électrons  libres,  un  véritable  état  d'équilibre  ne  peut 
s'établir,  s'il  n'y  a  pas  d'autres  facteurs  qui  entrent  en  jeu;  l'état  qui 
se  produit  alors  ne  peut  être  qualifié  de  stationnaire  qu'en  ce  sens,  que, 
pour  une  valeur  déterminée  de  la  différence  de  potentiel,  il  passe  tout 
autant  de  particules  positives  que  de  particules  négatives  de  l'un  des 
métaux  dans  l'autre.  Dans  ces  conditions  les  charges  des  métaux  ne 
sont  pas  changées,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  quantité  d'élec- 
tricité neutre  contenue  dans  un  espace  déterminé. 

Qu' adviendra- t-il  dans  ce  cas,  ou  dans  le  précédent,  de  la  quantité 
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d'<^Iectricite  neutre  ainsi  accumulée?  Ou  bien  elle  restera  au  même 
endroit,  ou  bien  elle  disparaîtra  d'une  façon  ou  d'une  autre  de  la  partie 
considérée  du  système;  cela  pourrait  p.  ex.  avoir  lieu  de  cette  façon-ci, 
que  chaque  électron  positif  se  combine  avec  un  électron  négatif,  et  que 
les  complexes  ainsi  formés  reviennent,  pnr  une  espèce  de  diffusion,  vers 
les  endroits  qui  ont  perdu  de  IVlectricité  neutre  par  suite  du  mouve- 
ment des  électrons.  Je  pense  que  vous  auriez  quelque  difficulté  à  admettre 
la  première  hypothèse;  elle  conduirait  à  refuser  à  Télectricité  neutre 
presque  toute  signification,  puisque  nous  devrions  admettre  qu'une 
accumulation  de  cette  électricité,  poursuivie  pendant  des  heures  et 
même  des  jours,  ne  se  manifeste  d'aucune  manière,  et  que  d'autre  part 
la  provision  d'électricité  neutre  dans  un  métal  est  pour  ainsi  dire 
inépuisable.  Quant  à  la  deuxième  supposition,  elle  est  en  désaccord 
avec  le  deuxième  principe  fondamental  de  la  thermodynamique.  Si 
elle  était  conforme  à  la  réalité,  deux  pièces  métalliques  en  contact, 
de  même  température,  constitueraient  un  système  où  Tétat  serait  sta- 
tionnaire,  et  où  se  développerait  pourtant  continuellement  de  la  chaleur 
à  l'endroit  où  se  combinent  les  électrons  contraires,  tandis  que  de  la 
chaleur  serait  absorbée  à  l'endroit  où  ils  se  séparent. 

Je  dois  ajouter  que  M.  Drude  tranche  la  difficulté  en  admettant 
entre  le  nombre  des  électrons  libres  positifs  et  celui  des  électrons  libres 
négatifs,  dans  deux  métaux,  une  relation  telle  que  la  même  différence 
de  potentiel  sufiit  à  arrêter  le  transport  des  particules  positives  aussi 
bien  que  des  négatives  '**). 

Il  est  vrai  que  la  difficulté  est  ainsi  levée  pour  ce  cas-là,  mais  elle 
reparaît  malheureusement,  et  ne  se  laisse  plus  surmonter  aussi  aisément, 
quand  on  considère  de  près  ce  qui  se  passe  dans  les  parties  homo- 
gènes du  circuit  thermo-électrique,  où  la  température  change  d'un 
point  à  un  autre. 

Ces  remarques  suffiront  pour  vous  faire  comprendre  dans  quelles 
complications  nous  nous  aventurons,  quand  nous  voulons  admettre 
l'existence  de  courants  doubles.  Remarquons  aussi  que  le  fait  que,  dans 
tous  les  cas  où  l'on  a  affaire,  sans  aucun  doute,  à  des  électrons  positifs, 
comme  dans  le  cas  des  rayons  de  Goldstein  ou  des  rayons  <%,  la  masse 
des  électrons  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  les  atomes  chimiques, 
est  peu  favorable  à  une  pareille  conception.  On  s'accorderait  bien  avec 
cette  grande  masse  des  électrons  positifs,  si  l'on  admettait  que  les  char- 
ges positives  sont  invariablement  liées  aux  atomes  métalliques,  et  que 
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ce  sont  les  charges  négatives  seules  qui  opèrent  le  passage  d'électricité 
d'un  endroit  à  un  autre,  en  traversant  librement  les  espaces  interrao- 
léculaires. 

Au  point  où  nous  en  sommes,  un  examen  théorique  approfondi  du 
phénomène  de  Hall  pourra  seul  apporter  une  décision.  Dans  cette  étude 
on  ne  devra  pas  oublier,  que  même  les  électrons  qui  ne  se  séparent  pas 
des  atomes  peuvent  posséder  dans  ceux-ci  une  certaine  mobilité,  que 
ces  mouvements  internes  peuvent  également  être  modifiés  par  la  force 
magnétique  extérieure,  et  que  cette  circonstance  peut  avoir  une  in- 
fluence sur  le  mouvement  des  particules'  libres.  Il  ne  me  paraît  pas 
impossible  que  de  cette  manière  ou  réussisse,  en  fin  de  compte,  à 
expliquer  le  phénomène  de  Hall  dans  le  fer,  sans  devoir  faire  inter- 
venir des  électrons  positifs  libres.  Si  cette  attente  était  déçue,  il  ne 
resterait  plus  alors  qu'à  considérer  aussi  comment  se  comporte  Télec- 
tricité  neutre. 

Bien  que  le  temps  presse ,  je  ne  puis  m'empêcher  pourtant  de  vous 
dire,  avant  de  finir,  quelque  chose  encore  des  propriétés  optiques  des 
métaux.  Suivant  la  théorie  électro-magnétique,  elles  sont  intimement 
liées  aux  propriétés  électriques.  C'était  même  une  des  premières  con- 
clusions de  Maxwell,  que  les  bons  conducteurs  doivent  être  peu  trans- 
parents. Cependant  la  relation,  prédite  par  la  théorie,  entre  le  pouvoir 
absorbant  et  la  conductibilité,  est  longtemps  restée  sans  confirmation 
expérimentale;  ce  n'est  que  dans  ces  derniers  temps,  que  MM.  Hagen 
et  EuBENs  ont  réussi  à  prouver  que,  pour  des  rayons  calorifiques  de 
grande  longueur  d'onde,  le  pouvoir  absorbant  d'uu  métal,  et  le  pouvoir 
émissif  qui  y  correspond ,  peuvent  être  déduits  de  la  conductibilité , 
en  valeur  absolue,  d'une  manière  très  satisfaisante. 

Ce  résultat  important,  qui  en  lui-même  est  indépendant  de  la  théorie 
des  électrons,  nous  fait  prévoir  que  pour  les  métaux  dont  la  conducti- 
bilité peut-être  calculée  d'après  la  théorie  de  Drude,  des  considérations 
analogues  sufiBront  à  expliquer  l'absorption  et  l'émission  de  rayons  lu- 
mineux, ou  plutôt  de  rayons  calorifiques. 

Voilà  pourquoi  j'ai  calculé  les  pouvoirs  absorbant  et  émissif  d'un 
métal,  en  considérant,  pour  simplifier,  une  plaque  mince  et  des  rayons 
qui  lui  sont  perpendiculaires;  je  me  conforme  d'ailleurs  tout  à  fait  aux 
idées  de  M.  Drude.  On  obtient  aisément  une  expression  pour  l'absorp- 
tion, quand  on  se  sert  des  équations  de  la  théorie  de  Maxwell,  et  que 
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l'on  substitue,  pour  la  conductibilité,  la  valeur  (8)  que  nous  avons 
trouvée  ").  Voici  le  résultat  : 

ÛC  I 

c  est  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  et  A  représente  Tépaisseur 
de  la  plaque;  les  autres  grandeurs  n'ont  plus  besoin  d'explication.  La 
formule  nous  fait  connaître  quelle  fraction  de  Ténergie  rayonnante,  qui 
vient  frapper  la  plaque,  est  absorbée  dans  le  métal. 

Quant  à  ce  qui  concerne  l'émission,  j'ai  songé  qu'un  électron  qui  se 
meut  avec  une  vitesse  constante  n'est  pas  une 
source  de  radiations.  Un  rayonnement  ne  se  pro- 
duit que  lorsque  la  vitesse  change,  c.  à  d.,  dans 
nos  idées,  au  moment  du  choc  contre  les  atomes 
métalliques.  On  peut  calculer  ce  rayonnement,  et 
faire  usage  du  théorème  de  Fourier  pour  le 
décomposer  suivant  les  longueurs  d'onde;  ce  qui 
nous  intéresse  uniquement,  c'est  la  portion  du 
rayonnement  total  qui  correspond  aux  grandes 
longueurs  d'onde. 

Je  vais  vous  communiquer  maintenant  le  ré- 
sultat. Je  considère  une  petite  portion  «  de  la 
face  antérieure  de  la  plaque  (fig.  8),  et,  en  un  point 
P  de  la  normale,  situé  à  une  grande  distance  r  de  la  plaque,  je  prends 
un  élément  de  surface  ce',  parallèle  à  cette  dernière.  Poiir  la  quantité 
d'énergie  rayonnante,  émise  par  où  par  unité  de  temps  et  traversant  w', 
on  peut  écrire,  pour  autant  qu'elle  se  rapporte  à  des  longueurs  d'onde 
comprises  entre  X  ti  K-\-  dx^ 

Scccc  dK 


G) 

H- 


Fig.  8. 


oh  le  facteur  S  doit  être  considéré  comme  la  mesure  du  pouvoir  émissif 
de  la  2)laque.  Pour  ce  pouvoir  j'ai  trouvé  l'expression 

3  A* 

U  résulte  de  cette  expression,  et  de  celle  qui  a  été  trouvée  pour  le 
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o 

pouvoir  absorbant,  que  le  rapport  —  est  indépendant  de  l'épaisseur  A 

de  la  plaque,  ainsi  que  de  toutes  les  grandeurs  par  lesquelles  les  métaux 
se  distinguent  les  uns  des  autres.  En  effet,  on  a 

^  =  :*-J^.  (ij) 

un  résultat  qui  est  d'accord  avec  la  célèbre  loi  de  Kirchhoff,  d'après 
laquelle  le  rapport  entre  les  pouvoirs  émissif  et  absorbant  a  la  même 
valeur  pour  tous  les  corps,  et  est  une  fonction  universelle  de  la  tempé- 
rature et  de  la  longueur  d'onde.  Cette  fonction  se  trouve  en  même  temps 
déterminée  au  moyen  de  la  théorie  des  électrons ,  il  est  vrai  dans  le  seul 
cas  de  très  grandes  longueurs  d'onde. 

Ce  serait  bien  beau,  si  nous  pouvions  étendre  cette  théorie  à  de  petites 
longueurs  d'onde.  Malheureusement,  je  n'y  ai  pas  réussi  jusqu'ici.  La 
théorie  thermodynamique  du  rayonnement  montre,  que  la  longueur 
d'onde,  pour  laquelle  le  rapport  entre  <S  et  >^  est  maximum ,  est  inverse- 
ment proportionnelle  à  la  température  absolue.  Déduire  cette  loi ,  la 
loi  de  déplacement  de  Wien,  comme  on  l'appelle,  de  la  théorie  des 
électrons,  et  trouver  de  quelle  façon  le  produit  constant  de  cette  lon- 
gueur d'onde  et  de  la  température  est  lié  aux  propriétés  des  électrons , 
une  relation  à  laquelle  on  peut  s'attendre,  puisqu'il  s'agit  ici  encore  une 
fois  d'une  constante  universelle,  voilà  des  problèmes  encore  insolubles, 
pour  le  moment.  On  rencontre  même  des  difficultés  quand  on  veut  se 
rendre  compte  de  la  raison  pour  laquelle  réchauffement  d'un  corps  fait 
augmenter  la  proportion  des  petites  longueurs  d'onde  dans  son  rayonne- 
ment, c.  à  d.  quand  on  cherche  à  expliquer  le  simple  fait  que  les  corps 
deviennent  lumineux  quand  on  élève  leur  température. 

Je  ne  dois  pas  passer  sous  silence  que  M.  Planck,  dans  sa  théorie 
électromagnétique  du  rayonnement,  est  parvenu  beaucoup  plus  loin  que 
la  théorie  des  électrons  n'a  permis  de  le  faire  jusqu'ici;  il  a  réellement 

o 

trouvé  pour  le  rapport  -  une  équation  générale,  s'appliquant  à  toutes 

les  longueurs  d'onde  et  toutes  les  températures.  Notre  expression,  pour 
des  ondes  de  très  grande  longueur,  s'accorde  heureusement  avec  celle 
de  ce  physicien. 

M.  Planck  a  tiré  de  sa  formule  des  conclusions  très  remarquables, 
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que  nous  pouvons  d'ailleurs  déduire  de  la  formule  (11),  de  sorte  qu'il 
n'est  pas  nécessaire  de  quitter  la  théorie  des  électrons.  En  effet,  la  gran- 

deur  —  détermine  l'émission  d'un  corps  absolument  noir;  cela  résulte 

A 

directement  du  fait  que  pour  un  tel  corps  le  pouvoir  absorbant  .4  =  1. 
Or,  on  a  étudié  expérimentalement  le  rayonnement  d'un  corps  noir,  tant 
au  point  de  vue  de  l'intensité  totale  que  de  la  répartition  de  cette  inten- 
sité entre  les  diverses  longueurs  d'onde. 

Grâce  aux  travaux  de  MM.  Lummer  et  Peingsheim  et  de  M.  Kukl- 

cx  T 
BAUM,  on  peut  indiquer  la  valeur  absolue  de  — ~  pour  différentes  lon- 
gueurs d'onde  et  diverses  températures;  on  en  peut  tirer  la  valeur  de 
ce  T  pour  chaque  température.  Nous  connaissons  ainsi  Ténergie  cinétique 
moyenne  du  mouvement  progressif  d'une  seule  molécule  gazeuse.  Divi- 
sant par  la  valeur  trouvée  l'énergie  cinétique  totale  d'un  gaz,  qu'on 
peut  déduire  de  sa  pression,  on  obtient  le  nombre  des  molécules  ga- 
zeuses. Puis,  comme  on  peut  déterminer  la  masse  totale  du  gaz,  on 
en  peut  déduire  la  masse  d'une  molécule',  p.  ex.  d'hydrogène.  La  moitié 
de  ce  nombre  est  la  masse  d'un  atome  d'hydrogène.  Divisant  ensuite 
par  l'équivalent  électrochimique  de  l'hydrogène,  nous  trouvons  la 
charge  d'un  ion  d'hydrogène,  c  à  d.  la  grandeur  de  notre  quantité  élé- 
mentaire d'électricité.  Enfin,  en  combinant  ce  résultat  avec  la  valeur 

de  —  pour  un  électron  négatif,  on  obtient  la  valeur  de  m,  ce  qui  permet 

de  déduire  de  l'équation  (7)  le  rayon  d'un  électron. 

J'ai  réuni  dans  le  tableau  IV  les  nombres  ainsi  obtenus;  bien  qu'il 
soit  possible  qu'ils  doivent  subir  quelque  modification,  lorsque  quelques 
points  de  la  théorie  auront  été  traités  d'une  manière  plus  précise,  au 
point  de  vue  de  l'ordre  de  grandeur  on  peut  avoir  pleine  confiance  dans 
les  résultats.  Pour  le  calcul  des  deux  derniers  nombres,  je  me  suis  servi 

de  la  valeur  de  —,  telle  qu'on  la  déduit  de  l'étude  des  rayons  /S,  dans 
m 

le  cas  de  petites  vitesses  ^^). 

Ce  sera  sans  doute  une  satisfaction  pour  les  électro-techniciens,  que 

d'apprendre  qu'on  a  pu  déterminer  maintenant  la  plus  petite  quantité 

d'électricité  à  laquelle  on  ait  jamais  affaire.  Elle  est  en  nombre  rond 

10""^^  coulombs. 
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Tableau  IV. 


Wi6     e^g 


degré* 

Nombre  de  molécules  dans  un  gaz  par 
cm.'  à  0**  et  sous  pression  atmosphérique  8,5  X  1^^^ 

Masse  d'un  atome  d'hydrogène  1,3  X  lO""^*  grammes. 

Quantité  élémentaire  d'électricité  1,3  X  lO-^o  ^uit^g  c.  G.  S. 

électromagnétiques. 
Masse  d'un  électron  négatif  7,4  X  10~^  grammes. 

Rayon  d'un  électron  négatif  1,5  X  10~^^  cm. 

Arrivé  à  la  fin  de  ma  conférence  je  crains  fort  de  n'avoir  pas  ré- 
pondu à  votre  attente,  n'ayant  rien  dit  des  propriétés  magnétiques  des 
métaux,  qui  sont  cependant  pour  vous  de  la  plus  haute  importance. 
La  raison  en  est  que  l'explication  des  phénomènes  compliqués  du  mag- 
nétisme est  encore  pleine  de  difiBcuités.  On  peut  se  figurer  qu'un  aimant 
contient  des  électrons  animés  d'un  mouvement  de  rotation  ou  circulaire; 
M.  VoiGT,  et  tout  dernièrement  M.  Lanqevin,  ont  obtenu  des  résultats 
très  intéressants  par  l'étude  mathématique  de  ces  mouvements.  D'autre 
part,  les  considérations  de  M.  du  Bois,  bien  qu'elles  ne  soient  pas  du 
domaine  de  la  théorie  des  électrons,  pourront  cependant  lui  être  très 
utiles.  Mais,  en  attendant,  je  ne  saurais  vous  présenter  sur  ce  sujet  des 
résultats  aussi  simples  que  ceux  que  j'ai  eu  l'honneur  de  vous  développer. 

D'ailleurs,  il  est  plus  que  temps  que  je  termine.  Je  le  fais  en  vous 
remerciant  de  tout  cœur  pour  l'attention  que  vous  m'avez  prêtée. 


Remarques  et  notes  explicatives. 

1)  Un  examen  des  effets  électriques  qui  se  produisent  dans  un  corps 
diélectrique,  mis  en  mouvement  dans  un  champ  magnétique,  a  égale- 
ment prouvé  que  l'éther  n'est  pas  entraîné  par  le  déplacement  de  la 
matière  pondérable.  On  doit  à  M.  H.  A.  Wilson  des  expériences  de  ce 
genre,  dans  lesquelles  un  cylindre  creux  en  ébouite,  recouvert,  de 
couches  métalliques  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur ,  tournait  rapidement 
autour  de  son  axe ,  dans  un  champ  parallèle  à  cette  ligne.  En  traversant 
les  lignes  de  force,  les  éléments  de  volume  de  l'ébonite  deviennent  le 
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siège  d'une  force  électrique,  qui  donne  lieu  à  une  différence  de  poten- 
tiel entre  les  armatures.  Or,  Teffet  observé  était  proportionnel,  non 
à  la  constante  diélectrique  €  toute  entière,  comme  cela  devrait  être 
si  tout  ce  (^ui  se  trouve  entre  les  armatures  participait  à  la  rota- 
tion, mais  à  € — 1,  son  excès  sur  Tunité,  c.  à  d.  sur  la  constante 
diélectrique  de  Téther.  Cela  prouve  bien  que  Téther  n'est  pas  mis  en 
mouvement. 

Dans  des  expériences  antérieures,  M.  Blondlot  avait  déjà  montré 
qu'un  courant  d'air,  lancé  à  travers  un  champ  magnétique,  ne  donne 
lieu  à  aucun  effet  électrique  appréciable.  Cela  tient  à  ce  que,  pour  Tair, 
la  constante  diélectrique  s  est  très  voisine  de  l'unité. 

2)  Ce  sont  les  rayons  y  qui  font  exception.  Ils  consistent  très  pro- 
bablement, comme  les  rayons  de  Eontgen,  en  des  perturbations  brus- 
ques et  de  courte  durée  de  Téquilibre  électromagnétique ,  qui  se  propa- 
gent dans  Téther. 

3)  Dans  mes  articles  sur  la  théorie  de  Maxwell  et  la  théorie  des 
électrons,  parus  dernièrement  dans  r„Encyclopâdie  der  mathematischen 
Wissenschaften",  j'ai  introduit,  en  suivant  Texemple  de  Heutc  et  Hea- 
visiDE,  de  nouvelles  unités,  qui  présentent  certains  avantages  dans  les 
développements  théoriques.  Mais,  dans  cette  conférence,  j'ai  cru  bien 
faire  en  conservant  les  unités  qui  sont  d'usage  universel. 

4)  J'ai  en  vue  ici  Tinfluence  que  la  matière  pondérable  exerce  sur  la 
vitesse  de  propagation  de  rayons  lumineux  de  couleurs  différentes,  une 
influence  dont  la  grandeur  détermine  les  valeurs  des  indices  de  réfrac- 
tion, et  que  Ton  explique  en  admettant  que  les  électrons  sont  mis  en 
vibration  par  les  ondes  lumineuses. 

Pour  simplifier,  nous  nous  bornerons  à  considérer  le  cas  d'un  gaz, 
dont  la  densité  est  tellement  faible  qu'il  est  permis  de  négliger  Taction 
mutuelle  des  molécules;  nous  admettrons  que  chaque  molécule  contient 
un  seul  électron  mobile,  de  charge  e  et  de  masse  ?n.  Cette  particule  a 
une  certaine  position  d'équilibre,  vers  laquelle  elle  est  ramenée,  du 
moment  qu'elle  en  est  écartée  à  une  distance  r,  par  une  force  propor- 
tionnelle à  cet  écart.  Cette  force  peut-être  représentée  par  iir,  où  >i:  est 
une  constante  qui  dépend  de  la  nature  de  la  molécule. 

Ainsi  que  nous  le  reconnaîtrons  tantôt,  dans  les  cas  que  nous  consi- 
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dérerons,  il  est  permis  de  poser  que  le  déplacement  r  est  proportionnel 
à  la  force*  électrique  E^  à  laquelle  la  molécule  est  soumise.  Or,  si 
r  =  *^,  et  si  Ton  représente  par  N le  nombre  des  molécules  par  unité 
de  volume,  la  théorie  électromagnétique  de  la  lumière  donne  la  formule 
suivante  pour  l'indice  de  réfraction  : 

où  h  est  une  constante  qui  dépend  du  choix  des  unités.  Si  Ton  se  sert 
des  unités  électromagnétiques  ordinaires,  et  que  Ton  représente  par  c 
la  vitesse  de  la  lumière  dans  Téther,  on  a  /^  =  A^ttc^. 

Comme  dans  le  cas  d'un  gaz  Tindice  de  réfraction  est  peu  différent 
de  Tunité,  on  peut  encore  écrire 

Pour  déterminer  *,  nous  considérerons  un  faisceau  de  rayons  lumineux 
polarisés  en  ligne  droite,  avec  un  nombre  de  vibrations  déterminé.  Eu 
chaque  point  d'an  pareil  faisceau  il  y  a  une  force  électrique  E,  dont 
l'intensité  varie  périodiquement  et  qui  est  constamment  dirigée  suivant 
la  même  droite;  mettons  que  sa  grandeur  est 

E  =^  acosnt^ 

oh.  n  représente  la  fréquence  des  vibrations.  La  force  qui  agit  ainsi  sur 
rélectron  a  la  grandeur  aecosnt  et,  pour  déterminer  le  déplacement  r 
que  l'électron  subit,  sous  son  influence,  suivant  la  droite  en  question, 
on  a  l'équation  différentielle 

m—^^=aecosnt  —  lcf\ 

le  dernier  terme  provient  de  la  force  qui  agit  vers  la  position  d'équili- 
bre. Cette  équation  montre  que  l'électron  peut  exécuter,  sous  l'influence 
de  la  force  électrique  E,  un  mouvement  vibratoire  dont  la  fréquence 
est  «;  en  effet,  on  satisfait  à  l'équation  en  posant 

ae 

r  =  -1 ô  cos  nt  y 


ou  bien,  si  Ton  pose 

k 


-.<„   2 
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^  =  — 7 — 5 5T  ^0^  ^^• 


On  voit  par  là  que  T écart  r  de  T électron  est  bien  proportionnel  à  la  force 
électrique  E  et  que  le  coe  fficient  «  est  égal  à 


*  = 


Enfin  on  trouve  pour  Tindice  de  réfraction 


v=l  + 


%m(ii^^n^)' 


La  constante  n^  signifie  la  fréquence  des  vibrations  propres,  que 
l'électron  effectuerait  sous  Faction  de  la  force  ir  seule.  Nous  supposerons 
que  cette  fréquence  correspond  à  un  endroit  du  spectre,  situé  bien  loin 
dans  Tultra-violet.  Alors  on  a  pour  la  partie  visible  du  spectre  w  <  Uq 
et  V  >  1  ;  Findice  augmenta  avec  n ,  ce  qui  explique  la  dispersion  telle 
qu'on  l'observe  en  réalité. 

En  mesurant  v  pour  diverses  valeurs  de  n,  on  peut  maintenant  cal- 

culer  les  constantes  Hq  et  — ,  puisque  à  aassi  est  connu.  Si  l'on  se  sert 

m 

d'ailleurs  de  la  valeur  de  — ,  telle  qu'elle  est  fournie  p.  ex.  par  les  obser- 
m 

vations  de  l'effet  Zbbman,  on  peut  aussi  trouver  Ne,  D'autre  part,  il  y 

a  moyen  de  trouver  la  quantité  d'électricité  Ne  qu'il  faudrait,  pour 

donner  à  chaque  molécule  du  gaz  contenu  dans  l'unité  de  volume  une 

charge  e  égale  à  celle  d'un  ion  électroly tique  monovalent.  On  peut  donc 

calculer  le  rapport  - . 

Du  reste,  les  circonstances  se  compliquent  beaucoup  quand  l'électron 
peut  effectuer  plus  d'une  vibration  propre. 

5)  Si  Ton  représente  par  /3  le  rapport  de  la  vitesse  de  l'électron  à 
celle  de  la  lumière  dans  l'éther,  ces  formules  sont 

.     2/3         ,        ,l  +  /3- 


r  2/3  ^_±A^ 
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OU  bien ,  quand  on  développe  suivant  les  puissances  croissantes  de  /3, 


6)  Les  forces  proportionnelles  aux  accélérations  ne  sont  pas  les  seules 
actions  que  Téther  exerce  sur  un  électron  en  mouvement.  11  y  a  encore 
une  autre  force  en  jeu,  pour  les  composantes  de  laquelle  la  théorie  four- 
nit les  valeurs 

3  c  dl^'    Se  dt^'    S  c  dt^' 

Dans  ces  expressions,  qui  sont  vraies  pour  toute  distribution  de  la 
charge,  x^  y  ^  z  signifient  les  coordonnées  du  centre,  et  c  est  de  nouveau 
la  vitesse  de  la  lumière. 

Si  Ton  applique  ce  résultat  à  un  électron  qui  effectue,  dans  la  direc- 
tion de  Taxe  des  x ,  des  vibrations  simples  suivant  Téquation 

X  =  aco8nt, 

la  nouvelle  force  a  la  direction  de  Taxe  des  x  et  la  valeur 

^e^d^x  ^       ^n^ê^dx 
&  c  dP~      S     c    dt' 

Elle  est  donc  opposée  au  mouvement,  de  sorte  qu'on  peut  la  consi- 
dérer comme  une  résistance,  par  suite  de  laquelle  les  vibrations  seraient 
amorties,  si  elles  n'étaient  pas  entretenues  par  une  autre  force.  Cette 
résistance  est  intimement  liée  à  la  perte  d'énergie  qu'  éprouve  une  par- 
ticule qui  émet  des  radiations. 

Pour  entretenir  les  vibrations,  il  faut  une  force  égale  à  la  résistance 
et  opposée  à  elle  : 

2  n^ e^  dx 
ï~c"dl' 

Pendant  un  élément  de  temps  dô^  cette  force  effectue  le  travail 
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d'où    Ton    déduit    par   intégration   le   travail   pendant   une   période 

2t 


entière 

71 

Cela  correôpond  réellement  à  la  valeur  que  Ton  a  trouvée  pour  la 
quantité  d'énergie  émise  pendant  une  vibration  complète. 

7)  Dans  les  théories  électromagnétiques  modernes,  Téther  est  supposé 
en  repos;  nous  devons  admettre  qu'il  n'est  pas  entraîné  par  le  mouve- 
ment (le  la  terre,  de  sorte  qu'il  doit  exister,  dans  toutes  nos  expériences, 
un  mouvement  relatif  de  Téther  par  rapport  à  nos  appareils.  Si  nous  faisons 
abstraction  de  la  rotation  de  la  terre,  dont  la  vitesse  est  beaucoup  plus 
faible,  nous  pouvons  dire  que  la  vitesse  u  de  ce  mouvement  relatif  est 
égale  et  de  sens  contraire  à  la  vitesse  de  translation,  dont  la  terre  est, 
animée  en  vertu  de  son  mouvement  annuel  autour  du  soleil.  Elle  atteint 
donc,  en  nombre  rond,  30  000  m.  par  seconde,  c.àd.  la  10  000®  partie 
de  la  vitesse  c  de  la  lumière. 

On  peut  se  demander  maintenant  si  ce  mouvement  de  Téther  par  rapport 

à  nos  appareils  a  une  influence  appréciable.  Pour  apprendre  ce  qui  en  est, 

de  nombreuses  recherches  ont  été  entreprises  depuis  Fresnel;  mais  toutes 

les  expériences  que  Ton  a  faites  avec  des  corps  en  repos  par  rapport  à  la 

terre  ont  conduit  à  un  résultat  négatif.  Non  seulement  les  observations 

u 
dans  lesquelles  aurait  dû  se  faire  sentir  une  influence  d'ordre  -  sur  des 

c 

phénomènes  électriques  ou  optiques,  mais  même  celles  où  Fordre  de 

grandeur  de  cette  influence  aurait  dû  être  -y,  ont  donné  le  même  résul- 

c 

tat  que  si  Téther  était  en  repos  par  rapport  à  la  terre,  c.  à  d.  se  mouvait 

avec  elle. 

Tl   n'y  a  aucune  difiiculté  à  rendre  compte  de  ce  résultat  négatif, 

11 
aussi  longtemps  qu'on  se  borne  à  considérer  des  grandeurs  d'ordre  -; 

c 

les  difficultés  ne  se  présentent  que  quand  on  tient  compte  des  grandeurs 

d'ordre  plus  élevé.    Or,  en  m'efforçant  de  développer  la  théorie,  de 
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manière  à  rendre  les  phénomènes  électriques  et  optiques  complètement 
indépendants  de  la  translation,  quelle  qu'en  soit  la  vitesse,  je  me  suis  vu 
obligé  d'introduire  Thypothèse  des  électrons  déformables.  Ainsi  que  M. 
CoHN  Ta  démontré,  les  équations  que  Ton  obtient  alors  pour  le  champ 
électromagnétique  s'accordent  avec  celles  auxquelles  il  est  arrivé  lui- 
même  d'une  tout  autre  manière.  Pourtant,  au  point  de  vue  de  la  signi- 
fication des  équations,  sa  théorie  et  la  mienne  sont  fort  différent-es. 

Le  changement  de  forme  que  subit,  d'après  mes  formules,  un  électron 
primitivement  sphérique,  lorsqu'il  se  déplace  avec  une  vitesse  v,  consiste 
en  ceci,  que  les  dimensions  perpendiculaires  à  la  translation  ne  sont  pas 
modifiées,  mais  que  celles  parallèles  à  la  translation  sont  réduites  dans  le 

rapport  1  :  V^l — /3^,  où  /3  a  la  valeur  -  (rem.  5).  Je  trouve  pour  les 

c 

masses  électromagnétiques  longitudinale  et  transversale: 

Je  suppose  ici ,  qu'à  Tétat  de  repos  la  charge  e  est  distribuée  unifor- 
mément sur  toute  la  surface  de  l'électron  sphérique.  R  signifie  le  rayon 
de  la  particule  en  repos. 

Remarquons  encore  que,  dans  cette  théorie,  nous  admettons  que  la 
vitesse  d'un  électron  ne  peut  jamais  dépasser  celle  de  la  lumière. 

Si  nous  calculons,  avec  la  valeur  ainsi  trouvée  pour  m^ ,  le  travail 
nécessaire  pour  donner  à  l'électron  la  vitesse  v,  et  que  Ton  compare  ce 
travail  avec  Ténergie  électromagnétique  qui  correspond  à  cette  vitesse, 
on  trouve  que  Télectron  déformé  contient  une  certaine  quantité  d'éner- 
gie interne  en  moins  que  dans  l'état  initial.  La  diminution  est 

Cette  dernière  remarque  a  été  faite  par  M.  Abraham.  Elle  prouve 
combien  l'hypothèse  des  électrons  déformables  a  encore  besoin  d'être 
confirmée  et  solidement  établie. 

Dans  le  texte  j'ai  déjà  fait  la  remarque  (décembre  1906)  que  les  der- 
nières mesures  de  M.  Kaupmann  ne  sont  pas  favorables  à  mon  hypo- 
thèse. Cette  tentative,  pour  déduire  de  la  théorie  des  électrons  l'indé- 
pendance complète  des  phénomènes  d'une  vitesse  de  translation,  n'a 
donc  pas  eu  de  succès. 

▲HCHIVES  néerlandaises,   SÉRIE  H,  TOME  XI.  4 
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8)  Cette  hypothèse  est  nécessaire  pour  les  raisons  suivantes.  Si  la 
mobilité  des  électrons  libres  était  sensiblement  diminuée  par  les  chocs 
mutuels  de  ces  particules,  cela  aurait  une  influence  sur  la  conductibilité 
calorifique,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  par  Texemple  de  la  théorie 
cinétique  des  gaz,  mais  non  sur  la  conductibilité  c^ectrique.  Cette  der- 
nière consiste  en  effet  en  un  mouvement  commun  de  tous  les  électrons , 
sous  rinfluence  d'une  force  qui  s'exerce  sur  tous;  et  dans  un  pareil 
mouvement  il  ne  saurait  résulter  une  résistance  des  chocs  mutuels.  Or 
une  influence  qui  se  ferait  sentir  dans  Tun  des  deux  phénomènes,  mais 
non  dans  l'autre,  troublerait  le  rapport  constant  entre  les  deux  conduc- 
tibilités, et  c^est  précisément  la  constance  de  ce  rapport  que  nous  vou- 
lons expliquer. 

y)  Pour  la  force  électromotrice  qui  agit  dans  un  circuit  thermo- 
électrique, dont  les  soudures  sont  maintenues  aux  températures  7"  et 
T",  je  trouve  l'expression 

7- 

F=J    loonat^UT, 

T 

oïl  N^  et  N^  se  rapportent  aux  deux  métaux.  Si  cette  expression  est 
positive,  le  courant  thermoélectrique  a  lieu,  au  point  de  contact  où  la 
température  est  T\  du  premier  métal  yers  le  second. 

Pour  un  petit  intervalle  de  température,  on  a  approximativement 


et  par  conséquent 


cette  formule  exprime  la  règle  citée  dans  le  texte,  puisque  Fe  est  le 
travail  effectué  par  la  force  électromotrice,  dans  le  cas  ou  un  leul  élec- 
tron parcourt  tout  le  circuit. 

Si  l'on  suppose  que  les  électrons  libres  ont  une  charge  négative,  la 
situation  extrême  du  bismuth  à  F  un  des  bouts  de  la  série  thermoélec- 
trique résulterait  de  ce  que  dans  ce  métal  le  nombre  des  électrons 
libres  est  plus  petit  que  dans  tout  autre.  De  la  valeur  observée  pour  F, 

mise  en  rapport  avec  la  valeur  trouvée  pour  -,    on  déduit  que  pour 
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rantimoine  ce  nombre  serait  à  peu  près  4  fois  plus  grand  que  pour 
le  bismuth. 

10)  L'hypothèse  consiste  en  ceci,  qu'à  une  température  déterminée  le 
produit  des  nombres  des  électrons  libres  positifs  et  des  électrons  libres 
négatifs,  par  unité  de  volume,  est  le  même  pour  tous  les  métaux. 

11)  Je  ne  m'occuperai  pas  ici  de  savoir  jusqu'à  quel  point  les  résultats 
sont  modifiés,  quand  on  emploie  la  formule  que  j'ai  trouvée  moi-même 
pour  la  conductibilité;  .les  calculs  pourraient  d'ailleurs  être  effectués 
avec  plus  de  précision  à  d'autres  points  de  vue  encore.  Mais  cela 
n'aurait  aucune  influence  sur  V ordre  de  grandeur  de  l'absorption  et  de 
l'émission. 

12)  Il  importe  de  connaître  la  valeur  de  R^  pour  discuter  la  question 
de  savoir  quelles  sont  les  plus  grandes  différences  de  marche  pour  lesquel- 
les il  serait  encore  possible  d'observer  une  interférence  des  rayons  lumi- 
neux. On  voit  facilement  que  l'amortissement  des  vibrations  du  point 
lumineux  met  un  terme  à  la  visibilité  des  franges  d'interférence,  et  on 
peut  prouver  que,  quand  la  source  lumineuse  est  un  électron  vibrant, 
le  degré  de  l'amortissement  dépend  de  sa  dimension. 

En  effet,  soient  n  la  fréquence  des  vibrations,  3"  la  durée  d'une  vibra- 
tion, A  la  longueur  d'onde,  iVla  difl'érence  de  phase,  exprimée  en  lon- 
gueurs d'onde,  avec  laquelle  deux  rayons  interfèrent,  enfin  s  la  base  des 
logarithmes  naturels.  Il  est  clair  que  les  franges  d'interférence  doivent 
devenir  diffuses,  dès  que  les  deux  vibrations  concourantes  ont  des  inten- 
sités très  différentes,  et  tel  doit  être  le  cas  quand,  dans  le  temps  qui 
s'est  écoulé  entre  les  instants  auxquels  elles  ont  été  émises  par  le  point 
lumineux,  l'amplitudq  de  ce  dernier  a  notablement  diminué.  Nous  dé- 
terminerons la  limite  cherchée  en  cherchant  la  valeur  de  N,  pour  la- 
quelle l'amplitude  a  diminué,  dans  le  temps  Nb ,  dans  le  rapport  de  1  à 

"2  ;  il  va  sans  dire  que  c'est  là  une  détermination  un  peu  arbitraire. 

L'équation  du  mouvement  de  Télectron  vibrant  est  (voir  rem.  4  et  6) 

Si  nous  considérons  le  dernier  terme  comme  très  petit  par  rapport  aux 
deux  autres,  nous  pouvons  satisfaire  à  l'équation  par  la  valeur 

4* 


52  H.  A.  LOEENTZ.  RESULTATS  ET  PEOBLÈMES,  ETC. 

x=^  as     ^'''*»   C08  [nt-\-b)y 

où  a  et  i  sont  des  constantes  et  w  =  1/     — .  La  condition  nommée 

V      m 

tantôt,  qui  nous  servira  à  la  détermination  du  nombre  des  longueurs 

d'onde,  conduit  maintenant  à  l'équation 

3  cm 

.  ,,  2  ^2    ,  ,,  2t    ^    ^  ., 

SI  1  on  pose  m  =  -—  et  que  1  on  songe  que  «  =  -^  et  cC7  =  A,  il 

résulte  de  la 

ce  qui  prend  une  valeur  d'environ  40  millions,  quand  on  substitue 
pour  A  la  longueur  d'onde  de  la  lumière  jaune. 

MM.  LuMMER  et  Gehrcke  ont  encore  observé  une  interférence  pour 
une  différence  de  phase  de  plus  de  deux  millions  de  longueurs  d'onde. 

Ajoutons  qu'il  y  a  d'autres  raisons  pour  lesquelles  les  franges  doivent 
disparaître  plus  tôt.  Une  d'entr' elles,  sur  laquelle  M.  Michelson  a  attiré 
l'attention,  provient  de  ce  que  les  molécules  d'un  gaz  lumineux  vont  et 
viennent  dans  toutes  les  directions;  en  vertu  du  principe  de  Doppler, 
elles  émettent  donc  des  rayons  qui  n'ont  pas  tous  exactement  la  même 
fréquence.  La  lumière  sera  d'autant  moins  homogène,  et  l'interférence 
deviendra  d'autant  plus  rapidement  insensible  par  une  augmentation  de 
la  différence  de  marche,  que  la  vitesse  du  mouvement  des  molécules 
gazeuses  sera  plus  grande.  Or,  un  effet  égal  à  celui  qui  est  dû  à  Tamor- 
tissement  des  vibrations  pourrait  déjà  être  produit  par  une  vitesse  mo- 
léculaire beaucoup  plus  petite  que  celle  qui  existe  réellement  dans  les 
gaz  lumineux. 
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Introduction. 

11  y  a  quelques  années  ^),  M.  H.  W.  Bakhuis  Eoozeboom  a  exposé 
une  théorie,  permettant  de  se  faire  une  idée  générale  des  états  d^équi- 
libre,  qui  s'établissent  entre  des  cristaux  mixtes  et  leur  fonte,  ainsi  que 
de  leurs  transformations.  M.  J.  J.  van  Laar  ^)  a  fait  dernièrement  une 
étude  thermodynamique  plus  détaillée  de  ce  problème. 

C'est  en  1891  déjà  que  M.  Bakhuis  Eoozeboom  ^)  publia  son  tra- 
vail fondamental  sur  les  équilibres  entre  cristaux  binaires  et  leurs  solu- 
tions aqueuses;  il  fut  suivi  plus  tard  par  ceux  de  MM.  H.  H.  R.  Holl- 
MANN  *),  G.  Bruni  ^),  G.  Bruni  et  W.  Meyerhoffer  ^),  et  d'autres 
encore.  Mais  on  n'a  pas  encore  donné  jusqu'ici  une  théorie  générale 
des  équilibres  entre  des  cristaux  binaires  ou  ternaires  et  des  fontes 
ternaires. 

Dans  un  de  mes  travaux  antérieurs  sur  la  tension  de  vapeur  de 
mélanges  ternaires,  j^ai  dit  que  Ton  pourrait  déduire  les  phénomènes 
d'équilibre  entre  des  cristaux  mixtes  et  leurs  fontes  ternaires,  d'une 
manière  analogue  à  celle  dont  j'ai  étudié  alors  les  autres  équilibres. 

Je  me  propose  maintenant  de  faire  l'étude  de  ces  équilibres,  et  on  y 
reconnaîtra  souvent  l'analogie  la  j)lus  parfaite  entre  les  systèmes  liquide- 

*)  Ces  Archives,  (2),  3,  414,  1900. 

')  Archives  Teyler,  (2),  8,  1904. 

•)  Ces  Archives,  24,  137,  1892. 

*)  Zeitsçhr,  f,  physik.  Chem.,  40,  562,  1902. 

*)  Rendic.  d.  R.  Accad,  dei  Lincei,  (5),  9,  II,  234. 

•)  Ibidem,  (5),  11,  II,  185. 
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cristaux  mixtes  et  les  systèmes  liquide-vapeur,  parfois  avec  deux  couches 
liquides,  que  j'ai  examinés  antérieurement  *). 

Bien  que  je  parle  dans  la  suite  surtout  de  cristaux  mixtes,  toutes  les 
déductions  s'appliquent  tout  aussi  bien  aux  solutions  solides  amorphes 
qu'aux  cristallines,  et  en  général  à  toutes  les  substances,  dont  la  com- 
position change  avec  celle  de  la  solution  avec  laquelle  elles  sont  en 
équilibre. 

Supposons  que  nous  ayons  construit  la  surface  ^,  au-dessus  du  triangle 
dans  lequel  nous  représentons  les  phases  solides  et  liquides.  Cette  surface 
Ç  peut  se  composer  de  diverses  nappes.  On  a  d'abord  la  surface  qui 
fait  connaître  les  valeurs  de  la  fonction  ^  pour  les  liquides;  nous  la 
nommerons  la  surface  des  liquides  ou  le  manteau  liquide. 

Quand  il  se  présente  des  cristaux  mixtes  ternaires,  on  a  évidemment 
un  second  manteau,  qui  donne  les  valeurs  de  la  fonction  s  pour  les 
cristaux  mixtes,  et  que  nous  nommerons  la  surface  des  cristaux  mixtes 
ou  le  manteau  des  cristaux  mixtes. 

Dans  toutes  les  considérations  suivantes  je  supposerai  que  la  pression 
reste  constante. 

J'appellerai  A,  B  et  C  les  trois  composantes.  Si  l'on  voulait  baser 
une  subdivision  sur  les  systèmes  binaires,  on  pourrait  distinguer  quatre 
types  principaux. 

Ti/pe principal  I,  Deux  des  composantes,  p.  ex.  A  et  B,  forment  des 
cristaux  mixtes;  ^  et  (7  ou  2^  et  C  n'en  forment  pas. 

Type  principal  IL  II  existe  des  cristaux  mixtes  dans  deux  des  systèmes 
binaires,  p.  ex.  dans  A — B  et  A — C,  mais  non  dans  B — C, 

Typa  principal  IIL  II  y  a  des  cristaux  mixtes  dans  chacun  des  trois 
systèmes  binaires. 

Ty 2)6  principal  IV,  Il  n'y  a  pas  de  cristaux  mixtes  dans  les  syst^^mes 
binaires. 

Dans  le  cas  du  type  principal  I,  la  surface  Ç  des  cristaux  mixtes  se 
réduit  à  une  courbe,  entièrement  située  dans  le  plan  limite  AB.  Quand 
il  existe  des  cristaux  mixtes  en  toutes  proportions,  cette  courbe  K  est 
convexe  vers  le  bas  en  tous  ses  points;  quand  il  existe  une  lacune  dans 


')  Ces  Archives,   (2),    1,  411,  1898;  (2),  2,  21,  1898;  (2),  2,  144,  1899; 
(2),  4,  346,  1901;  (2),  7,  99,  1902. 
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la  série  des  cristaux  mixtes,  la  courbe  ^  est  concave  sur  une  certaine 
étendue. 

Pour  ce  qui  regarde  la  forme  du  manteau  liquide,  il  est  convexe  vers 
le  bas  en  tous  ses  points,  aussi  longtemps  que  tous  les  liquides  restent 
homogènes;  quand  il  se  présente  une  séparation  en  deux  ou  trois  cou- 
ches, il  y  existe  un  pli,  ainsi  que  je  Tai  déjà  montré  dans  mes  travaux 
antérieurs. 

Soient  jj,»  Tentropie  d'un  cristal  mixte  et  j^/  celle  du  liquide  auquel 
ce  cristal  mixt€  peut  donner  naissance.  Si  Ç,„  et  ^/  représentent  les 
valeurs  de  la  fonction  Ç  pour  les  deux  j)hases,  on  a 

On  voit  par  là  que  le  manteau  liquide  s'abaisse  quand  la  température 
s'élève,  et  il  en  est  de  même  du  manteau  ou  de  la  courbe  des  cristaux 
mixtes.  Si  nous  admettons  que  la  fusion  isothermique  réversible  est 
accompagnée  d'une  absorption  de  chaleur,  j^/  >  *^rn,  ce  qui  fait  que,  par 
élévation  de  la  température,  chaque  point  du  manteau  liquide  s'abaisse 
plus  rapidement  que  le  point  correspondant  du  manteau  des  cristaux 
mixtes. 

Il  faut  ainsi  qu'en  élevant  la  température  on  atteigne  une  température 
où  le  manteau  liquide  est  situé  tout  entier  au-dessous  de  l'autre;  tout 
e^t  liquéfié  alors;  et  inversement,  en  abaissant  la  température  on  devra 
atteindre  un  point  oh  le  manteau  des  cristaux  mixtes  est  tout  entier 
au-dessous  de  Pautre,  et  alors  tous  les  mélanges  sont  solidifiés. 

Il  est  évident  qu'entre  ces  deux  cas  extrêmes  il  y  a  des  positions 
intermédiaires,  où  les  deux  manteaux,  ou  bien  le  manteau  et  la  courbe, 
s'entrecoupent.  De  tous  les  mélanges  imaginables,  une  partie  sera  alors 
liquide  et  une  autre  solide.  Dans  la  suite,  nous  considérerons  de  plus 
près  ces  équilibres  et  les  phénomènes  de  solidification  qui  en  résultent. 
Considérons  d'abord  le  type  principal  I,  c.  à  d.  le  cas  où  il  n'y  a  de 
cristaux  mixtes  que  dans  un  seul  des  trois  systèmes  binaires.  Si  nous 
faisons  attention  à  la  nature  des  cristaux  mixtes,  il  peut  encore  se  pré- 
senter divers  cas,  et  nous  admettrons  à  ce  propos  la  même  classification 
que  celle  que  M.  Bakhuis  Roozeboom  a  établie  dans  son  travail  ')  sur 

')  Ces  Archives,  (2),  3    4U,  1900. 
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les  points  Je  solidification  des  cristaux  mixtes  de  deux  substances.  Nous 
subdiviserons  donc  comme  suit  : 

Ti/pe  prificipal  L  II  ne  se  forme  de  cristaux  mixtes  que  dans  un  seul 
des  trois  systèmes  binaires  possibles.  Suivant  la  nature  des  cristaux 
mixtes  ainsi  formés,  on  peut  distinguer  les  six  types  suivants: 

Cristaux  mixtes  isomorphes. 

Les  fontes  se  solidifient  en  formant  une  série  continue  de  cristaux 
mixtes  de  même  espèce. 

Type  1.  Les  points  de  solidification  de  tous  les  mélanges  sont  com- 
pris entre  ceux  des  deux  composantes. 

Type  2.  La  courbe  de  solidification  continue  présente  un  maximum. 

Type  3.  La  courbe  de  solidification  continue  présente  un  minimum. 

Les  fontes  se  solidifient  en  une  série  discontinue  de  cristaux  mixtes 
de  même  espèce. 

Type  4.  La  courbe  de  solidification  présente  un  point  de  trans- 
formation. 

Type  5.  La  courbe  de  solidification  présente  un  point  eutectique. 

Cristaux  mixtes  isodimorphes. 
Type  6.  Les  fontes  se  solidifient  en  deux  espèces  de  cristaux. 


Type  pkincipal  L 
A.  Les  isothermes. 

Types  1,  2  et  3.  Nous  admettons  donc  que  deux  seulement  des  com- 
posantes, savoir  A  et  B y  forment  des  cristaux  mixtes,  de  sorte  qu'il  ne 
se  présente  qu'une  seule  série  ininterrompue  de  cristaux  mixtes  binaires, 
ne  contenant  que  A  et  B,  Dans  ce  cas,  le  manteau  des  cristaux  mixtes 
se  réduit  à  une  courbe,  située  dans  le  plan  limite  AU,  Dans  la  suite, 
j'indiquerai  cette  courbe  par  t  {A,  B),  Ainsi  que  nous  le  verrons  plus 
tard,  la  troisième  composante  G  se  présente  encore  comme  phase  solide 
dans  CCS  équilibres;  le  point  qui  fait  coimaître  la  valeur  de  la  fonction 
^  pour  cette  composante  solide,  je  le  représenterai  par  Ç  (C). 

Le  plan  limite  AB  contient  deux  courbes  que  nous  avons  à  considérer. 


CRISTAUX   MIXTES  DANS  DES  SYSTEMES  TERNAIRES. 


57 


La  première  est  la  courbe  ^{AB)  des  cristaux  mixtes,  dont  nous  avons 
déjà  parlé;  Fautre  est  la  courbe  suivant  laquelle  le  manteau  liquide 
touche  le  plan  limite;  je  rappellerai  la  courbe  limite  AB. 

A  partir  du  point  ^(^7)  on  peut,  en  général,  décrire  deux  cônes  dont 
le  sommet  est  situé  au  point  ^  [Cj,  L'un  des  deux  s'obtient  en  menant 
du  point  ^  (C)  un  cône  tangent  au  manteau  liquide;  je  Tappeljerai 
C[C  L);  Tautre  a  pour  directrice  la  courbe  Ç  {AB)  des  cristaux  mixtes; 
je  l'appellerai  C{C.AB). 

Bien  souvent  nous  aurons  à  nous  occuper  d'une  troisième  surface 
réglée,  qui  est  engendrée  de  la  façon  suivante.  Par  un  point  quel- 
conque de  la  courbe  ^{AB)  nous  menons  une  tangente  à  cette 
courbe,  et  par  cette  tangente  un  plan  qui  touche  le  manteau  liquide; 
nous  faisons  rouler  maintenant  ce  plan  de  manière  à  lui  laisser  tou- 
cher d'une  part  le  manteau  liquide,  et  couper  d'autre  part  le  plan 

A" 


AB  suivant  une  tangente  à  la  courbe  Ç  {AB);  nous  obtenons  comme 
enyeloppe  de  tous  ces  plans  une  surface  réglée,  que  j'appellerai  dans  la 
suite  ^(Z;.-^^). 

Admettons  que  le  cône  C.AB  soit  situé  tout  entier  au-dessus  du 
manteau  liquide;  cette  circonstance  se  réalise  toujours  quand  la  tempé- 
rature est  suffisamment  basse.  Alors  ce  cône  est  aussi  plus  bas  que  le 
cône  CL  et  que  la  surface  réglée  L.AB;  ce  qui  fait  que  les  états 
d'équilibre  les  plus  stables,  à  la  température  considérée,  sont  précisé- 
ment ceux  qui  sont  donnés  par  le  cône  C.  AB, 

La  fig.  1  donne  une  projection  de  ce  cône,  notamment  les  projections 
de  quelques  génératrices  partant  toutes  de  C.  On  reconnaît  aisément  que 
chaque  point  du  triangle  représente  un  mélange  de  deux  substances 


58  F.  A.  H.  SCHREINEMAKERS. 

solides;  Tune  d*elles  est  toujours  la  composante  solide  C,  l'autre  un 
rat^auge  binaire  [AB).  A  la  température  à  laquelle  se  rapporte  la  fig.  1 , 
une  fonte  de  composition  x  se  solidifiera  donc  en  un  conglomérat  de  (' 
solide  et  de  cristaux  mixtes  de  composition  x^.  Tel  est  aussi  le  cas  pour 
une  fonte  ^,  et  en  général  pour  toutes  les  fontes,  dont  les  compositions 
sont  fournies  par  des  points  de  la  droite  Cx^ .  Quand  la  fonte  est  située 
plus  près  du  côté  BC  du  triangle,  les  cristaux  mixtes  contiennent  une 
plus  forte  proportion  de  la  composante//;  ainsi  p.  ex.  la  fonte  z  donnera 
des  cristaux  mixtes  z^ .  Dans  le  cas  limite  où  la  fonte  est  représentée 
par  un  point  pris  sur  l'un  des  cotés,  les  cristaux  mixtes  sont  remplacés 
par  une  des  composantes  ^  ou  -B;  c'est  ainsi  que  la  fonte  s  se  solidifie 
en  un  conglomérat  de  C  et  B,  tandis  qu'une  fonte  sur  AC  fournit  un 
conglomérat  des  deux  substances  À  et  C.  Quand  la  fonte  est  située  sur 
le  coté  AB  du  triangle,  il  se  forme  ])ar  solidification  uniquement  des 
cristaux  mixtes  de  même  composition;  ainsi  la  fonte  j?,  donne  des  cris- 
taux mixtes  ^,  etc. 

Imaginons  que  nous  ayons  mené  par  A/^  (fig.  1)  le  plan  limite.  Le 
manteau  liquide  touche  ce  plan  limite  suivant  une  courbe:  la  courbe 
limite.  La  fig.  2  représente  ce  plan  limite.,  et  A' B'  est  la  courbe  limite. 
Ce  plan  contient  encore  la  courbe  ^  {A/i),  c.h  AAa  courbe  des  cristaux 
mixtes,  qui  est  représentée  en  pointillé  {A"  B")  dans  la  fig.  2.  Dans  le 
cas  que  nous  considérons  en  ce  moment,  on  doit  évidemment  se  figurer 
que  la  courbe  A^B"  soit  toute  entière  au-dessous  de  la  courbe  A' h'; 
et  le  cône  C.  AB  aussi  est  tout  entier  au-dessous  du  manteau  liquide. 

Elevons  maintenant  la  température;  le  cône  C.AB  et  le  manteau 
liquide  s'abaissent  tous  deux;  mais,  comme  le  manteau  liquide  se  meut 
plus  rapidement  que  le  cône  C.AB,  ils  se  toucheront  à  une  certaine 
température.  Le  point  de  contact  peut  tomber  dans  un  des  plans  limites 
AC  ou  BC  ou  sur  la  partie  intérieure  des  surfaces. 

Supposons  d'abord  que  le  point  de  contact  soit  situé  dans  un  des  plans 
limites,  p.  ex.  AC  Puisque  le  cône  C .  AB  est  situé  tout  entier  au-dessous 
du  manteau  liquide,  sauf  au  point  de  contact  même,  il  faut  aussi  que 
dans  la  fig.  2  la  courbe  A"B"  soit  située  toute  entière  au-dessous  de  la 
courbe  A'  B' , 

Nommons  r  le  point  de  contact  et  soit  r  (fig.  1)  la  projection  de  ce 
point.  Litroduisons  maintenant  le  cône  CL;  ce  cône  touche  le  man- 
teau liquide  suivant  la  courbe  rY,  dont  la  projection  est  représentée 
par  la  courbe  pointillée  rs  de  la  fig.  1;  comme  ce  cône  est  encore  situé 
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au-dessus  du  cône  C.AB,  nous  pouvons  encore  en  faire  abstraction. 
Si  Ton  suppose  que  dans  la  fig.  2  la  courbe  A" If  soit  encore  tout  entière 
au-dessous  de  la  courbe  A' B'  et  que  Ton  ait  construit  la  surface  réglée 
L.AB^  on  trouve  que  cette  dernière  touche  le  manteau  liquide  suivant 
une  courbe^  qui  part  de  /  et  aboutit  quelque  part  en  un  point  l'  du 
plan  limite  BC\  la  projection  de  cette  courbe  est  donnée  par  rt.  Ainsi, 
le  cône  C.  //  et  la  surface  réglée  L .  AB  sont  situés  tout  entiers  au-dessus 
du  cône  C.AB,  à  l'exception  du  point  /  oii  les  trois  surfaces  sont  tan- 
gentes deux  à  deux  et  au  manteau  liquide. 

Il  ne  peut  exister  à  cette  température  qu'un  seul  liquide,  savoir  la 
fonte  binaire  r,  qui  soit  en  équi- 
libre aussi  bien  avec  le  solide  A 
qu'avec  le  solide  C.  Ce  point  r 
représente  donc  la  fonte  eutec- 
tique  ou  la  solution  cryohydra- 
tique  du  système  binaire  A(\ 
Elevons  quelque  peu  la  tempé- 
rature; alors  le  cône  C.  AB  et 
le  manteau  liquide  s'entrecou- 
pent, et  une  petite  partie  du 
cône  vient  au-dessus  du  man- 
teau. Prenons  une  génératrice 
de  ce  cône,  qui  soit  située  au- 
dessous  du  manteau  liquide,  et 

faisons  passer  par  cette  droite  un  plan  tangent  au  cône.  Si  nous  faisons 
rouler  ce  plan,  tout  en  le  laissant  tangent  au  cône,  il  arrivera  un  mo- 
ment où  il  touche  également  le  manteau  liquide  en  un  point.  Dans 
la  fig.  3  Cml  est  la  projection  de  ce  plan;  /est  notamment  la  projection 
du  point  de  contact  /'  de  ce  plan  avec  le  manteau  liquide,  et  ifi  la  pro- 
jection du  point  m\  où  ce  plan  touche  la  courbe  Ç  [AB),  Aussi  long- 
temps que  nous  ne  nous  occupons  que  des  états  d'équilibre  stable,  nous 
n'avons  à  considérer,  des  diverses  surfaces,  que  ces  parlies-là  qui  ont 
la  situation  la  plus  basse. 

On  trouve  dans  la  fig.  3  les  ])rojections  de  ces  parties;  CBm  est  le 
cône  C.AB)  Clp  le  cône  CL,  Amlq  la  surface  réglée  L.AB  etp/q  le 
manteau  liquide.  Considérons  maintenant  d'un  peu  plus  près  les  divers 
champs  dans  lesquels  est  divisé  le  triangle  de  la  fig.  3.  Le  secteur  Clp 
contient  tous  les  états  d'équilibre  entre  le  solide  C  et  une  fonte;  les 
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compositions  des  solutions  qui  peuvent  être  en  équilibre  avec  le  solide 
C  sont  indiquées  par  des  points  de  la  courbe  pL  La  courbe  ql  fait  con- 
naître les  liquides  qui  peuvent  être  en  équilibre  avec  des  cristaux 
mixtes;  on  voit  que  la  composition  des  cristaux  mixtes  change  avec 
celle  du  liquide.  C'est  ainsi  que  le  liquide  binaire  q  est  en  équilibre 
avec  la  substance  pure  A;  le  complexe  v^  se  sépare  en  liquide  v  et  cris- 
tal mixt€  i\,,  et  les  cristaux  mixtes  7/2  peuvent  être  en  équilibre  avec  le 
liquide  L  J'ai  dessiné  dans  la  figure  quelques  génératrices  ou  lignes  de 
conjugaison  de  la  surface  réglée  L.AB-,  dans  le  voisinage  d'un  des 
côtés  du  triangle,  elles  sont  évidemment  parallèles  à  ce  côté.  Le  triangle 
Cml  donne  les  équilibres  entre  le  solide  C,  les  cristaux  mixtes  m  et  le 
liquide  l,  tandis  que  Ton  trouve  dans  le  champ  CmB  des  conglomérats 
de  solide  C  et  de  cristaux  mixtes. 

k  la  température  considérée,  la  série  toute  entière  des  cristaux  mix- 
tes entre  A  et  B  est  réalisable;  une  partie,  de  A  &  7/t,  ne  saurait  être 
en  équilibre  avec  le  solide  C,  mais  bien  avec  des  liquides;  le  reste,  de 
B  k  m,  n'est  en  équilibre  avec  aucun  liquide,  mais  seulement  avec  le 
solide  C.  Il  n'y  a  que  les  cristaux  mixtes  de  composition  7n  qui  puissent 
coexister  à  la  fois  avec  un  liquide  et  avec  le  solide  C.  En  tout ,  nous 
avons  donc  les  états  d'équilibre  suivants: 

Dans  le  triangle  CB/ri  :  des  conglomérats  du  solide  C  et  de  cristaux 
mixtes; 

dans  le  triangle  Cml:  solide  C  et  cristaux  mixtes  avec  liquide; 

dans  le  champ  Clp  :  solide  C  et  liquide  ; 

dans  le  champ  Anilq:  cristaux  mixtes  et  liquide; 

dans  le  champ  l-pq  ;  liquides  non-saturés. 

Partons  du  complexe  y,  formé  par  un  conglomérat  de  solide  C  et  de 
cristaux  mixtes,  et  ajoutons-y  la  composante  A)  nous  supposons  évi- 
demment que  la  température  reste  constante.  Le  complexe  se  déplace 
alors  suivant  la  droite  y  A,  de  1/  vers  A\  il  passe  donc  successivement 
par  les  trois  champs  CBniy  Cml  et  Amlq,  Les  cristaux  mixtes  se  trans- 
forment donc  continuellement  et  contiennent  de  plus  en  plus  de  la  com- 
posante A.  Au  commencement,  notamment  aussi  longtemps  qu'ils  n'ont 
pas  encore  atteint  la  composition  ///,  ils  coexistent  encore  avec  le  solide 
C;  mais  ensuite  il  se  produit  une  fusion  et  il  se  forme  le  liquide  /;  le 
solide  C  disparaît  par  là  et  on  finit  par  obtenir  des  cristaux  mixtes  en 
équilibre  avec  un  liquide. 

Les  phénomènes  sont  tout  autres  quand  on  ajoute  la  composante  A 
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au  complexe  x,  La  droite  xA  coupe  successivement  les  champs  BCm , 
Cmly  Clp^  plq  et  Amlq,  L'addition  de  la  composante  J  a  alors  pour  con- 
séquence, que  d'abord  les  cristaux  mixtes  disparaissent  et  qu'il  se  forme 
une  solution,  savoir  l;  puis  la  phase  solide  C  disparaît  à  son  tour  et 
une  solution  non-saturee  prend  naissance;  enfin  il  se  reforme  des  cris- 
taux mixtes.  11  se  présente  donc  ici  cette  circonstance  particulière,  que 
l'addition  de  A  provoque  d'abord  la  disparition,  puis  la  réapparition  de 
cristaux  mixtes. 

La  température  à  laquelle  se  rapporte  la  fig.  3  est  plus  élevée  que  la 
température  eutectique  des  composantes  ^  et  C;  elle  est  toutefois  plus 
basse  que  celle  des  composantes  B  et  C  et  que  les  points  de  fusion  des 
substances  pures.  Quand  on  élève  la  température,  il  peut  se  présenter 
divers  cas.  11  peut  notamment  se  montrer  un  nouveau  point  de  contact 
dans  le  plan  limite  BC,  de  sorte  qu'il  se  forme  du  côté  de  BC  un  nou- 
veau triangle  de  trois  phases;  mais  il  se  peut  aussi  que  cela  n'arrive 
pas.  Dans  le  plan  limite  AB  aussi  peuvent  se  présenter  diverses  cir- 
constances. Ce  plan  limite,  représenté  fig.  2,  contient  notamment  la 
courbe  limite  A'B'  et  la  courbe  ^{AB),  représentée  par  A^B^,  A  la 
température  à  laquelle  se  rapporte  la  fi^.  3,  A'^B"  est  encore  tout  entier 
au-dessous  de  A'B".  Si  la  température  s^élève,  ces  deux  courbes  s'entre- 
couperont d'abord,  et  finalement  A"B^  sera  tout  entier  au-dessus  de 
A'B',  Le  passage  peut  s'effectuer  de  trois  façons  tout  à  fait  difl*érentes 
qui  nous  donnent,  pour  le  sjtème  binaire  AB,  les  types  1,  2  et  3. 
Parmi  les  nombreux  cas,  fournis  par  la  combinaison  des  précédents, 
nous  en  considérerons  quelques-uns  de  plus  près.  Elevons  notamment 
la  température;  le  triangle  Cml  se  rapproche  de  plus  en  plus  du  côté 
CB;  nous  admettrons  d'ailleurs  que  la  courbe  A^B^  de  la  fig.  2  reste 
toujours  au-dessous  de  la  courbe  A'B\  A  la  température  eutectique  du 
système  binaire  BC,  le  triangle  Cml  coïncide  avec  le  côté  BC,  savoir 
le  point  m  avec  B  et  le  point  /  avec  le  liquide  eutectique  du  système 
BC,  de  sorte  que  les  deux  courbes  pi  et  ql  de  la  fig.  3  se  rencontrent 
en  un  point  du  côté  BC.  Alors  le  triangle  n'est  plus  partagé  en  cinq, 
mais  en  trois  champs,  savoir  Cpl,  plq  et  qABL  Des  conglomérats  de 
cristaux  mixtes  et  de  la  composante  solide  A  ne  sont  plus  réalisables; 
en  outre,  il  n'y  a  plus  de  cristaux  mixtes  pouvant  être  en  équilibre 
avec  un  liquide  et  avec  le  solide  C. 

Si  nous  élevons  davantage  la  température,  nous  obtenons  la  fig.  4; 
ABlq  est  la  projection  de  la  surface  réglée  L .  AB;  dp  celle  du  cône  CL. 
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Ici  aussi  nous  avons  donc  à  distinguer  trois  champs,  savoir  Ckp,  à 
rinterieur  duquel  se  trouvent  les  complexes  de  solide  C  avec  des  liqui- 
des; puis  le  champ  Ic2)ql ,  qui  contient  des  liquides  homogènes,  et  Ahïq 
oh,  coexistent  des  liquides  et  des  cristaux  mixtes. 

Prenons  un  complexe  de  solide  B  et  de  liquide  /,  représenté  donc  par 
un  point  entre  B  et  /,  p.  ex.  z.  Ajoutons-y  la  composante  A.  Le  com- 
plexe se  déplace  alors  suivant  la  droite  Az,  en  allant  vers  A,  Comme 
cette  droite  est  toute  entière  à  l'intérieur  du  champ  4Blq,  le  liquide 

])asse  par  tous  les  points  de  la 
courbe  Iq  et  la  composante  solide 
B  devient  des  cristaux  mixtes, 
dont  la  composition  passe  par 
tous  les  états  intermédiaires 
entre  B  et  A, 

On  pourrait  partir  aussi  d'un 
liquide  non-saturé,  p.  ex.  y,  et 
y  ajouter  du  solide  A.  Alors  le 
complexe  varierait  suivant  la 
droite  y  A,  On  aurait  alors  au 
commencement  une  solution 
non-saturce,  mais  dans  la  suite  se 
formeraient  des  cristaux  mixtes. 
Les  circonstances  deviennent  plus  com])liquées  quand  nous  partons 
de  la  solution  k,  qui  est  en  équilibre  avec  la  composante  solide  C,  Soit 
X  ce  comj)lexe,  do  sorte  que  l'addition  de  A  lui  fait  parcourir  la  droite 
xA j  qui  coupe  kp  en  x^  et  h[  en  ^'2*  ^^^  point  conjugué  à  x^  est  repré- 
senté par  x^.  Ajoutons  maintenant  au  complexe  x  la  composante  A, 
Le  liquide  k  parcourt  alors  la  courbe  kp  de  kvLX^,  puis  la  droite  x^x^ 
et  ensuite  la  courbe  x.^q.  Ce  déplacement  est  accompagné  d'un  change- 
ment de  la  phase  solide;  la  composante  solide  C  disparaît  tout  d'abord 
pour  faire  place  à  une  solution  non  saturée,  puis  il  se  forme  des  cris- 
taux mixtes  de  composition  x^,  et  ceux-ci  se  transforment  continuelle- 
ment en  d'autres,  dont  la  teneur  en  A  va  en  augmentant. 

Quand  la  température  s'élève  encore,  la  fig.  4  change  de  nouveau, 
et  ce  changement  peut  s'effectuer  de  plusieurs  manières.  Le  cas  le  plus 
simple  est  celui  où  le  secteur  Ckp  disparaît,  de  sorte  qu'il  ne  reste  plus 
que  la  courbe  Iq,  Mais  il  se  peut  que  d'abord  la  surface  réglée  L.AB 
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sabisse  une  transformation,  que  je  veux  examiner  d'un  peu  plus  pK's. 
En  déduisant  la  tig.  4,  nous  avons  supposé  que  la  courbe  A'B'  de  la 
tig.  2  était  encore  toute  entière  au-dessous  de  J'Ji\  Or,  à  une  temjH'- 
rature  suffisamment  élevée,  J'B'  viendra  au-dessus  de  la  courbe  A'B\ 
Ce  changement  peut  s'effectuer  de  plus  d'une  façon,  que  nous  allons 
examiner  de  plus  près.  Admettons  que  Télévation  de  la  teini)érature 
fasse  d'abord  coïncider  A'  avec  A\  et  qu'il  apparaisse  ensuite  un  point 
d'intersection,  indiqué  ^^.  2,  qui  se  déplace  vers  Taxe  BB'  par  éléva- 
tion de  la  température.  B"  finira  par  coïncider  avec  7^  et  alors  la 
courbe  A'B"  sera  tout  entière  au-dessus  de  A'  B*.  Dans  ces  conditions  , 
c'est  A  qui  a  le  point  de  solidification  le  plus  bas  et  ^  le  point  de 
solidification  le  plus  élevé,  tandis  que  les  points  de  congélation  de  tous 
les  mélanges  binaires  AB  sont  situés  entre  les  points  de  solidification 
des  deux  composantes.  Les  cristaux  mixtes  AB  appartiennent  donc  au 
type  1. 

Dans  la  fig.  2  les  deux  courbes  s'entrecoupent  en  *;  il  est  possible  de 
mener  alors  une  tangente  double,  dont  les  points  de  contact  sont  «'  etw,". 
Construisons  maintenant  la  surface  réglée  L .  AB,  Prenons  dans  ce  but 
un  point  de  la  portion  B''n^''  de  la  courbe  A^B"  et  menons  par  ce  point 
une  tangente  à  la  courbe.  On  voit  que  cette  tangente  est  située  tout 
entière  au-dessous  de  la  courbe  limite  A' B',  donc  aussi  au-dessous  du 
manteau  liquide;  on  peut  donc  mener  par  cette  droite  un  plan  qui 
touche  le  manteau  liquide.  Prenons  maintenant  un  point  de  la  portion 
fil" A";  si  nous  menons  une  tangente  par  ce  point,  elle  coupe  la  courbe 
limite  A'B\  donc  aussi  le  manteau  liquide.  Gela  fait  que  par  cette  tan- 
gente il  est  impossible  de  mener  un  plan  tangent  au  mantejiu  liquide. 
Prenons  enfin  le  point  ;//  lui-même,  par  lequel  passe  la  tangente  dou- 
ble ///w';  dans  ce  cas  limite  c'est  le  plan  limite  A  H  même  qui  touche 
le  manteau  liquide  et  contient  cette  tangente. 

De  tout  ce  qui  précède,  il  résulte  que  la  projection  de  la  surface 
réglée  L.AB  doit  donner  une  configuration,  comme  celle  qui  est  repré- 
sentée par  Blniii  dans  la  fig.  5.  La  courbe  hi  donne  les  compositions 
des  liquides  et  la  droite  Bn^  les  compositions  des  cristaux  mixtes.  La 
droite  nn^  est  une  génératrice  ou  une  droite  de  conjugaison,  de  sorte 
que  les  cristaux  mixtes  n^  peuvent  être  en  équilibre  avec  K.  liquide  w; 
dans  le  voisinage  immédiat  du  coté  AB,  les  lignes  de  conjugaison  sont 
évidemment  à  peu  près  parallèles  à  ce  côté,  et  celles  voisines  de  BC 
sont  sensiblement  parallèles  à  BC,  J'y  reviendrai  d'ailleurs. 
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On  voit  quelle  différence  il  j  a  entre  les  deux  figures  4  et  5.  A  la 
température  à  laquelle  se  rapporte  la  fig.  4 ,  tous  les  cristaux  mixtes 
entre  A  et  B  sont  possibles  et  ils  peuvent  coexister  avec  des  solutions; 
à  la  température  pour  laquelle  a  été  dessinée  la  fig.  5,  une  partie  seule- 
ment de  la  série  entière  des  cristaux  mixtes  peut  exister,  savoir  la  partie 
Bn^,  Si  Ton  prend  des  mélanges  indiqués  par  un  point  de  la  partie  nn^, 
à  la  température  considérée  ils  se  séparent  tous  en  liquide  w  et  en  cris- 
taux mixtes  w, ,  tandis  que  les  mélanges  de  la  portion  nA  restent  tous 
liquides. 

La  fig.  4  s'applique  à  une  température  inférieure  au  point  de  solidi- 
fication de  la  composante  À,  la  fig.  5  à  une  température  supérieure.  A 
J5  B 


Fig.  5. 


cette  température  de  solidification  même,  la  courbe  Iq  de  la  fig.  4,  ou 
lu  de  la  fig.  o,  pjissera  par  le  point  A,  et  la  génératrice  qA  de  la  fig.  4, 
ou  nn^  de  la  fig.  5,  se  réduira  à  un  point,  savoir  le  point  A, 

Si  Ton  élève  encore  plus  la  température,  les  points  «w,  et  /  se 
déplacent  vers  B,  et  à  la  température  de  congélation  de  la  compo- 
sante B  le  champ  ^«,  ni  s*évanouit.  Le  champ  Ckp  aussi  disparaîtra 
par  élévation  de  température,  et  alors  il  ne  restera  plus  que  des  mélanges 
liquides. 

En  déduisant  les  figg.  3  et  4,  nous  avons  supposé  que  la  courbe 
A^B^  de  la  fig.  2  était  toute  entière  au-dessous  de  la  courbe  A'B\  Or, 
à  la  température  à  laquelle  se  rapporte  la  fig.  3,  ces  deux  courbes 
peuvent  déjà  s'entrecouper.  On  obtient  alors  une  figure  que  j'ap- 
pellerai 3a,  mais  que  je  n'ai  pas  dessinée.  On  peut  se  la  représenter 
comme  identique  à  3,  sauf  que  la  courbe  Iq  ne  se  termine  pas  eu 
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un  point  q  du  côté  CA,  mais  en  un  point  n  comme  dans  la  fig.  5. 

Nous  avons  considéré  ainsi  le  cas  où  les  cristaux  mixtes  binaires 
appartiennent  au  type  1  ;  supposons  maintenant  que  nous  ayons  affaire 
au  type  2,  c.  à  d.  que  la  courbe  continue  des  points  de  congélation  des 
cristaux  mixtes  AB  passe  par  un  maximum.  Considérons  les  deux 
courbes  A' If  et  A^B^  de  la  fig.  2 ,  et  commençons  de  nouveau  par  sup- 
poser que  A^B"  soit  tout  entière  au-dessous  de  A'if.  Quand  la  tempé- 
rature s'élève,  A'  vient  d'abord  au-dessus  de  A' ,  puis  B"  au-dessus  de 
B\  ce  qui  fait  qu'aux  deux  bords  c'est  la  courbe  A'B^,  mais  au  milieu 
la  courbe  A^B*  qui  est  située  le  plus  bas.  On  peut  mener  maintenant 
deux  droites  bitangentes  et  on  reconnaîtra  aisément,  après  les  dévelop- 
pements précédents,  que  la  projection  de  la  surface  réglée  L,AB  don- 
neid  une  configuration  comme  oxyx^nn^o^  de  la  fig.  6,  où  ox^x^^i  est  la 
courbe  des  liquides  et  o,w,  la  ligne  des  cristaux  mixtes.  De  toute  la 
série  de  cristaux  mixtes  AB\\  ne  peut  exister,  à  cette  température,  que 
la  seule  partie  o^  ;/|  ;  o,  et  «,  peuvent  être  en  équilibre  avec  des  liquides 
binaires,  les  autres  cristaux  avec  des  liquides  ternaires  seulement.  Dans 
la  fig.  6  j'ai  encore  représenté  la  projection  du  cône  C.X,  notamment 
Ckp\  le  lecteur  reconnaîtra  aisément  que  c'est  le  point  de  solidification 
de  la  composante  C  qui  détermine  si  ce  cas  se  réalise,  ou  non. 

Partons  du  liquide  binaire  non-saturé  a?,  et  ajoutons-y  la  compo- 
sante A.  La  fig.  6  fait  clairement  voir  qu'alors  le  liquide,  non-saturé 
au  commencement,  laisse  bientôt  déposer  des  cristaux  mixtes,  dont 
la  quantité  va  d'abord  croissant,  mais  qui  disparaissent  ensuite  pour 
faire  place  de  nouveau  à  un  liquide  non-saturé.  Le  liquide  parcourt 
d'abord  la  droite  a?a?,,  puis  la  courbe  x^x^  et  ensuite  de  nouveau  la 
droite  x^A, 

A  une  température  suffisamment  élevée,  la  surface  réglée  disparaîtra 
en  un  point  M  du  côté  AB)  ce  point  M  fait  connaître  la  composition 
des  cristaux  mixtes  dont  le  point  de  fusion  est  maximum. 

Supposons  maintenant  que  les  cristaux  mixtes  binaires  AB  appar- 
tiennent au  type  3,  c.  à  d.  que  la  courbe  continue  des  points  de  solidi- 
fication passe  par  un  minimum.  Prenons  d*abord  une  température 
suffisamment  basse  pour  que  tous  les  mélanges  AB  n'y  existent  qu'à 
rétat  solide.  Dans  la  fig.  2,  A^B"  est  alors  au-dessous  de  A'B\  A  mesure 
que  la  température  s'élève,  ces  deux  courbes  se  rapprochent  l'une  de 
l'autre  et  elle^  finissent  par  se  toucher  en  un  point.  Soit  r  (fig.  2)  ce 
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point  de  contact;  en  dehors  de  ce  point,  la  courbe  A'V  est  encore  toute 
entière  au-dessous  de  A'JÏ.  Si  Ton  élève  davantage  la  température,  les 
deux  courbes  s'entrecoupent  en  deux  points,  qui  les  partagent  en  trois 
tronçons.  Entre  ces  deux  points,  la  courbe  AS  est  la  plus  basse;  de 
part  et  d'autre  c'est  la  courbe  A"  H" ,  Construisons  de  nouveau  la  sur- 
face réglée  L.  AB  et  projetons-là  sur  le  plan  horizontal;  nous  obtenons 
ainsi  une  figure  comme  la  figure  7.  La  surface  réglée  se  compose  de 
deux  portions  tout  à  fait  séparées,  savoir  Bboo^  et  Jann^,  et  de  la  série 
complète  des  cristaux  mixtes  AB  les  portions  Bo^  et  A^t^  peuvent  seu- 
les être  réalisées.  Partons  de  la  composante  solide  B  en  équilibre  avec 

le  liquide  b  et  ajoutons  à  ce 
complexe  la  composante  A,  La 
composante  B  se  transforme 
alors  en  cristaux  mixtes;  mais 
bientôt  la  phase  solide  disparaît 
pour  reparaître  sous  forme  de 
cristaux  mixtes. 

A  mesure  que  la  température 

s'abaisse,  les  points  o  et  n  sq 

rapprochent  l'un  de  l'autre,  et 

ils  coïncident,  à  la  température 

^  minima  des  cristaux  mixtes  AB, 

en  un  certain  point,  p.  ex.  m; 

alors  la  courbe  amb  touche  le 

côté  AB  en  m.  A  des  températures  plus  basses  encore,  on  retrouve  des 

isothermes  comme  dans  la  fig.  4. 

Les  trois  champs  de  la  fig.  7  disparaissent  évidemment  par  élévation 
de  température,  et  on  reconnaît  que  c'est  le  point  de  fusion  des  compo- 
santes qui  détermine  Tordre  dans  lequel  ces  champs  disparaissent. 

Ainsi  que  nous  l'avons  vu  dans  ce  qui  précède,  les  isothermes  pren- 
nent une  autre  forme  quand  le  mélange  binaire  AB  appartient  à  un 
autre  type;  nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  les  types  1,  2  et  3  et 
nous  reviendrons  plus  tard  sur  les  autres. 

Considérons  encore  une  fois  le  triangle  des  trois  phases  Cml  de  la 
fig.  3.  Le  point  /  qui  représente  la  phase  liquide,  en  équilibre  avec  la 
composante  solide  C  et  les  cristaux  mixtes  w,  se  déplace  par  élévation 
de  température  du  côté  CA  vers  le  côté  CB,  et  forme  une  courbe  qui 
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relie  les  deux  points  eutectiques  de  ces  côtes.  Cette  courbe,  on  poiurrait 
rappeler  la  courbe  de  solidification  ternaire.  A  propos  de  l'allure  de 
cette  courbe  nous  pouvons  distinguer  divers  cas;  je  ne  parlerai  que  des 
trois  suivants: 

Type  a,  La  courbe  de  solidification  ternaire  ne  présente  ni  maximum 
ni  minimum  de  température. 

Type  h.  La  courbe  ternaire  présente  un  maximum  de  température. 

Type  c.  Elle  présente  un  minimum  de  température. 

Les  divers  cas,  que  nous  avons  considérés  dans  ce  qui  précède, 
appartiennent  tous  au  type  a;  nous  considérerons  maintenant  quelques 
cas  du  iype  b.  Figurons-nous  que  nous  ayons  mené,  au-dessus  du 
triangle,  le  cône  C.  AB  et  le  manteau  liquide.  Nous  partons  d'une 
température  suffisamment  basse,  pour  que  le  cône  C.AB  soit  tout 
entier  au-dessous  du  manteau  liquide.  Par  élévation  de  température  ils 
se  rapprochent  Tun  de  Tautre,  et  nous  supposerons  que  le  premier  con- 
tact ait  lieu  dans  le  plan  limite 
CA\  à  des  températures  un  peu 
plus  élevées  on  obtient  donc 
une  projection  comme  fig.  3. 
Nousadmettonsenoutrequ'une 
élévation  poursuivie  de  la  tem- 
pérature entraîne  un  deuxième 
contact,  dans  le  plan  limite  CB, 
Il  est  facile  de  se  convaincre 
qu'à  des  températures  un  peu 
plus  élevées  on  obtient  une  pro- 
jection comme  fig.  8.  Le  plan  O 
tout  entier  est  partagé  en  9 
champs.  Le  champ  Cmu  contient 
des  conglomérats  de  cristaux  mixtes  et  du  solide  G;  chacun  des  deux 
triangles  Cfrd  et  Cut  exprime  l'équilibre  entre  un  liquide,  le  solide  Cti 
des  cristaux  mixtes;  chacun  des  secteurs  Cr/et  Tf?/ donne  des  complexes 
d'un  li([uide  et  du  solide  C;  chacun  de^  deux  champs  Bsfu  et  Aqlm  fait 
connaître  les  états  d'équilibre  entre  un  liquide  et  des  cristaux  mixtes; 
enfin,  les  deux  champs  rsl  et  pql  contiennent  des  liquides  non-saturés. 

Prenons  deux  liquides  nou-saturés  situés  Tuu  dans  le  champ  rsf y 
l'autre  dans  le  champ  pql.  Si  nous  les  mélangeons,  la  composition  du 
mélange  résultant   dépendra  de  la  proportion  dans  laquelle  ces  deux 
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liquides  ont  été  mélangés.  Le  nouveau  liquide  pourra  donc  tomber  dans 
le  domaine  Cum,  On  voit  que  le  mélange  ainsi  obtenu  se  solidifie  en  un 
conglomérat  de  solide  C  et  de  cristaux  mixtes. 

Prenons  un  complexe  du  liquide  r  et  de  la  composante  C  Soit  a 
ce  complexe;  ajoutons-y  .V,  de  sorte  qu'il  suit  la  droite  aj4.  Aussi 
longtemps  qu'il  rest^  dans  le  secteur  Crf^  C  est  la  phase  solide;  mais, 
quand  il  pénètre  dans  le  triangle  Clu,  il  se  forme  des  cristaux  mixtes 
de  composition  w,  jusqu'à  ce  que  le  liquide  t  ait  complètement  disparu 
et  que  tout  se  soit  transformé  en  solide  C  et  cristaux  mixtes  u.  Par  une 
nouvelle  addition  de  ^,  le  conglomérat  de  C  et  de  cristaux  mixtes  ne 
change  pas,  jusqu'à  ce  que  le  complexe  soit  arrivé  en  rf,  et -alors  les 
cristaux  mixtes  passent  évidemment  en  d'autres,  dont  la  composition  est 
m.  11  s'opère  à  présent  une  fusion  et  le  liquide  a  la  composition  /. 
Quand  le  complexe  est  arrivé  en  e^  tout  C  a  disparu  et  les  cristaux 
mixtes  m  se  transforment  continuellement  en  d'autres  dont  la  teneur  en 
A  va  en  augmentant.  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  l'addition  de^^  au 
complexe  a  produit  d'abord  une  congélation  complète,  puis  une  fusion 
partielle. 

Quant  au  liquide,  sa  composition  change  d'abord  continûment  de  r 
à  t,  et  ce  dernier  liquide  disparaît  complètement.  Par  la  fusion  qui 
s'opère  plus  tard  il  se  forme  un  tout  autre  liquide,  savoir  /,  qui  par- 
court ensuite  la  courbe  Iq.  Tandis  que  le  changement  de  composition 
du  liquide  de  r  à  ^  et  de  ^  à  ^  s'opère  graduellement,  on  a  de  /  à  /  un 
passage  brusque.  Quand  le  complexe  a  a  une  autre  composition,  les 
phénomènes  peuvent  être  quelque  peu  différents;  mais  je  n'examinerai 
pas  ces  autres  circonstances. 

Si  Ton  élève  la  température,  les  deux  triangles  se  rapprochent  l'un  de 
l'autre,  et  finissent  par  coïncider  en  ne  formant  plus  qu'une  ligne 
droite;  le  point  u  coïncide  alors  avec  m  et  l  avec  /.  La  branche  se  est 
alors  dans  le  prolongement  de  Iq,  et  r/  dans  le  prolongement  de  Ip,  On 
reconnaît  aisément  qu'on  peut  aussi  déduire  cette  isotherme  de  la  fig.  4, 
quand  on  se  figure  que  les  courbes  kj)  et  Iq  se  touchent.  Par  le  point 
de  contact,  que  je  nommerai  X,  passe  une  génératrice  CX  du  cône  C.  L 
et  aussi  une  génératrice  de  la  surface  réglée  L.AB\  ces  deux  droites 
n'en  forment  qu'w»(?  seule  et  coïncident  avec  la  génératrice,  passant  par 
X,  du  cône  C.AB. 

Il  peut  évidemment  se  présenter  encore  d'autres  formes  d'isothermes, 
que  l'on  peut  déduire  de  la  fig.  8.  C'est  ainsi  que  nous  avons  admis 


CRISTAUX  MIXTES  DANS  DES  SYSTEMES  TERNAIRES. 


69 


que  Iq  aboutit  sur  le  côte  CA-,  or,  cette  courbe  peut  ovidemraent  abou- 
tir sur  mA,  Et  la  courbe  st  peut  évidemment  se  terminer  en  un  point 
de  Bu.  Par  élévation  de  température  on  pourra  ainsi  obt<»nir  dans  la 
fig.  8  des  isothermes,  dont  on  peut  trouver  la  forme  en  supposant  que, 
dans  les  figg.  4,  5  et  6,  les  deux  courbes  deviennent  tangentes. 

Considérons  maintenant  le  type  c^  pour  lequel  la  courbe  de  solidifi- 
cation ternaire  présente  un  minimum  de  température.  Supposons  de 
nouveau  que  le  cône  C.AB  soit  d'abord  entièrement  au-dessous  du 
manteau  liquide  L,  Par  élévation  de  température  on  fera  qu'ils  devien- 
nent tangents  F  un  à  l'autre,  et  nous  admettrons  que  le  contact  ait  lieu 
sur  le  manteau  même,  et  non  dans  un  des  plans  limites,  comme  tantôt. 
Soit  X  (fig.  1)  la  projection  de  ce  point  de  contact,  qui  correspond  évi- 
demment à  un  minimum  de  température,  puisque  cette  température  est 
la  plus  basse  où  un  liquide  puisse  exister.  Elevons  quelque  peu  la  tem- 
pérature; alors  le  cône  et  le  mantt^au  liquide  s'entrecoupent,  et  Ton 
obtient  des  isotliermes  comme  celles  représentées  fig.  9.  Dans  cette 
figure,  tout  comme  dans  la  fig.  8,  on  trouve  deux  triangles  de  trois 
phases  Cat  et  Cm.l,  Mais  on  voit  que  leur  situation  nVst  pas  la  même 
dans  les  deux  figures;  dans  la  fig.  8,  leurs  deux  plus  grands  côtés  sont 
notamment  en  regard,  tandis  que  B 

dans  la  fig.  9  ce  sont  les  som- 
mets qu'ils  tournent  l'un  vers 
Tautre.  Cela  fait  que  la  fig.  8 
se  rapporte  au  cas  où  la  courbe 
de  solidification  ternaire  pré- 
sente un  maximum  de  tempéra- 
ture, et  la  fig.  9  au  cas  où  elle 
présente  un  minimum.  Il  y  a 
d'ailleurs  d'autres  diff'érences 
encore.  La  fig.  8  fait  voir  deux^i^^r^ 
champs  où  existent  des  liquides 
noii-saturés;  la  fig.  9  n'en  con- 
tient qu'un  seul.  Dans  la  fig.  8  il  y  a  deux  courbes,  savoir  ;•/  ^i pi,  où 
un  liquide  peut  être  en  équilibre  avec  le  solide  C;  dans  la  fig.  9  il  n'y 
en  a  qu'une,  savoir  fgl.  Dans  la  fig.  8  il  y  a  aussi  deux  courbes  si  et 
Iq^  donnant  les  liquides  qui  peuvent  être  en  équilibre  avec  des  cristaux 
mixtes;  la  fig.  9  n'en  contient  qu'une,  savoir  thl.  Par  contre,  il  n'y 


Fig.  9. 
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a  qu'un  seul  champ  daus  la  fig.  8^  et  deux  champs  dans  la  fig.  9,  où 
des   conglomérats   de   cristaux    mixtes   coexistent   avec   le   solide   C. 

Nous  avons  déduit  quelques  conséquences  de  la  fig.  8;  on  peut 
déduire  quelques  conclusions  analogues  de  la  fig.  9^  mais  j'abandonne 
ce  soin  au  lecteur. 

Si  nous  élevons  davantage  la  température,  les  deux  triangles  se  rap- 
prochent des  côtés  JC  et  BC.  Quand  Ci*/  disparaît,  u  coïncide  avec  B, 
et  /,  qui  vient  alors  évidemment  sur  le  côté  BC,  fait  connaître  le  liquide 
eutectique  du  système  BC.  A  la  température  eutectique  du  système 
AC,  le  triangle  C/m  coïncide  avec  CA,  le  point  l  avec  le  liquide  eutec- 
tique de  ce  système  et  m  avec  A, . 

Quand  un  des  triangles  de  trois  phases  a  disparu,  p.  ex.  Clm,  on 
obtient  une  figure  comme  fig.  3,  et  à  celle-là  en  succèdent  d'autres, 
comme  nous  Tavons  vu  plus  haut. 

En  déduisant  la  fig.  9,  nous  avons  supposé  que  la  courbe  A'^B"  de 
la  fig.  2  était  située  toute  entière  au-dessous  de  A'B",  On  reconnaît 
aisément  que  A"  doit  être  placé  au-dessous  de  A'  et  B"  au-dessous  de 
B'\  il  n'eu  résulte  pourtant  pas  que  A^B"  soit  située  au-dessous  de  A'B" 
dans  toute  son  étendue,  ainsi  que  nous  Ta  vous  admis.  11  peut  se  pré- 
senter notamment  une  intersection  en  deux  points,  entre  lesquels  la 
courbe  A' B'  serait  la  plus  basse.  Si  tel  est  le  cas,  Tisotherme  de  la 
fig.  9  prend  une  forme  un  peu  diff*érente;  la  courbe  fàl  doit  alors  abou- 
tir sur  Ali  en  deux  points  entre  w  et  w,  ce  qui  fait  que  la  surface 
réglée  prend,  entre  fu  et  ml,  une  forme  analogue  à  celle  de  la  fig.  7. 

Des  diverses  forme>s  d'isothermes  que  nous  venons  de  déduire,  il  n'y 
en  a  que  ({uelques-unes  qui  ont  été  trouvées  par  Texpérience.  Prenons 
par  ex.  le  système:  eau,  sulfate  de  potassium  et  sulfate  d'ammonium  '). 
Ainsi  qu'il  résulte  des  déterminations,  ces  deux  sels  forment  une  série 
ininterrompue  de  cristaux  mixtes.  Si  nous  représentons  dans  nos  figures 
précédentes  Teau  par  C,  nous  obtiendrons  à  la  température  ordinaire 
des  isothermes  comme  dans  la  fig.  4;  mais  la  courbe  kp  y  fait  défaut, 
puisqu'elle  donne  des  solutions  qui  peuvent  être  en  équilibre  avec  de 
la  glace. 

Au-dessus  de  0°,  on  n'a  donc  que  la  branche  Iq,  dont  le  point  /  fait 
connaître  la  solubilité,  à  la  température  considérée,  de  Tune  des  com- 


*)  FocK,  Zeitschr.  f,  physik.  Chenu,  12,  661,  1893. 
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posantes,  et  le  point  q  celle  de  l'autre;  les  autres  points  de  la  courbe 
Iq  donnent  la  solubilité  des  cristaux  mixtes. 

Ce  n'est  qu'au-dessous  de  0°  qu'apparaît  la  courbe  kp,  et,  à  des 
températures  comprises  entre  les  deux  températures  cryohydratiques, 
on  trouvera  des  isothermes  comme  dans  la  fi  g.  3. 

Supposons  que  nous  ayons,  en  général,  deux  corps,  p.  ex.  deux  sels, 
formant  des  cristaux  mixtes,  et  admettons,  comme  nous  l'avons  fait 
toujours  jusqu'ici,  qu'il  n'y  ait  pas  de  lacune  dans  la  série  des  cristaux 
mixtes.  Nommons  les  deux  sels  A  ei  B  ti  soit  CTeau.  Alors  nos  figures 
précédentes  font  connaître  les  équilibres  entre  les  cristaux  mixtes  et  la 
solution  aqueuse. 

Mais,  si  nous  nous  bornons  à  considérer  des  températures  inférieures 
aux  points  de  fusion  des  sels,  ainsi  que  cela  a  toujours  été  le  cas  jusqu'ici 
pour  des  sels  anhydres,  la  surface  réglée  n'aura  que  la  forme  ABlq  de 
la  fig.  4.  Cependant,  à  des  températures  inférieures  à  0°,  il  peut  alors  se 
présenter  des  isothermes,  comme  celles  qui  sont  représentées  dans  les 
figg.  3,  4,  8  et  9. 

Considérons  d'un  peu  plus  près  la  courbe  Iq  de  la  fig.  4  et  les  droites 
de  conjugaison  qui  y  appartiennent.  Parmi  toutes  ces  droites  il  y  en  a 
évidemment  deux  qui,  prolongées,  passent  par  C.  Mais  on  voit  aisément 
qu'il  en  est  autrement  pour  les  autres  droites:  en  général  elles  ne  pas- 
sent pas  par  C.  Mettons  qu'elles  aient  toutes  une  position  comme  ////  et 
vv^  de  la  fig.  3.  Eeprésentons  en  outre  par  x  le  rapport  AlB  dans  les 
cristaux  mixtes,  et  par  y  le  même  rapport  dans  la  solution.  Prenons 
comme  exemple  les  cristaux  mixtes  m  et  la  solution  /,  et  nommons 

V  le  point  d'intersection  de  Cl  avec  AB,  Nous  avons  alors  x  =  — - 

mA 

BV 
et  y  =  j— ,  de  sorte  que  y^  x.  Ainsi  donc,  le  rapport  A\B  est  tou- 

jours  plus  petit  dans  la  solution  que  dans  les  cristaux  mixtes.  On  peut 
évidemment  considérer  i/  comme  une  fonction  de  x;  si  l'on  porte  x  en 
abscisses  et  y  en  ordonnées,  on  obtient  une  figure  comme  la  fig.  2  du 
travail  de  M.  Roozeboom  '). 

Il  en  est  autrement  quand,  outre  les  droites  de  conjugaison  qA  et 
IB  (fig.  4),  il  y  en  a  encore  une  autre,  p.  ex.  r,\,  qui  passe  par  C, 
Pour  cette  droite  de  conjugaison  là,  le  rapport  de  ^  à  5  est  le  même 


*)  Ces  Arc}dves,  24,  159,  1892. 
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dans  la  solution  que  dans  les  cristaux  mixtes;  c.  à  d.  que  ^r  =  y.  Alors 
la  courbe  qui  représente  ij  comme  fonction  de  x  doit  couper  la  courbe 
OF  ')  en  un  point,  et  Ton  obtient  des  figures  comme  3  ou  4  ').  Les 
deux  types  principaux  que  nous  avons  ainsi  à  distinguer  dans  la  position 
des  droites  de  conjugaison  sont,  si  nous  laissons  de  côté  les  deux  posi- 
tions limites  Aq^  et  Bl  : 

a.  aucune  des  droites  de  conjugaison  ne  passe  par  C; 
h.  une  d'elles  passe  par  C, 

Dans  le  cas  a,  le  rapport  des  deux  composantes  est  autre  dans  les 
cristaux  mixtes  que  dans  les  solutions  avec  lesquelles  ils  sont  en 
équilibre. 

Dans  le  cas  ô  il  y  a,  dans  la  série  des  cristaux  mixtes,  une  composi- 
tion de  ces  cristaux  telle,  que  les  deux  composantes  existent  dans  le 
même  rapport  dans  ces  cristaux  et  dans  la  solution  avec  laquelle  ils 
sont  en  équilibre. 

On  voit  facilement  que,  dans  ces  deux  cas,  les  solutions  se  comportent 
d'une  manière  toute  différente  pendant  Tévaporation.  Pendant  l'évapo- 
ration  isothermique,  la  composition  des  cristnux  mixtes,  qui  se  déposent, 
se  modifie  généralement;  mais,  quand  le  rapport  des  deux  composantes 
est  le  même  dans  les  cristaux  mixtes  et  dans  la  solution,  on  peut  éva- 
porer la  solution  à  siccité,  sans  que  les  cristaux  mixtes,  qui  se  sont 
formés,  aient  changé  de  composition. 

On  connaît  divers  exemples  des  deux  types  a  et  b.  Au  type  a  appar- 
tiennent les  cristaux  mixtes  de  K'^SO^  et  [NH^^SO*  dont  nous  venons 
de  parler;  il  en  est  de  même  des  cristaux  mixtes  de  KW^AsO^  et 
KIPFO^,  étudiés  ])ar  MM.  Muthmann  et  KuNTZfc  -).  Les  mêmes 
auteurs  ont  trouvé  dans  les  cristaux  mixtes  de  KMnO^  et  KCIO^  un 
exemple  du  type  b. 

J'ai  déjà  dit  que  les  déductions  précédentes  ne  s'appliquent  pas  seu- 
lement au  cas  où  la  phase  solide  forme  des  cristaux  mixtes;  elles 
s'appliquent  aussi,  en  général,  au  cas  où  la  phase  solide  change  de 
composition  avec  celle  du  liquide.  On  peut  donc  y  rattacher  les  rechei^ 


*)  Ces  Archives^  pp.  159  et  160. 

*)  Zeitschr.  f.  Krystallogr,,  23,  368—378. 
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ches  de  M.  Galeotti,  relatives  ù  des  mélanges  d'eau,  d'albumine  et  de 
nitrate  d'argent  ').  La  phase  solide  qui  se  dépose  est  notamment  une 
combinaison  d'albumine  et  de  nitrate  d'argent,  non  une  combinaison 
chimique,  mais  une  combinaison  d'absorption,  et  sa  composition  dépend 
de  celle  du  liquide.  Si  le  point  A  de  la  fig.  4  représente  Talbumine  et 
le  point  B  Ag  NO^,  les  compositions  des  précipités  sont  données  par  des 
points  de  AB,  et  celles  des  solutions  par  des  points  de  Iq,  M.  Galeotti 
a  déterminé  une  partie  de  la  courbe  qL 

B.    La  solidifcaiiou. 

Tyiteii  1,  2  et  3.  Dans  un  travail  précédent  j'ai  traité  la  distillation 
de  mélanges  ternaires.  Nous  y  avons  vu  que  l'on  doit  distinguer  entre 
trois  compositions,  celle  du  résidu,  celle  du  destillat  et  la  composition 
momentanée  de  la  vapeur  qui  distille. 

Nous  avons  à  considérer  trois  compositions  analogues  dans  la  soli- 
dification de  mélanges  ternaires;  les  phénomènes  peuvent  même  avoir 
une  complication  plus  grande  encore,  ainsi  que  nous  le  verrons  dans 
la  suite.  A  chaque  instant  nous  devons  considérer  la  composition  de  la 
fonte  ou  de  la  solution,  celle  du  solide  séparé  et  celle  de  la  substance 
qui  se  sépare  à  l'instant  même. 

En  général,  il  y  a  trois  cas  principaux  à  distinguer,  savoir: 

a.  Une  des  composantes  seulement  se  sépare  de  la  fonte. 

ô.  La  fonte  donne  des  cristaux  mixtes. 

Il  vient  évidemment  s'y  ajouter  ce  troisième  cas  de  solidification. 

c.  Il  se  sépare  des  cristaux  mixtes  à  côté  d'une  des  composantes. 

Je  commencerai  par  considérer  le  cas  bien  simple  a.  Pour  rester  con- 
forme aux  considérations  précédentes,  nous  supposerons  que  c'est  la 
composante  C  qui  se  sépare.  Comme  le  solide  séparé  a,  dans  ces  cir- 
constances, une  composition  invariable,  nous  n'avons  à  nous  occuper 
que  de  la  composition  de  la  fonte.  Puisque  nous  admettons  que  la  cris- 
tallisation ne  porte  que  sur  la  composante  C,  la  fonte  doit  parcourir 
une  droite  passant  par  C.  La  route  que  suit  la  fonte  pendant  sa  soli- 
dification, je  l'appellerai  dorénavant  la  voie  de  solidification  de  la  fonte, 
et,  pour  bien  exprimer  que  c'est  la  substance  solide  C  qui  se  dépose,  je 
l'appellerai  la  ,,voie  de  solidification  (C)  de  la  fonte."   Il  résulte  de  ce 


')  Zeitschr.  f.  physiol.  Chem.,  40,  492,  1904. 
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qui  précède  que  ces  voies  sout  des  droites  qui  partent  toutes  du  point  C, 
Dans  la  fig.  10  j'ai  dessiné  quelques-unes  de  cea  droites;  elles  aboutis- 
sent à  la  courbe  lj^\  mais  il  est  facile  de  voir  qu'elles  peuvent  être 
prolongées  plus  loin  encore.  Les  flèches  indiquent  le  sens  dans  lequel 
la  fonte  change  de  composition. 

Les  deux  courbes  limites  C/,  et  Cl^  du  faisceau  de  voies  de  solidifi- 
cation émanant  du  point  C  ap- 
partiennent au  système  binaire. 
On  reconnaît  aisément  que  Bl^ 
et  Al^  sont  aussi  des  voies  de 
solidification.  Il  en  est  de  même 
de  AB\  toutefois,  suivant  cette 
voie  il  ne  se  sépare  pas  une 
des  composantes,  mais  des  cris- 
taux mixtes. 

Considérons  maintenant  le  cas 
ô,  où  la  fonte,  ou  la  solution, 
laisse  déposer  des  cristaux  mix- 
tes. En  général,  la  solidification 
d'une  fonte  peut  s'opérer  de 
deux  manières  essentiellement  différentes,  que  je  distinguerai  comme 
solidifications  de  première  et  de  seconde  espèce.  Imaginons  notamment 
qu'il  se  sépare  d'une  solution  une  petite  quantité  de  cristaux  mixtes  jI/,  , 
en  équilibre  avec  elle.  Si  nous  abaissons  un  peu  la  température,  il  se 
sépare  de  nouveau  une  petite  quantité  de  cristaux  mixtes,  dont  la  com- 
position est  M^,  Il  est  évident  que  M^  n'est  pas  égal  à  J/^,  ce  qui  fait 
que,  pour  que  l'équilibre  puisse  s'établir,  il  faut  que  M^  disparaisse  de 
nouveau.  Or,  il  se  peut  que  tel  soit  le  cas  ou  non,  de  sorte  que  nous 
devons  distinguer  : 


a,  Solidificaiion  de  première  espèce.  Nous  admettons  que  la  vitesse 
de  transformation  des  cristaux  mixtes  séparés  est  infiniment  j^etite.  A 
chaque  instant  il  se  dépose  donc  des  cristaux  mixtes  qui  sont  en  équili- 
bre avec  la  fonte.  Mais,  du  moment  que  les  cristaux  mixtes  se  sont 
déposés,  ils  ne  changent  plus  de  composition.  La  phase  solide  consiste 
donc  en  un  conglomérat  de  cristaux  mixtes  de  diverses  compositions, 
dont  ceux  déposés  en  dernier  lieu  sont  seuls  en  équilibre  avec  la  fonte. 

Une  pareille  solidification  s'opérerait,  s'il  était  possible  de  mettre  les 


CRISTAUX  MIXTES  DANS  DES  SYSTEMES  TERNAIHE8.  76 

cristaux  mixtes  séparés  à  l'abri  de  toute  transformation  ultérieure, 
c.  à  d.  si  on  retirait  de  la  fonte  les  cristaux  mixtes  qui  se  forment  suc- 
cessivement. 

ô.  Solidification  de  deuxième  espèce.  Admettons  maintenant  que  la 
vitesse  de  transformation  des  cristaux  mixtes  déposés  soit  infiniment 
grande,  que  tout  retard  dans  cette  transformation  soit  donc  exclu,  et 
que  les  cristaux  mixtes  existants  soient  continuellement  en  équilibre 
avec  la  fonte.  Les  cristaux  mixtes  déposés  ne  conservent  donc  pas  leur 
composition,  mais  à  chaque  changement  de  température  ils  en  prennent 
une  autre. 

Si  nous  comparons  la  solidification  avec  la  distillation,  nous  trouvons 
dans  celle-ci  des  circonstances  analogues;  les  cristaux  mixtes  sont  alors 
remplacés  par  les  vapeurs.  Dans  la  distillation  ordinaire,  la  vapeur  qui 
se  forme  à  chaque  instant  est  en  équilibre  avec  le  liquide;  mais,  comme 
elle  distille  et  est  ainsi  mise  à  Tabri  d'une  transformation,  cette 
espèce  de  distillation  est  comparable  à  une  solidification  de  première 
espèce. 

On  pourrait  obtenir  de  la  manière  suivante  une  évaporation  compa- 
rable à  une  solidification  de  deuxième  espèce.  Supposons  qu'un  liquide 
et  une  vapeur  soient  en  équilibre  dans  un  certain  espace.  Si  nous  aug- 
mentons graduellement  cet  espace,  eu  ayant  soin  que  la  vapeur  reste 
constamment  en  équilibre  avec  le  liquide,  Tévaporation  qui  s'opère  dans 
ces  circonstances  ressemble  à  la  solidification  de  deuxième  espèce. 

En  réalité,  la  solidification  ne  s'opérera  jamais  entièrement  suivant 
Tun  ou  l'autre  type;  aussi  ces  deux  types  ne  doivent-ils  être  considérés 
que  comme  des  cas  limites  et,  suivant  les  circonstances,  la  solidification 
se  rapprochera  le  plus  de  Tune  ou  de  l'autre  espèce.  Son  allure  ordi- 
naire sera  comprise  entre  l'un  et  l'autre  cas  idéal. 

Quand  on  refroidit  très  rapidement,  on  provoquera  une  solidification 
fort  rapprochée  de  la  première  espèce,  puisque  les  cristaux  mixtes  qui 
se  forment  n'auront  pas  le  temps  de  se  transformer.  Par  contre,  si  la 
fonte  se  refroidit  très  lentement ,  et  que  l'on  a  soin  de  secouer  conti- 
nuellement avec  la  fonte,  sous  forme  de  poudre  fine,  les  cristaux  mixtes 
séparés,  on  aura  une  solidification  voisine  de  la  deuxième  espèce. 

Dans  un  travail  déjà  cité,  j'ai  décrit  en  détail  la  distillation  de  mé- 
langes ternaires;  comme  la  solidification  de  première  espèce  y  est  tout 
à  fait  semblable,  je  pourrai  me  contenter  d'une  courte  description.  Nous 
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devoDs  d'abord  considérer  les  voies  de  solidification  de  première  espèce 
des  fontes.  Tout  comme  pour  la  distillation,  on  trouve  ici  que  les  géné- 
ratrices de  la  surface  réglée  L.AB  sont  tangentes  à  ces  courbes  de 
solidification,  et  que  la  forme  de  cette  surface  réglée  détermine  la 
forme  et  Tallure  des  voies  de  solidification. 

Admettons  que  les  cristaux  mixtes  AB  appartiennent  au  type  1 ,  et 
que  le  point  de  solidification  de  la  composante  B  soit  plus  élevé  que 
celui  de  A.  Imaginons  maintenant  que  nous  ayons  construit,  dans  les 
figg.  3,  4  et  5,  les  surfaces  réglées  pour  d'autres  températures  encore. 
Si  nous  songeons  que  les  génératrices  doivent  toucher  les  courbes  de 
solidification,  nous  reconnaissons  aisément  que  ces  courbes  doivent 
prendre  une  forme  comme  celle  des  courbes  pointillées  de  la  portion 
ABi^  Ij  de  la  fig.  10.  I.es  courbes  de  solidification  forment  notamment 
un  faisceau  émanant  de  B;  les  flèches  indiquent  la  direction  dans 
laquelle  la  fonte  change  de  composition.  Ces  courbes  de  solidification, 
je  ne  les  ai  tracées  que  jusqu'à  la  courbe  /,  l.^,  mais  ou  pourrait  évidem- 
ment les  prolonger  plus  loin  encore.  Nous  verrons  toutefois  que  ces 
prolongements  ne  donnent  que  des  phases  peu  stables. 

Nous  avons  admis,  dans  ce  qui  précède,  que  les  cristaux  mixtes  A  B 
appartiennent  au  type  1.  Admettons  maintenant  que  la  courbe  de  soli- 
dification binaire  AB  présente  un  maximum.  Dans  la  ^ç^,  6,  le  champ 
(?.r,  i?2  71  ;/,  Oi  est  la  projection  de  la  surface  réglée  qui  existe  dans  ce 
cas.  Quand  on  élève  la  température,  la  courbe  oxi  wz  n  se  rapproche  du 
point  M ,  et  elle  disparâit  en  ce  point,  à  la  température  maxima  du 
système  binaire.  Il  est  aisé  de  voir  que  dans  ce  cas  les  voies  de  solidi- 
fication doivent  former  un  faisceau  émanant  du  point  M,  Je  n'ai  pas 
dessiné  ce  faisceau,  puisqu'il  ressemble  absolument  à  celui  qui  se  présente 
dans  la  distillation;  voyez  p.  ex.  fig.  20  ').  Quand  la  courbe  de  soli- 
dification binaire  AB  présente  un  minimum,  le  faisceau  des  voies  de 
soliditi cation  est  de  nouveau  difi*érent.  Cela  résulte  de  la  considération 
de  la  fig.  7,  où  m  fait  connaître  la  composition  des  cristaux  mixtes, 
dont  le  point  de  solidification  est  minimum.  Il  existe  alors  deux  fais- 
ceaux, dont  l'un  part  de  A  et  Taulre  de  B-,  ils  sont  séparés  l'un  de 
l'autre  par  une  courbe  de  solidification  passant  par  m.  On  observe  quel- 
que chose  d'analogue  dans  la  distillation;  voyez  fig.  22^).  Supposons 


')  Ces  Archives,  (2),  7,  145,  1902. 
*)  Ibidem,  (2),  7,  148,  1902. 
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que  le  point  M  de  cette  figure  coïncide  avec  le  point  7n  de  la  fig.  7 
actuelle;  on  n'a  qu'à  changer  le  sens  des  flèches  pour  obtenir  Tanalogie 
avec  la  solidification  dans  le  cas  qui  nous  occupe. 

Considérons  maintenant  la  solidification  de  deuxième  espèce;  nous 
admettons  donc  que  tout  retard  soit  exclu,  de  sorte  que  les  cristaux  qui 
se  sont  déposés  sont  continuellement  en  équilibre  avec  la  fonte.  Prenons 
une  foute  dont  la  composition  est  a  (fig.  5),  et  qui  reste  entièrement 
liquide  à   une  température  plus  élevée 
que  celle  i\  laquelle  se  rapporte  la  fig.  5; 
le  point  a  est  donc  situé  en  dehors  de  la 
surface  réglée.  A  mesure  que  la  tempé- 
rature s'abaisse,  la  courbe  In  de  la  sur- 
face réglée  se  rapproche  de  ce  point  a, 
qui  finit  par  tomber  sur  la  courbe  In, 
comme  Tindique  la  fig.  5.  A  cette  tem- 
pérature là,  la  fonte  peut  être  en  équilibre 
avec  des  cristaux  mixtes  dont  la  compo- 
sition est  a^  ;  mais  ces  cristaux  ne  se  for- 
ment pas  encore,  ou  bien  ils  ne  se  forment 
qu'en    quantité    infiniment   petite.    La 
droite  a^e^   de  la  fig.  1 1  représente  une 
partie  du  côté  AB  du  triangle  fig.  5; 
aa^  de  la  fig.  11  est  la  même  droite  que 
tfû,   de  la  fig.  5 ,  et  Ton  peut  se  figurer 
que  Ton  ait  mené  par  le  point  a  de  la 
fig.  11  la  courbe  lu  de  la  fig.  6.  Nous 
abaissons  maintenant  la  température,  de 
manière  à  ce  que  le  point  a  pénètre  dans  la  surface  réglée,  et  nous  nous 
figurons  que  la  courbe  des  liquides  de  la  surface  réglée  passe  par  le 
point  J;  soit  b^b  la  génératrice  passant  par  a.  La  fonte  a  se  sépare  main- 
tenant en  deux  parties ,  le  liquide  b  et  les  cristaux  mixtes  6, .  A  une 
température  plus  basse  encore,  la  courbe  liquide  de  la  surface  réglée 
passe  par  le  point  (?, ,  et  cc^  est  une  génératrice  passant  par  a;  à  présent 
se  forment  donc  les  cristaux  mixtes  Cy  et  la  fonte  c.  Plus  bas  encore  on 
obtient  les  cristaux  mixtes  ^,,  qui  sont  en  équilibre  avec  la  fonte  rf,  et 
ainsi  de  suite.  Ainsi  donc,  on  doit  distinguer  deux  voies  de  solidifica- 
tion; Tune,  la  droite  a,^,  est  la  voie  de  solidification  des  cristaux  mix- 
tes, l'autre,  la  courbe  abcde^  est  la  courbe  de  solidification  de  la  fonte. 


Fig.  11. 
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Dans  la  solidification,  il  arrive  un  moment  où  la  composante  C 
cristallise  seule;  on  est  alors  arrivé  à  la  courbe  de  solidification  M.CL; 
il  faut  donc  que  la  courbe  de  solidification  abcde  aboutisse  aussi  quel- 
que part.  Si  nous  nous  bornons  à  considérer  des  états  stables,  le  point 
limite  est  situé  sur  la  courbe  de  solidification  M,C.L^  c.  à  d.  la  courbe 
/j/,  de  la  fig.  10.  Soit  e  (fig.  11)  ce  point  limite;  p.  doit  donc  être  un 
point  de  la  courbe  IJ^  de  la  fig.  10.  Mais  il  est  facile  de  voir  aussi  que 
ee^  doit  être  un  des  cotés  du  triangle  des  trois  phases;  en  efl*et,  si  nous 
nous  figurons  encore  que  dans  la  fig.  11  nous  ayons  représenté  le  point 
Cy  et  que  nous  ayons  joint  ce  point  à  <?  et  ^,,  nous  obtenons  le  triangle 
des  trois  phases  Cee^ ,  qui  correspond  au  triangle  Ckn  de  la  fig.  3. 

Prenons  donc  dans  la  fig.  3  un  point  de  la  ligne  Im-,  la  courbe  de 
solidification  de  seconde  espèce,  qui  part  de  ce  point,  doit  aboutir  en  l. 
Prenons  maintenant,  dans  la  fig.  11,  une  autre  fonte,  p.  ex./?,  sur  la 
droite  ee^  ;  on  reconnaît  qu'il  doit  partir  de  ce  point  une  courbe  de  soli- 
dification qui  aboutit  aussi  en  e,  et  il  eu  sera  de  même  de  toutes 
les  autres  courbes  de  solidification  qui  partent  d'un  point  de  la  droite 
ee^.  Si  Ton  prend  donc  dans  la  fig.  3  divers  points  sur  la  droite  Im, 
les  courbes  de  solidification  qui  partent  de  ces  points  aboutissent 
toutes  en  /. 

Il  résulte  donc,  de  ce  qui  précède,  qu'il  y  a  une  grande  difl'érence 
entre  la  solidification  de  première  et  de  seconde  espèce;  cette  difl'érence 
est  exprimée  entre  autres  par  les  voies  tout  à  fait  difl^érentes  que  la  foûte 
parcourt  pendant  sa  solidification.  On  a  notamment: 

Solidificafio7i  d^  première  espèce.  Il  y  a  quelques  faisceaux  de  cour- 
bes de  solidification;  il  se  peut  aussi  qu'il  n'y  en  ait  qu'un  seul;  chaque 
faisceau  émane  d'un  point  déterminé. 

Solidification  de  deuxième  espèce.  Chaque  point  du  triangle  est  le 
point  de  départ  d'une  courbe  de  solidification. 

Considérons  maintenant  d'un  peu  plus  près  la  solidification  de  pre- 
mière espèce.  Soit  a  (fig.  10)  une  fonte  située  sur  la  voie  de  solidifi- 
cation Bae.  Menons  la  tangente  par  a,  et  supposons  qu'elle  coupe  AB 
en  a,  ;  menons  de  même  en  e  la  tangente  eey.  On  voit  facilement  qu'il 
se  dépose  continuellement  des  cristaux  mixtes,  pendant  que  la  fonte 
parcourt  le  chemin  de  a  vers  e.  Les  premiers  cristaux  qui  se  forment 
ont  la  composition  a, ,  les  derniers  la  composition  <?, .  La  substance  solide 
qui  s'est  déposée  est  donc  un  conglomérat  de  cristaux  mixtes,  dont  la 
composition  varie  de  a,  à  <?, .  Nous  avons  encore  à  considérer  le  cas  où 
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se  séparent  des  cristaux  mixtes  et,  en  même  temps,  une  des  comjwsan- 
tes.  Soit  (fig.  12)  //,  /j  /j  la  courbe  de  solidification  ternaire,  c.  àd.  la 
voie  de  solidification  M.C;  supposons  en  outre  que  Cml  soit  un  triangle 
de  trois  phases.  La  droite  ta  m^  m^  m^  est  une  partie  du  coté  A  B  et  C  est 
un  des  sommets  du  grand  triangle  ABC;  les  points  m  et  l  ont  la  même 
signification  que  dans  la  fig.  3.  H  résulte  de  la  fig.  3  que  les  points  /  et 
m  se  rapprochent  du  côte  CA  à  mesure  que  la  température  s'abaisse; 
pendant  la  solidification,  les  points  /  et  ;;»  de  la  fig.  12  se  déplacent  donc 
dans  la  direction  des  flèches. 


Fig.  12. 

Prenons  d'abord  une  fonte  dont  la  composition  est  donnée  par  s;  au 
commencement  il  ne  se  séparera  que  la  composante  C,  et  ce  n'est  que 
plus  tard  que  viendront  s'y  ajouter  des  cristaux  mixtes.  Quand  la  tem- 
pérature s'est  abaissée  au  point  que  le  côté  Cl  du.  triangle  passe  par  s, 
la  fonte  s  se  sépare  en  la  composante  C  et  en  une  solution  /.  Si  Ton 
abaisse  la  température  jusqu'à  ce  que  le  triangle  des  trois  phases  ait 
atteint  la  position  C/,f«, ,  le  point  s  pénètre  dans  le  triangle  et  il  se 
forme  une  solution  /,  la  composante  C  et  des  cristaux  mixtes  ///,.  On. 
voit  qu'ici  encore  on  a  à  distinguer  deux  sortes  de  solidifications. 

Solidification  de  detixihne  esjjèce.  Considérons  d'abord  ce  cas-là, 
puisqu'il  est  le  plus  simple.  Nous  admettons  donc  que  tout  retard  soit 
exclu,  de  sorte  que  les  cristaux  mixtes  déjà  formés  se  mettent  conti- 
nuellement en  équilibre  avec  la  fonte.  Nous  venons  de  voir  que  la 
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fonte  s  a  laissé  déposer  la  composante  C  et  les  cristaux  mixtes  m^ ,  et 
que  par  là  elle  s'est  transformée  en  une  fonte  /, .  Si  Ton  abaisse  la  tem- 
pérature encore  plus  loin,  de  sorte  que  le  triangle  prend  la  position 
CmJ^,  l^  est  la  composition  de  la  fonte  et  m^  celle  des  cristaux  mixtes; 
enfin,  quand  le  triangle  est  arrivé  en  Cm^l^^  la  solidification  a  pris  fin, 
puisque  la  fonte  s'est  transformée  en  un  conglomérat  de  Cet  de  cristaux 
mixtes  m^  et  qu'il  ne  reste  plus  de  liquide.  On  voit  ainsi  que  la  solidi- 
fication ternaire  (dépôt  d'une  composante  +  cristaux  mixtes)  commence 
quand  le  côté  Cl  du  triangle  mobile  passe  par  le  point  *,  et  qu'elle  finit 
quand  c'est  le  côté  Cm  qui  passe  par  ce  point. 

Si  Ton  prend  une  fonte  comme  r,  les  phénomènes  sont  les  mêmes;  la 
seule  difl'érence,  c'est  que  la  première  solidification  commence  par  une 
séparation  de  cristaux  mixtes. 

SjlUifciUion  de  première  espèce.  Nous  admettons  maintenant  que  la 
vitesse  de  transformation  des  cristaux  mixtes  soit  infiniment  petite,  et, 
comme  cas  limite  extrême,  nous  pourrions  supposer  que  la  fonte  ne  se 
transforme  ni  avec  les  cristaux  mixtes,  ni  avec  la  composante  solide. 
Soit  ^  ou  r  la  composition  de  la  fonte.  A  la  température  à  laquelle 
apparaît  le  triangle  Cml^  la  solidification  ternaire  commence  et  l  est  la 
composition  de  la  fonte.  Quand  le  triangle  a  atteint  la  position  Cmjy , 
l  s'est  transformé  en  /,  et  il  s'est  déposé  des  cristaux  mixtes,  dont  la 
composition  initiale  est  m  et  la  composition  finale  ;/^,.  On  voit  aisément 
que  la  solidification  n'est  pas  encore  terminée  quand  le  côté  Cm  passe 
par  r  ou  *;  dans  le  cas  de  la  fig,  3,  la  solidification  ne  prend  fin  qu'à 
la  température  de  solidification  eutectique  du  système  CA, 

Faisons  encore  une  comparaison  rapide  des  deux  espèces  de  soli- 
dification. 

Solidif  cation  de  première  espèce. 

a,  La  solidification  commence  parla  séparation  d'une  des  composantes. 
La  voie  de  solidification  de  la  foute  est  d'abord  une  droite;  à  partir 

du  point  où  cette  droite  coupe  la  courbe  de  solidification  ternaire,  la 
fonte  parcourt  cette  courbe  jusqu'au  point  eutectique. 

b,  La  solidification  commence  par  la  formation  de  cristaux  mixtes. 
La  voie  de  solidification  de  la  fonte  est  d'abord  une  courbe  (comme 

p.  ex.  dans  la  fig.  10);  à  partir  du  point,  où  cette  courbe  coupe  la 
courbe  de  solidification  ternaire,  la  fonte  parcourt  cette  courbe  jusqu'au 
point  eutectique. 
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Dans  les  deux  cas  le  solide  déposé  esji^em  conglomérat  d'une  des  com- 
posantes et  de  toute  une  série  de  cristaux  mixtes,  dont  la  composition  est 
différente. 

Solidification  de  dsuMeme  espèce. 

a,  La  solidification  commence  par  le  dépôt  d'une  des  composantes. 

La  voie  de  solidification  de  la  fonte  est  d'abord  une  droite;  à  partir 
du  point  où  cette  droite  coupe  la  courbe  de  solidification  ternaire,  la 
fonte  parcourt  une  portion  de  cette  courbe  et  se  congèle  entièrement  à 
une  température  plus  élevée  que  la  température  eutectique. 

h,  La  solidification  commence  par  une  séparation  de  cristaux  mixtes. 

La  voie  de  solidification  de  la  fonte  est  d'abord  une  courbe  (comme 
p.  ex.  abcde  de  la  fig.  11);  à  partir  du  point  où  cette  courbe  coupe  la 
courbe  de  solidification  ternaire,  la  fonte  parcourt  une  partie  de  cette 
courbe  de  solidification,  et  elle  est  entièrement  solidifiée  avant  d'avoir 
atteint  la  température  eutectique. 

C.  Influence  de  substances  étrangères  sur  le  point  de  fusion  eutectique 

de  deux  corps. 

Dans  l'addition  d'une  substance  à  une  autre,  on  a  à  distinguer  le 
cas  où  les  deux  substances  forment  des  cristaux  mixtes  et  celui  où  elles 
n'en  forment  pas. 

Quand  il  ne  se  forme  pas  de  cristaux  mixtes,  on  sait  que  le  point  de 
congélation  de  chacune  des  deux  substances  est  abaissé  par  l'addition 
de  l'autre;  mais,  quand  il  s'en  forme  au  contraire,  on  peut  observer 
tout  aussi  bien  une  élévation  qu'un  abaissement  du  point  de  congéla- 
tion. 

M.  Bakhuis  lloozEBOOM  (loc.  cit.)  est  notamment  arrivé  aux  conclu- 
sions suivantes.  Soient  6Y  la  concentration  de  la  nouvelle  composante 
dans  la  solution  ou  dans  la  fonte,  et  Cm  la  même  concentration  dans  les 
cristaux  mixtes;  on  observe 

une  élévation  du  point  de  solidification  quand  C,v  >>  Cl, 
un  abaissement  du  point  de  solidification  quand  Ci,  ]>  Cm, 

Demandons-nous  maintenant  ce  qui  arrive,  quand  on  ajoute  une 
troisième  substance  à  un  mélange  de  deux  corps.  On  peut  évidemment 
avoir  une  infinité  de  fontes  binaires  de  diverses  compositions;  entre 
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toutes,  nous  prenons  d'abord  le  mélange  eutectique  et  nous  nous  deman- 
dons: „Quelle  sera  Tinfluence  de  Taddition  d'une  nouvelle  substance 
sur  le  point  de  fusion  eutectique  de  deux  corps?" 

Nous  avons  à  distinguer  ici  divers  cas,  puisque  les  trois  corps  peu- 
vent former,  ou  non,  des  cristaux  mixtes,  et  que  ces  derniers  peuvent 
être  binaires  ou  ternaires. 

Cette  question,  je  la  traiterai  plus  tard  dans  toute  sa  généralité;  pour 
le  moment  je  me  borne  aux  cas  que  nous  avons  considérés  dans  ce  qui 
précède. 

Nous  prenons  donc  deux  corps,  comme  A  et  C,  et  nous  y  ajoutons 
la  nouvelle  substance  B,  qui  ne  peut  former  des  cristaux  mixtes  qu'avec 
Tune  des  deux  premières,  savoir  avec  A,  A  la  température  eutectique, 
la  fonte  peut  être  en  équilibre  avec  A  et  avec  C.  Ajoutons-y  maintenant 
une  petite  quantité  de  la  troisième  substance  B;  la  fonte  peut  alors  être 
en  équilibre,  à  une  température  un  peu  différente,  aussi  bien  avec  le 
solide  (7  qu'avec  des  cristaux  mixies{AB),  Dans  nos  figures  précédentes 
3,  8  et  9,  les  états  d'équilibre  entre  fonte,  composante  jCet  cristaux 
mixtes  sont  représentés  par  des  triangles. 

Quand  on  n'a  ajouté  qu'une  petite  quantité  de  la  composante  B,  les 
cristaux  mixtes  et  la  fonte  ne  contiennent  qu'une  faible  proportion  de 
cette  substance,  et  le  triangle  est  situé  dans  le  voisinage  immédiat  du 
côté  AC,  Aussi  longtemps  que  la  composante  B  fait  défaut,  le  triangle 
coïncide  avec  le  côté  AC, 

Considérons  le  triangle  CîffJ  dans  les  tigg.  3,  S  et  9.  Nous  avons  dit 
que,  pour  les  figg.  3  et  8,  la  température,  à  laquelle  apparaît  le 
triangle,  est  plus  élevée  que  la  température  eutectique  des  composantes 
A  et  C\  dans  la  fig.  9,  au  contraire,  elle  est  plus  basse.  Dans  les  cas 
des  figg.  3  et  8,  la  terajîérature  de  solidification  eutectique  est  élevée 
par  l'addition  de  la  composante  B,  et  dans  le  cas  de  la  fig.  9  elle  est 
abaissée.  Aussi  le  triangle  Cinl  a-t-il  dans  la  fig.  9  une  toute  autre 
situation  que  dans  les  figg.  8  ou  3;  dans  la  fig.  9,  ^  est  notamment 
situé  en  dehors  du  triangle  formé  par  les  points  A,  C  et  m-,  dans  les 
figg-  3  et  8  il  est  situé  à  Tintérieur  de  ce  triangle.  Figurons-nous  que 
nous  ayons  mené,  dans  ces  figures,  une  droite  par  les  points  B  et  /,  et 
nommons  l'  le  point  où  cette  droite  coupe  Cm.  Le  point  V  indique  un 
complexe  constitué  par  C  et  ;m,  et  Ton  voit  que,  dans  la  fig.  9,  la  fonte 
l  a  une  teneur  en  B  plus  grande  que  ^';  c'est  le  contraire  dans  les  figg. 
8  et  3.  Comme  ce  complexe  jouera  un  rôle  dans  la  suite,  je  lui  donnerai 
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un  nom:  je  l'appellerai  le  complexe  correspondant.  Ce  complexe  V  est 
notamment  un  conglomérat  de  la  composante  C  et  des  cristaux  mixtes 
m\  ce  n'est  donc  pas  une  phase  homogène,  mais  un  mélange  des  deux 
substances  solides  qui  se  séparent  de  la  fonte.  Voici  maintenant  com- 
ment on  peut  formuler  la  différence  de  position  du  triangle  Alm  dans 
les  figg.  3,  8  et  9  :  dans  les  figg.  3  et  8  la  fonte  a  une  teneur  en  B  plus 
faible  que  le  complexe  correspondant;  dans  la  fig.  9  elle  a  au  contraire 
une  teneur  plus  élevée. 

En  rapport  avec  ce  qui  précède,  nous  trouvons  donc: 
La  température  de  solidification  eutec tique  ds  deux  corps: 

a.  s'abaisse  par  addition  d'une  nouvelle  composante  qua?id  la  fonte 
contient  une  plus  grande  proportion  de  cette  troisième  substance  qv£  le 
complexe  correspondant  : 

b.  s'élève  quand  la  fonte  contient  une  plus  faible  proportion  de  la 
troisième  substance  que  le  complexe  correspondant. 

Ce  théorème,  nous  venons  de  le  déduire  dans  Thypothèse  que  le  com- 
plexe correspondant  se  compose  d'un  conglomérat  de  cristaux  mixtes  et 
d'une  des  composantes.  Je  ferai  voir  prochainement  qu'il  est  général,  et 
est  même  vrai  quand  le  complexe  se  compose  de  diverses  substances. 
]?igurons-nous  un  complexe  formé  des  composantes  A^  i?,  C,  i)  etc., et 
représentons  par  N  la  composante  additionnelle.  Soit  nN  -\'  n^A-\- 

u^B  -Y  n^C -\- la  composition  de  la  solution  /,  et  appelons  Z, , 

K^ ,  K^  etc.  les  corps  solides  qui  |)euvent  être  en  équilibre  avec  cette 
solution;  ces  solides  peuvent  être  tout  aussi  bien  des  composantes  que 
des  cristaux  mixtes.  Mélangeons  maintenant  les  solides  A",,  ^j,  À'3  etc. 
en  proportions  telles  qu'il  se  forme  un  conglomérat,  où  le  rapport 
des  composantes  A,  B^  C  etc.  soit  le  même  que  dans  le  liquide  /,  c.àd. 
n^'.n^m^  etc.  Ce  conglomérat  constitue  maintenant  notre  complexe 
correspondant,  qui  contiendra  en  outre  la  composante  iV,  dès  qu'une 
des  phases  solides  forme  avec  N  cristaux  mixtes. 

Entre  la  nouvelle  composante,  le  complexe  et  le  liquide  on  a  donc  la 
relation,  qu'une  des  deux  dernières  phases  peut  être  obtenue  en  ajoutant 
à  l'autre  une  certaine  quantité  de  la  nouvelle  composante.  Quand  la 
quantité  de  la  nouvelle  composante  devient  infiniment  petite,  le  complexe 
se  rapproche  de  la  composition  du  liquide  L  Ce  liquide  devient  évidemment 
le  liquide  eutectique,  et  la  composition  du  complexe  se  rapproche  de  celle 
du  liquide  eutectique,  qui  ne  contient  que  les  composantes  A,  B,  Ceie. 

6* 
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Si  nous  comparons  la  règle  pour  la  variation  du  point  de  congélation 
d'une  substance  pure,  par  l'addition  d'une  nouvelle  substance,  avec 
celle  que  je  viens  de  donner,  nous  constatons  une  parfaite  analogie.  On 
n  a  qu'à  remplacer  substance  pure  par  complexe  correspondant,  et 
point  de  congt^ation  de  la  substance  pure  par  point  eutectique  du 
système  observé. 

De  cette  règle  générale  on  peut  déduire  beaucoup  de  cas  particuliers. 
Quand  l'eau  est  une  des  composantes,  la  température  eutectique  peut 
être  appelée  cryohydratique.  Supposons  que  la  nouvelle  substance  ne 
forme  pas  de  cristaux  mixtes  avec  les  autres  composantes.  Si  nous 
ajoutons  la  nouvelle  substance,  elle  fera  bien  partie  de  la  fonte,  mais 
n'entrera  pas  dans  le  complexe  correspondant;  nous  aurons  donc  que: 

La  température  de  solidification  eutectviue  {cryohi/dratique)  de  quel- 
ques corps  est  abaissée  par  V addition  d^une  nouvelle  substance. 

Cette  règle  générale  est  susceptible  de  bien  d'autres  applications 
encore,  sur  lesquelles  je  reviendrai  plus  tard.  Une  règle  pareille  s'ap- 
plique à  la  variation  de  la  tension  de  vapeur. 


Type   principal  I  {suite). 
A.  Les  isot/iermes. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  considéré  que  les  types  1,  2  et 
3  du  type  principal  I;  nous  avons  encore  à  examiner  les  types  4,  5  et  6. 

l^^pes  4  (^/  5.  Nous  admettons  de  nouveau  que  deux  seulement  des 
composantes,  savoir  A  et  B,  forment  des  cristaux  mixtes,  de  sorte 
qu'il  ne  peut  se  présenter  que  des  cristaux  mixtes  binaires,  contenant 
A  et  B.  Le  manteau  des  cristaux  mixtes  se  réduit  dans  ce  cas  à  une 
courbe  située  dans  le  plan  limite  AB;  nous  lui  avons  donné  le  nom  de 
courbe  des  cristaux  mixtes  et  nous  l'avons  représentée  par  ^{AB). 

Quand  les  cristaux  mixtes  forment  une  série  ininterrompue  d'une 
même  espèce,  la  courbe  ^(//^)  est  convexe  vers  le  bas  en  tous  ses 
points,  ainsi  que  je  Tai  déjà  dit.  Dans  le  cas  des  types  4  et  5  il  u'en 
est  plus  de  même.  Considérons  notamment  le  cas  où  les  fontes  donnent 
par  congélation  une  série  de  cristaux  mixtes  dans  laquelle  existe  une 
lacune.    Alors  la  courbe   Ç  de  ces  cristaux  mixtes  n'est  plus  convexe 
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vers  le  bas  en  tous  ses  points,  mais  elle  présente  une  partie  concave.  La 
fig.  13  représente  le  plan  limite  JB;  la  courbe  poiutillée  J'^B'  est  la 
courbe  ^  des  cristaux  mixtes.  Comme  cette  courbe  offre  une  partie  con- 
cave vers  le  bîis,  il  est  possible  (Vv  mener  une  tangente  double  a^b". 
Les  points  a  et  b  déterminent  maintenant  la  limite  de  miscibilité  à  la 
température  à  laquelle  se  rapporte  la  courbe  ^{.4B).  On  ne  peut  donc 
obtenir  que  des  cristaux  mixtes  dont  la  composition  est  comprise  entre 
A  et  a  d'une  part,  et  entre  B  ai  b  d'autre  part;  des  points  situés  entre 
£7  et  ^  ne  représentent  pas  des  cristaux  mixtes  homogènes,  mais  des  com- 
plexes des  cristaux  mixtes  a  et  b,  c.  à  d.  des  cristaux  limites,  que  je 
représenterai  pour  abréger  par 
yia  et  Ml.  Aussi  longtemps  que 
nous  ne  considérons  que  les  états  ^f 
d'équilibre  stable,  nous  n'avons 
à  considérer  que  les  deux  portions 
.'fa  et  B''b''  de  la  courbe  ^  des 
cristaux  mixtes,  et  la  droite  ab'-, 
la  portion  de  la  courbe  située  au- 
dessus  de  a^b"  peut  être  laisse^e 
de  côté. 

L'autre  courbe  dessinée  dans 
la  fig.  13,  la  courbe  A'B\  est  la   b 
courbe  limite  AB^  c.àd.  la  courbe 
suivant    laquelle    la    surface   Z 

touche  le  plan  limite  AB-,  elle  fait  donc  coimaître  les  valeurs  de  la 
fonction  Z,  pour  les  mélanges  liquides  composés  de  A  et  B,  Aux  tem- 
pératures très  basses,  où  tous  les  mélanges  binaires  AB  sont  solides,  la 
courbe  limite  A'B'  doit-etre  située  toute  entière  au-dessus  de  A^K, 
A  des  températures  plus  élevées,  où  n'existent  plus  que  des  liquides, 
A' B'  est  au-dessous  de  A'B", 

Quand  la  température  vient  à  varier,  les  deux  courbes  changent  de 
forme  et  de  position;  à  des  températures  très  basses,  c'est  A^B"  qui  a 
la  position  la  plus  basse,  comme  je  viens  de  le  dire;  ù  des  températures 
assez  élevées  c'est  ./'//.  Tl  y  aura  donc  aussi  des  températures  où  ces 
courbes  s'entrecoupent;  j'ai  représenté  un  cas  tout  particulier,  notam- 
ment celui  où  la  droite  bitangente  aV  touche  la  courbe  A' B'  en  un 
point  /'. 
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Pour  examiner  tous  les  cas  d'équilibre  possible,  on  doit  considérer 
comme  plus  haut  deux  cônes  et  une  surface  réglée.  Figurons-nous  que 
nous  ayons  construit  au-dessus  du  triangle  de  la  fig.  14  la  surface  ^ 
relative  à  une  température  déterminée,  et  que  nous  ayons  élevé  au  point 
C  Tordonnée  ^  {C).  A  partir  de  l'extrémité  de  cette  ordonnée,  nous 
décrivons  les  deux  cônes  que  j'ai  nommés  tantôt  CL  et  C.AB,  Ces 
deux  cônes  ont  leur  sommet  au  point  situé  au-dessus  de  C;  le  cône  CL 
enveloppe  le  manteau  liquide,  c  à  d.  la  surface  ^;  le  cône  C  AB  a  la 
courbe  ^{AB)  pour  directrice.  Quant  à  la  surface  réglée  que  nous 
avons  à  considérer,  et  que  j'ai  représentée  plus  haut  par  L.JBy  elle 
est  engendrée  par  le  roulement  d'un  plan,  tangent  d'une  part  au  man- 
teau liquide,  et  coupant  d'autre  part  le  plan  limite  AB^  suivant  une 
droite  tangente  à  la  courbe  ^  {AB). 

Pour  les  types  i  et  5  la  forme  du  cône  diffère  quelque  peu  de  celui 
des  types  1 ,  2  et  3;  on  j)eut  notamment  y  mener  un  plan  doublement 
tangent,  qui  le  touche  suivant  deux  génératrices;  l'une  de  ces  généra- 
trices passe  par  le  point  a"  de  la  fig.  13,  l'autre  par  le  point  ù",  toutes 
deux  d'ailleurs  par  le  sommet  du  cône.  Les  deux  génératrices  forment 
avec  la  droite  a"b"  un  triangle,  que  nous  pouvons  appeler  le  triangle 
des  trois  phases  CM^jVh^  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin.  Prenons 
d'abord  le  cas,  où  la  température  est  sulfisamment  basse  pour  que  non 

seulement  la  courbe  A^B"  soit  située  tout  à 
fait  au-dessous  de  la  courbe  A'B',  mais  en- 
core pour  que  le  cône  CAB  soit  tout  entier 
au-dessous  du  cône  CL  et  de  la  surface 
réglée  L .  AB.  Dans  ces  conditions,  c'est  le 
cône  CAB  seul  qui  représente  les  états 
d'équilibre  Projetons  ce  cône  sur  le  plan 
du  triangle;  nous  obtenons  alors  la  fig.  14, 
où  Cah  est  la  projection  du  triangle  des  trois 
phases.  Le  triangle  est  subdivisé  en  trois  champs,  chaque  point  du 
champ  CAa  fait  connaître  un  complexe  du  solide  C  et  de  cristaux  mix- 
tes de  composition  déterminée;  il  en  est  de  même  du  champ  CbB-,  ainsi 
p.  ex.  le  point  e  représente  un  mélange  du  solide  C  et  de  cristaux  mix- 
tes dont  la  composition  est  f. 

Les  points  situés  à  l'intérieur  du  champ  Cab  représentent  des  conglo- 
mérats du  solide  C  et  des  deux  cristaux  limites  Ma  et  M^. 

Nous  venons  de  considérer  le  seul  cas,  oii  les  états  d'équilibre  sont 
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déterminés  uniquement  par  le  cône  C.  AB,  Considérons  maintenant  un 
cas  où  c'est  la  surface,  réglée  L .  AB  qui  les  détermine.  Il  faut  alors 
évidemment  que  la  courbe  A"  If  de  la  fig.  13  soit  encore  tout  entière 
au-dessous  de  la  courbe  A'B^,  Ou  voit  facilement  que  la  projection  de 
cette  surface  réglée  sera  alors  à  i)eu  près  telle  que  le  représente  p.  ex. 
la  configuration  BbaAv/s  de  la  fig.  18  (p.  90).  Le  triangle  /ôa  de  cette 
surface  réglée  est  la  projection  d'un  plan  qui  touche  cette  surface  réglée 
suivant  deux  génératrices;  Tune  d'elles  passe  par  le  point  a  y  l'autre  par 
le  point  ô"  de  la  fig.  13;  le  point  /  de  la  fig.  18  est  l'intersection  de  ces 
génératrices,  et  en  même  temps  le  point  où  le  plan  tangent  touche  la 
surface  ^.  11  est  de  nouveau  aisé  de  reconnaître  qu'en  ce  point  t  la 
courbe  stv  présente  une  discontinuité;  j'y  reviendrai  plus  loin. 

Chaque  liquide  de  la  courbe  si  peut  être  en  équilibre  avec  des  cris- 
taux mixtes,  de  composition  déterminée,  de  la  portion  Bb\  ainsi  p.  ex. 
le  liquide  w,  avec  les  cristaux  mixtes  n^^  le  liquide  /  avec  les  cristaux 
mixtes  b  etc.  ;  chaque  liquide  de  la  courbe  fv  peut  être  en  équilibre 
avec  des  cristaux  mixtes  déterminés  de  la  portion  aA^  tandis  que  le 
liquide  t  i)eut  être  en  équilibre  à  la  fois  avec  les  deux  cristaux  limites 
Ma  et  My, 

J'ai  dessiné  dans  la  fig.  18  les  projections  de  quelques  génératrices, 
ou  lignes  de  conjugaison,  de  la  surface  réglée,  dans  le  voisinage  des 
côtés  Bsy  Avy  ht  et  af-,  elles  sont  sensiblement  parallèles  à  ces  côtés. 

Les  complexes  situés  à  Tintérieur  des  portions  Bbh  et  Aavt  se  com- 
posent de  liquide  et  de  cristaux  mixtes;  ainsi  p.  ex.  le  complexe  n  se 
compose  du  liquide  ^/,  et  des  cristaux  mixtes  n^  etc.  Des  points  à  l'in- 
térieur du  triangle  aht  donnent  des  complexes,  qui  se  composent  du 
liquide  i  et  des  deux  cristaux  limites  Ma  et  Mu',  on  peut  donc  consi- 
dérer le  liquide  t  comme  saturé  par  les  deux  cristaux  limites.  En  par- 
lant dans  la  suite  du  triangle  /ôrt ,  je  l'appellerai  le  triangle  des  trois 
phases  LM^Mh,  pour  bien  faire  voir  qu'il  représente  l'équilibre  entre 
un  liquide  L  et  les  deux  cristaux  limites  Ma  et  Mi, . 

Revenons  maintenant  à  la  fig.  14;  nous  avons  déduit  cette  figure 
dans  le  cas  où  le  cône  est  situé  tout  entier  au-dessous  de  la  surface  ^. 
Elevons  maintenant  la  température;  le  cône  se  rapproche  de  plus  en 
plus  du  manteau  liquide  et  y  devient  tangent  à  une  certaine  tempéra- 
ture. Admettons  que  ce  point  de  contact  soit  situé  dans  le  plan  limite 
BC;  à  une  température  un  peu  plus  élevée  encore,  l'isotherme  prendra 
une  forme  comme  l'indique  la  fig.   15.  On  trouve  dans  cette  figure, 
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Fig.    15. 


outre  les  champs  de  la  fig.  14,  quatre  nouveaux  champs.  En  premier 
lieu  le  champ  Crf,  une  partie  de  la  projection  du  cône  CL)  puis 
Bmsi^  une  partie  de  la  projection  de  la  surface  réglée  L.AB)  et  sfr,  la 
projection  de  cette  partie  là  de  la  surface  Z,  qui  a  la  situation  la  plus 
basse.  Nous  avons  encore  le  triangle  Cfjtr,  le  plan  de  ce  triangle  touche 
le  cône  C .  AB  suivant  la  génératrice  Cm,  le  cône  C.  L  suivant  67,  la 
surface  réglée  L.AB  suivant  mi  et  la  surface  ^  au  point  /.  Des  j)oints 
à  l'intérieur  du  triangle  Cf/n  font  connaître  des  complexes,  composés  du 

liquide  /,  de  la  composante  C  et  des 
cristaux  mixtes  de  composition  ///; 
dans  la  suite  j'apj)ellerai  ce  triangle 
le  triangle  des  trois  ])hases  LCM.  Les 
liquides  situés  dans  la  partie  rsi  ne 
sont  pas  saturés;  ceux  de  la  courbe  rt 
peuvent  être  en  écjuilibre  avec  le 
solide  C  et  ceux  de  la  courbe  st  avec 
des  cristaux  mixtes.  On  voit  par  la 
tigure  (ju'à  cette  température  une 
partie  des  cristaux  mixtes,  savoir  de 
B  à  M,  peuvent  rtre  en  écpii libre  avec  des  liquides;  les  autres,  auxquels 
appartiennent  aussi  les  deux  cristaux  limites  M„  et  Mi,,  ne  peuvent 
coexister  qu'avec  le  solide  (\ 

A  cette  température,  le  triangle  est  divisé  en  sept  champs,  qui  sub- 
sistent quand  la  température  s'élève,  jus{|u"à  ce  qu'il  se  produise 
quelque  chose  de  nouveau;  il  va  de  soi,  (luYi  mesure  que  la  tempéra- 
ture s'élève  les  champs  changent  de  forme  et  de  situation;  c'est  ainsi 
que  les  deux  triangles  Chu  et  Cah  se  rapprochent  l'un  de  l'autre. 

Aux  températures  où  les  isothermes  ont  la  forme  de  la  iig.  15,  le 
plan  du  triangle  des  trois  phases  CM„Mh  est  tout  entier  au-dessous  de 
la  surface  i';  i)ar  élévation  de  température,  ces  deux  surfaces  se  rap- 
prochent de  plus  en  ])lus  et  elles  finissent  par  se  toucher.  La  fig.  16 
montre  la  forme  des  isothermes  dans  ces  circonstances;  /  est  la  projec- 
tion du  point  de  contact.  Le  champ  C///Ô  de  la  fig.  15  dis])araît  à  cette 
tem])érature,  et  les  deux  triangles  des  trois  phases  se  juxtaposent  par  un 
coté,  ce  qui  donne  naissance  au  quadrilatère  Caôf  de  la  fig.  16.  A  cette 
température  le  liquide  peut  être  en  é(|uilibre  avec  trois  phases  solides, 
savoir  C  et  les  deux  cristaux  limites  Ma  et  Mi,.  A  cette  tempéra- 
ture existe  donc  l'équilibre  L  -\-  Ç  -\-  Ma  +  Mo}  cette  température 
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est  donc  bien  déterminée;  nous  verrons  plus  tard  que  c'est  une  tempé- 
rature de  transformation  dans  le  système  ternaire. 

Elevons  maintenant  la  température  au-dessus  de  la  t^^mpémture  de 
transformation,  le  plan  bitangent  au  cnne  coupe  alors  la  surface  ^,  de 
sorte  que,  si  nous  nous  bornons  i\  considérer  des  phases  stables,  le 
triangle  des  trois  phases  CM„Mh  disparaît.  On  obtient  alors  pour  les 
isothermes  une  forme  comme  le  montre  la  fig.  17.  Si  nous  ne  considé- 
rons que  les  parties  les  plus  basses  des  diverses  surfaces,  CAia  est  la 
projection  du  cône  CAB,  Crv  celle  du  cône  CL  et  mahBsiv  celle  de  la 
surface  réglée  L.AB,  Il  y  a  ensuite  deux  plans  tangents,  savoir  Cmv^ 
qui  touche  les  cônes  C.AB  et  CL  et  la  surface  réglée  L.AB,  et  aôl 
qui  est  un  plan  doublement  tangent  à  la  surface  réglée. 
B  B 


Y\çr.  IG. 


Fig.  17. 


Comparons  maintenant  entr 'elles  les  deux  tigures  15  et  17;  la  fig.  15 
se  rapporte  à  des  tem])ératures  inférieures  au  point  de  transformation, 
la  fig.  17  à  des  températures  supérieures.  On  voit  dans  les  deux  tigures 
deux  triangles  de  trois  phases,  mais  ces  triangles  sont  tout  dilTérents. 
Au-dessous  de  la  température  de  transformation,  les  deux  cristaux 
limites  Ma  et  jJ/i,  peuvent  être  en  équilibre  avec  le  solide  (';  au-dessus 
de  cette  température  ils  sont  en  é([uilibre  avec  un  liquide,  savoir  f 
(fig.  17).  Aux  deux  températures  on  a  encore  des  cristaux  mixtes,  de 
composition  ///,  qui  peuvent  être  en  équilibre  avec  le  solide  C  et  avec 
un  liquide.  Mais  la  composition  de  ces  cristaux  mixtes  est  fort  diff'é- 
rente  pour  les  deux  températures;  un  ])eu  au-dessous  du  point  de 
transformation,  elle  est  voisine  de  Ah,  un  peu  au-dessus  elle  est  voi- 
sine de  Mu- 

A  la  température  de  transformation  même,  on  a  le  quadrilatère  Caùf; 
ce  quadrilatère  est  issu  des  deux  triangles  de  la  fig.  15,  notamment  par 


90  F.  A.  H.  SCHUEINEMAKKllS. 

leur  juxtaposition  suivant  la  diagonale  Cb\  si  Ton  partage  le  quadrila- 
tère suivant  la  diagonale  ta^  on  obtient  Jes  triangles  de  la  fig.  17. 

Si  Ton  songe  que  chaque  triangle  représente  un  système  de  trois 
phases,  on  voit  qu'à  cette  température  de  transformation  se  produit  la 
réaction 

C+Mu-Z-Ma  +  Lt) 

cela  veut  dire  que,  par  élévation  de  température,  un  mélange  du  solide 
G  et  des  cristaux  limites  Mu  se  transforme  en  cristaux  mixtes  Ma  et 
solution.  II  se  produit  donc  une  transformation  de  Tune  espèce  de  cris- 
taux mixtes  dans  l'autre  ;  en  même  temps  une  des  composantes  disparaît 
et  il  se  forme  une  solution. 

Quand  nous  élevons  davantage  la  température,  diverses  occurences 
sont  possibles;  je  n'en  considérerai  que  quelques-unes.  11  se  peut  p.  ex. 
que  la  ftg.  17  soit  uniquement  modifiée  par  le  fait,  que  la  courbe  ts^ 
au  lieu  d'aboutir  sur  le  côté  C/i,  se  termine  eu  un  point  du  côté  AB. 

Mais  il  se  peut  aussi  que  le  triangle 
des  trois  phases «^Z  disparaisse  d'abord  ; 
nous  verrons  j)lus  tard  de  quelle 
manière  cette  disparition  peut  se  pix)- 
duire.  Une  autre  possibilité  encore, 
c'est  que  le  triangle  C?fiv  disparaît 
d'abord;  cela  s'opère  ainsi,  que  les 
deux  points;  vi  et  v  viennent  simulta- 
nément sur  le  côté  CA-y  les  rapports 
que  Ton  observe  alors  sont  représentés 
Y\v,  18.  ^S*  1^-    Nous  avons  déjà  considéré 

tantôt  la  surface  réglée  de  cette  figure; 
Cru  est  la  projection  du  cône  CL.  Les  deux  champs  hétérogènes  sont 
séparés  maintenant  par  le  champ  homogène  stvur  et  ils  restent  séparés 
quand  la  température  s'élève.  Les  points  de  fusion  des  composantes 
déterminent  évidemment  lequel  des  deux  champs  hétérogènes  disparaît 
le  premier;  mais  je  ne  m'occuperai  que  de  ([uelques-unes  des  transfor- 
mations, que  la  surface  réglée  peut  présenter. 

En  déduisant  la  surface  réglée  de  la  fig.  18,  nous  avons  encore  sup- 
posé jusqu'ici,  que  la  courbe  Ç  des  cristaux  mixtes  était  située  tout 
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entière  au-dessous  de  la  courbe  limite,  c.  à  d.  que  la  courbe  A'H'  de  la 
fig.  13  était  tout  entière  au-dessous  de  A'B>.  A  mesure  que  la  température 
s'élève,  les  deux  courbes  se  rapprochent  l'une  de  Tautre;  si  Ton  consi- 
dère la  droite  bitangente  ^"6",  on  voit  qu'elle  doit  toucher  la  courbe 
A'JÏ  à  une  certaine  température.  Le  point  de  contact  peut  être  situé, 
ou  non,  entre  les  deux  points  a  et  6";  c'est  le  dernier  cas  qui  est  repré- 
senta' dans  la  figure:  le  point  de  contact  est  /'  et,  ainsi  que  nous  le  ver- 
rons, les  cristaux  mixtes  binaires  AB  appartiennent  alors  au  type  4, 
c.  à  d.  celui  où  la  courbe  de  solidifi- 
cation binaire  ofl*re  un  point  de  trans- 
formation. 

Considérons  ce  cas  d'abord,  et  par- 
tons de  cette  hypothèse,  que  la  courbe 
A'  1^  de  la  fig.  13  soit  encore  au-dessous 
de  a" S'.  A  mesure  que  la  tempéra- 
ture s'élève,  elles  se  rapprochent  Tune 
de  l'autre,  et  il  arrivera  un  moment 
oà  les  deux  extrémités  If  eX  S*  coin-  C^ 
cident.  Nous  avons  vu  plus  haut 
que,  dans  ce  cas,  la  courbe  /*  de  la 
fig.  18  doit  passer  par  le  sommet  i?;  si  Ton  imagine  que  dans  la  fig.  18 
le  point  ê  coïncide  avec  5,  on  a  une  repn^sentation  de  l'isotherme  pour 
cette  température,  qui  est  évidemment  le  point  de  fusion  de  la  compo- 
sante B, 

Pour  une  température  un  peu  plus  élevée  encore,  les  deux  courbes 
ÂB>  et  A''ff'  de  la  fig.  13  s'entrecoujjent,  et  nous  obtenons  la  fig.  19 
comme  projection  de  la  surface  réglée. 

Tous  les  cristaux  mixtes  dont  la  composition  est  comprise  entre  A  et 
Ma  sont  encore  réalisables,  mais  de  ceux  compris  entre  Mo  et  B  il  ne 
peut  exister  qu'une  portion,  savoir  de  ô  à  «?.  Les  cristaux  binaires  w 
peuvent  être  en  équilibre  avec  le  li((uide  binaire  s\  le  liquide  i  est  encore 
une  solution  nonsaturée  des  deux  cristaux  limites  Ma  et  Mb> 

Elevons  maintenant  la  température  jusqu'à  ce  que  la  courbe  A'B^ 
touche  la  droite  bitangente  ab",  en  un  point  t'.  Cette  température  est  la 
température  de  transformation  du  système  binaire  AB-,  de  la  fig.  13  on 
déduit  aisément,  qu'à  cette  température  se  produit  la  réaction  : 


Fig.  19. 


Mu  -Z.  Ma  +  U 
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Les  cristaux  mixtes  Mo  disparaissent  donc  en  donnant  naissance  aux 
autres  cristaux  mixtes  M»  et  à  la  solution  /. 

Considérons  maintenant  la  surface  réglée  L.  AB-,  aussi  longtemps  que 
A'B'  est  plus  élevé  que  ab",  il  est  possible  de  mener  un  plan  double- 
ment tangent;  mais,  au  moment  du  contact,  le  plan  bitangent  disparaît 
et  est  remplacé  par  la  droite  aH'i',  La  projection  de  la  surface  réglée 
est  alors  représentée  en  quelque  sorte  par  la  fig.  2U.  On  peut  se  figu- 
rer qu'elle  résulte  de  la  fig.  19  par  la  coïncidence  des  cotés  ht  et  ai  du 

triangle  des  trois  phases  avec  le  coté 
.^^  du  triangle  fondamental.  11  résulte 
aussi  de  la  considération  de  la  fig.  13, 
que  le  point  s  coïncide  avec  t  ti  w 
avec  h.  Maintenant  comme  aux  tem- 
pératures plus  basses,  le  liquide  t  peut 
encore  être  en  équilibre  avec  les  deux 
cristaux  limites  M^  et  Mh\  seulement, 
ce  liquide  n  est  plus  ternaire,  mais 
binaire. 

Y\çT.  20.  Quand  nous  élevons  la  température 

au  ])oint  de  lui  faire  dépasser  quelque 
peu  le  point  de  transformation  dans  le  système  binaire,  le  point  h  de 
la  fig.  20  disparaît,  et  la  surface  réglée  prend  la  forme  Aalv  de  la  fig.  20; 
toutefois,  le  point  a  ne  représente  plus  un  cristal  mixte  limite.  Dans 
les  états  d'équilibre  stable  on  ne  trouve  plus  de  cristaux  limites,  pas 
plus  les  cristaux  M,f  que  Mu, 

En  déduisant  les  isothermes  précédentes,  nous  avons  admis  que,  des 
deux  triangles  de  trois  phases  CML  (triangle  Cm,v)  et  M^MuL  (triangle 
ahC)^  qui  se  présentent  à  la  température  à  laquelle  se  rapporte  la  fig.  17, 
c'est  le  système  CML  qui  disparaissait  le  premier.  Or,  il  se  peut  tout 
aussi  bien  que  le  triangle  ahi  ait  déjà  disparu  quand  l'autre  Cmv  existe 
encore.  Quand  la  température  eutectique  du  système  CA  est  plus  basse 
que  la  température  de  transformation  du  système  AB^  c'est  le  triangle 
Coni  qui  disj)araît  le  premier;  mais,  quand  la  température  de  transfor- 
mation du  système  AB  est  inférieure  à  la  température  eutectique  du 
système  AC,  c'est  le  triangle  aht  qui  disparaît  en  premier  lieu.  Le  lec- 
teur n'a  qu'à  introduire  Ini-meme  les  changements  qui  en  sont  la  con- 
séquence. 
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Dans  les  figg.  18,  19  et  ^0  on  trouve  encore  toujours  le  cône  Crv; 
quand  c'est  la  composante  C  qui  a  le  point  de  fusion  le  plus  élevé, 
c'est  évidemment  la  surface  réglée  qui  disparaît  la  première,  et  il  suc- 
cédera à  la  fig.  20  une  autre  qui  n'offrira  plus  que  le  cône  Cru;  mais, 
si  le  point  de  fusion  de  C  est  plus  bas  que  celui  de  B,  la  courbe  ru  de 
la  fig.  19  fait  défaut  etc.  J'abandonne  au  lecteur  le  soin  d'apporter  ces 
petits  changements  à  la  figure. 

Nous  avons  déduit  les  isothermes  des  figg.  li  à  20  en  partant  des 
deux  hypothèses  suivantes: 

a.  il  se  présente  une  température  de  transformation  dans  le  système 
ternaire; 

d.  il  s'en  présente  une  aussi  dans  le  système  binaire  àB  (type  4). 

Admettons  maintenant  : 

a.  il  se  présente  une  température  de  transformation  dans  le  système 
ternaire; 

b,  dans  le  système  AB  on  rencontre  un  point  eutectique  (type  5). 
Dans  ces  circonstances  on  obtient  de  nouveau  une  série  d'isothermes 

comme  dans  les  figg.  14  à  18;  mais  à  cette  dernière  il  en  succède  une 
nouvelle  que  je  me  propose  de  déduire  à  présent. 

Quand  il  existe  dans  le  système  binaire  une  température  eutectique, 
la  courbe  A'B'  de  la  fig.  1 8  doit  toucher  la  droite  bitangente  a^b"  en 
un  point  compris  entre  a"  et  b'\  Nommons  de  nouveau  ce  point  l' et  sa 
projection  t.  Pour  simplifier,  nous  supposerons  d'ailleurs  que  le  point 
A'  est  situé  au-dessus  de  A'\  et  B  au-dessus  de  B".  A  cette  température 
se  produira  la  réaction: 

31,  +  M,  -^  Lt. 

Comme  il  n'existe  ])lus  de  liquide,  dans  le  système  binaire,  au-dessous 
de  cette  température,  on  a  bien  affaire  à  la  température  eutectique. 

Construisons  maintenant,  dans  la  fig.  13,  la  surface  réglée  L,  AB  et 
projetons  la  sur  le  plan  du  triangle;  la  configuration  que  Ton  obtient 
ainsi  est  représentée  ])ar  sfvAaibB  dans  la  fig.  21;  les  ])oints  a,  f  et  b 
sont  les  projections  des  points  a",  /"  et  b".  Les  deux  cristaux  limites 
Ma  et  Mh  peuvent  être  en  équilibre  avec  le  liquide  /;  chaque  cristal 
mixte  de  la  portion  bB  peut  être  eu  équilibre  avec  un  liquide  de  la 
courbe  si,  et  chaque  cristal  de  la  portion  uA  avec  un  liquide  de  ft\ 

On  peut  se  figurer  aisément  comment  la  fig.  21  résulte  de  IS.  Il  faut 
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notamment  que,  dans  la  fig.  18,  le  triangle  abt  disparaisse,  et  cette 
trausformaton  s'opère  ainsi,  que  le  point  t  du  cot^  ab  vient  se  placer 
entre  a  et  h.  C'est  d'une  façon  analogue  que  la  fig.  20  est  issue  de  19; 
toutefois,  dans  C(ï  cas,  le  sommet  /  du  triangle  ne  tombe  pas  entre  les 
points  a  et  6,  mais  à  côté. 

A  des  températures  plus  élevées  encore,  les  deux  parties  de  la  sur- 
face réglée,  qui  se  tiennent  encore  au 
point  i  dans  la  fig.  21 ,  se  détachent 
Tune  de  l'autre,  de  sorte  que  les  deux 
courbes  */  et  vf  se  séparent.  On  ob- 
tient alors  trois  champs  hétérogènes, 
qui  disparaissent  Tun  après  l'autre  à 
mesure  que  la  température  sMlève;  le 
champ  qui  disparaît  le  premier  est 
évidemment  celui  qui  appartient  à  la 
composante  avec  le  point  de  fusion  le 
plus  bas. 
Dans  ce  qui  précède,  nous  u'avon  » 
considéré  que  les  formes  les  plus  simples  que  les  isothermes  peuvent 
prendre;  j'abandonne  au  lecteur  l'examen  des  cas  plus  compliqués. 


Fig.  21. 


Type  6.  Dans  nos  considérations  précédentes  nous  avons  toujours 
supposé,  que  les  cristaux  mixtes  qui  se  déposent  sont  tous  de  même 
espèce.  Supposons  maintenant  que  les  fontes  se  congèlent  en  deux 
espèces  de  cristaux.  Cela  veut  dire  que  les  substances  A  et  B  sont 
isodimorphes. 

Admettons  que  A  puisse  cristalliser  en  deux  états,  que  nous  distin- 
guerons par  les  indices  x  et  /3,  donc  dans  les  états  A^^  et  A^,  La  sub- 
stance B  aussi  peut  prendre  les  deux  état«  solides  B^  et  B^>  Alors  Ag^ 
et  Bq  peuvent  former  des  cristaux  mixtes,  que  j'appellerai  les  cristaux 
XI  de  même  A^  et  B^  forment  des  cristaux  mixtes  /3. 

Pour  chaque  espèce  de  cristaux  mixtes  il  y  a  évidemment  une  courbe  Ç; 
la  courbe  des  cristaux  Xy  je  l'appellerai  la  courbe  x  et  celle  qui  se  rap- 
porte aux  cristaux  mixtes  /3,  la  courbe  /3. 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  x  soit  toute  entière  au-dessous 
de  la  courbe  /3.  Alors  les  deux  composantes  et  leurs  cristaux  mixtes 
n'existent  que  dans  le  seul  état  x^  et  si  nous  nous  bornons  à  considérer 
les  états  stables,  tout  se  passe  comme  si  les  deux  substances  A  et  B 
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étaient  simplement  isomorphes.  On  peut  toutefois  se  figurer  aussi  que 
la  courbe  x  soit  la  plus  basse  aux  deux  extrémités,  mais  que  la  courbe 
p  soit  inférieure  en  son  milieu  à  la  courbe  x.  Alors  les  deux  substauces 
se  solidient  dans  létat  Xy  et  les  mtlanges  liquides  voisins  de  A  et  H 
déposent  aussi  des  cristaux  mixtes  x\  mais  entre  deux  limites  se  pré- 
sentent des  cristaux  p.  Comme  les  deux  courbes  jc  et  p  s'entrecoupejit 
en  deux  points,  on  ]>eut  y  mener  deux  tangentes  doubles;  il  y  a  donc 
deux  lacunes  dans  la  série  des  cristaux  mixtes. 

Si  nous  considérons  toutes  les  compositions  entre  A  et  By  nous 
avons  d'abord  des  cristaux  jt,  puis  une  lacune  à  laquelle  succèdent  des 
cristaux  p;  puis  vient  de  nouveau  une  lacune  et  enfin  encore  une  fois 
des  cristaux  x. 

Il  peut  d'ailleurs  se  présenter  un  autre  cas  encore,  savoir  celui  où  les 
deux  courbes  s'entrecoupent  en  un  seul  point;  notamment  si  nous 
admettons  que  du  coté  de  y^  ce  soit  la  courbe  x  qui  a  la  position  la 
plus  basse  et  du  coté  de  B  la  courbe  p.  Alors  la  composante  A  devient 
solide  dans  Tétat  J^  et  B  dans  Tétat  Ba\  les  cristaux  mixtes  qui  con- 
tiennent une  forte  proportion  de  A  se  déposent  alors  dans  Tétat  x  et 
ceux  avec  une  forte  proportion  de  B  dans  Tétat  p.  Entre  les  deux  existe 
évidemment  une  lacune. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  distingué  trois  cas,  suivant  que  les 
deux  courbes  ^  des  cristaux  mixtes  ne  présentent  pas  d'intersection,  ou 
présentent  un  point  d'intersection,  ou  deux.  Dans  la  suite,  je  ne  con- 
sidérerai que  le  cas  où  il  y  a  un  seul  point  d'intersection;  le  lecteur 
détluira  lui-même  les  isothermes  pour  les  autres  cas. 

Si  nous  nous  bornons  à  considérer  des  états  stables,  nous  n'avons  pas 
à  nous  occuper  des  deux  courbes  ^  dans  toute  leur  étendue;  la  construc- 
tion suivante  suffit.  Menons  d'abord  une  tangente  commune  aux  deux 
coarbes;  soit  a  le  point  de  contact  avec  la  courbe  x  et  IT  le  point  de 
contact  sur  la  courbe  /3.  De  a  vers  A  s'étend  la  portion  la  plus  basse 
de  la  courbe  js,  et  de  b"  vers  B  la  portion  la  plus  basse  de  la  courbe  /3. 

Supposons  que  dans  la  fig.  13  la  portion  aV  de  la  courbe  Â'B'  soit 
laissée  de  coté,  et  imaginons  que  A" a  soit  une  portion  de  la  courbe  Xy 
qui,  prolongée,  aboutirait  en  un  point  au-dessus  de  /T.  Soit  de  même 
Kb"  la  courbe  /S,  dont  le  prolongement  se  terminerait  en  un  point 
au-dessus  de  A" ,  On  voit  maintenant  que  la  courbe  des  cristaux  mixtes, 
pour  autant  qu'elle  ne  représente  que  des  états  stables,  se  compose  de 
trois  parties,  savoir  Wb" y  b^a   et  a  A"^  c.  à  d.  des  trois  mêmes  tronçons 
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que  pour  les  types  l  et  5,  que  uous  avons  examines  ci-devant.  La 
seule  différence,  c'est  ([ue  dans  les  cas  4  et  5  les  deux  portions  u'^A"  et 
Jfù"  fout  partie  d'une  même  courbe,  tandis  qu'elles  appartiennent  à 
des  courbes  différentes  dans  le  cas  du  type  6.  Il  en  résulte  que  les  deux 
cristaux  limites  j\fn  et  j}fh  ne  sont  plus  de  même  espèce;  tous  les  cris- 
taux mixtes  entre  A  et  ilfa  sont  du  type  x  et  tous  ceux  entre  B  et 
Mh  appartiennent  à  l'état  (3, 

Si  nous  considérons  encore  la  courbe  limite  A'B',  nous  voyous  de 
nouveau  que  son  point  de  contact  avec  a'ù"  peut  être  situé  sur  le  pro- 
longement de  a'^ô",  comme  cela  est  représenté  fig.  13,  ou  entre  a"  et  b". 
Dans  le  j)remier  cas  on  rencontre  une  température  de  transformation, 
dans  le  second  une  température  eutectique,  conformément  à  ce  que 
nous  avons  vu  dans  les  cas  des  types  4  et  5. 

Ou  reconnaît  ainsi  que  les  isothermes  du  type  (>  sont  données  par  les 
mêmes  figures  que  pour  les  types  l  et  5.  11  ne  pourra  se  présenter  une 
différence  que  dans  les  parties  moins  stables,  sur  lesquelles  je  reviendrai 
tantôt. 

Nous  avons  déduit  maintenant  toute  uue  série  d'isothermes,  dans  le 
cas  où  les  cristaux  mixtes  du  système  binaire  A/i  appartiennent  à  l'un 
des  types  i,  5  ou  0.  Ou  peut  cei>endant  observer  une  autre  série  encore, 
ce  dont  on  se  convainct  aisément,  quand  on  considère  encore  une  fois 
la  fig.  11'.  Cette  figure  fait  notamment  connaître  les  états  d'équilibre  à 
des  températures  où  les  liquides  n'existent  pas  encore;  le  cône  C.AB 
est  encore  tout  entier  au-dessous  de  la  surface  <. 

Quand  on  élève  la  température,  il  arrive  un  moment  où  le  cône  et  la 
surface  X  se  touchent.  Dans  nos  déductions  i)récédentes,  nous  avons  sup- 
posé que  le  point  de  contact  se  présente  dans  un  des  plans  limites, 
savoir  B(\  Il  y  a  ])ourtnnt  d'autres  possibilités,  et  c'est  Tune  d'elles 
que  je  me  propose  d'examiner  de  plus  près.  On  peut  notamment  mener 
un  plan  doublement  tangent  au  cône,  et  dans  ce  plan  est  situé  un 
triangle,  que  nous  avons  appelé  le  triangle  des  trois  phases  CM^Mu, 
Admettons  maintenant  que  la  surface  touche  le  plan  bitangent  en  un 
point  à  rintérieur  du  triangle  des  trois  phases.  Soit  d  (fig.  14)  la  pro- 
jection de  ce  point  de  contact.  Quand  on  élève  la  température  encore 
un  peu,  le  plan  bitangent  coupe  la  surface  ^,  et  on  obtient  une  iso- 
therme, comme  la  représente  la  fig.  22. 

Les  deux  triangles  CAr  et  CBs  sont  des  projections  du  cône  CAB; 
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Fig.  22. 


Cuv  est  celle  da  coiie  C  L  et  sufvrs  celle  de  la  surface  réglée  L.AB.  On 
a  ensuite  trois  triangles  de  trois  phases,  savoir  Chs^  Crr  et  abf;  le  pre- 
mier donne  le  système  C  -\-  L ,  -\-  J/^,  le  second  C  +  f^r  +  J^»  et  le 
troiïiiènie  le  système  M„  -\-  Mi,  -\-  Li,  On  reconnaît  facilement  comment 
la  fig.  22  provient  de  la  lig.  11.  Imaginons  que  nous  ayons  tracé,  dans 
la  fig.  14,  les  droites  O/,  hn  et  a(J  qui  divisent  le  grand  triangle  Cal 
et  trois  triangles  i)lus  petits.  Quand 
la  température  s'élève,  ces  triangles 
se  séparent  et  ainsi  prend  naissance 
la  fig.  22.  Inversement,  on  revient 
de  la  fig.  22  à  la  ïig.  1  1-,  quand 
les  trois  triangles  se  réunissent. 
Alors  les  trois  points  w,  c  et  /  coïn- 
cident; de  même  h  se  confond  avec 
*  et  a  avec  r. 

On  se  convainct  aussi  aisément 
que  la  température,  à  laquelle  ce 
contact  se  produit,  est  la  tempéra- 
ture eutectique  du  système  ternaire.  Il  résulte  des  figg.  14  et  22  qu'il 
s\v  opère  la  réaction  : 

C+M,  +  M,'::lL. 

Au-dessous  de  cette  température  on  n'a  que  l'équilibre  C -\-  Ma  -\-  Mu] 
au-dessus  trois  équilibres  sont  possibles,  savoir  C-\-Ma  -\-L,  C-\-  Mb  -\-  L 
et  Ma  +  Mo  -{-  Ly  qui  sont  donnés  par  les  trois  triangles  de  trois 
phases  de  la  fig.  22. 

La  forme  que  prennent  les  isothermes,  quand  la  température  s'élève 
davantage,  dépend  évidemment  des  points  de  fusion  des  composantes, 
des  températures  eutectiques  des  systèmes  binaires  AC  et  BC,  et  aussi 
de  la  température  de  transformation  ou  eutectique  des  cristaux  mixtes; 
ainsi  p.  ex.  il  se  peut  que  le  triangle  aôl  disparaisse  le  j)remier.  Mais 
cette  disparition  peut  encore  se  produire  de  deux  manières:  il  se  peut 
notamment  que  le  point  /  tombe  entre  a  et  ô,  comme  dans  la  fig.  21 
(type  5),  ou  bien  les  circonstances  peuvent  être  celles  de  la  fig.  20  (type  4), 

Du  reste,  il  se  j)eut  aussi  qu'un  des  autres  triangles  disjjaraisse 
d'abord;  si  c'est  p.  ex.  le  triangle  Cas  qui  disparaît  le  premier,  on 
obtient  une  isotherme  comme  celle  de  la  fig.  17,  et  l'élévation  de  tem- 
pérature peut  donner  les  autres  que  nous  en  avons  déduites. 
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Mais  je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  compléter  ces  développements. 
De  toutes  ces  isothermes  que  nous  venons  de  déduire,  il  y  en  a  peu 
que  Texpérience  ait  fait  connaître;  nous  ne  connaissons  d'exemples  que 
de  la  fig.  18.  ■ 

Dans  le  système  KC10''—TIC10^—H'^0'),  on  observe  à  10°  une 
isotherme  représentée  par  la  fig.  18;  ici  (J  représente  Teau,  et  la  courbe 
ru  doit  évidemment  être  laissée  de  côté.  Les  deux  mélanges  limites 
Ma  et  Ml,  contiennent,  à  cette  température,  36,80  et  97,93%deZCTO\ 
Par  refroidissement  au  dessus  de  0°,  la  courbe  ru  apparaît,  notamment 
comme  courbe  de  glace. 

Dans  le  système  AgNO^ — NuNO^ — H'^O,  on  observe  aussi  une 
courbe  sfr  comme  dans  la  fig.  18.  M.  Hissink  2)  a  fait  l'étude  de  ce 
système;  mais  il  s'est  servi  comme  dissolvant  d'un  mélange  d'eau  et 
d'alcool  au  lieu  -d'eau  pure. 

M.  Rkindkrs  ^)  a  également  trouvé  un  exemple  de  la  courbe  stv  dans 
le  système  HgBr^ — HgJ^ — acétone;  à  25°  les  deux  cristaux  limites  con- 
tiennent 5,0  et  17,6%  HgBr'^, 

Ainsi  que  nous  l'avons  vu  plus  haut,  l'existence  d'une  courbe  siv^ 

comme  dans  la  fig.  18,  ne  permet 
pas  encore  de  décider,  si  les  deux 
substances  A  et  B  sont  isomorphes, 
avec  une  lacune  dans  la  série  des 
cristaux  mixtes,  ou  isodimorphes; 
cette  question  doit  évidemment  être 
résolue  d'une  toute  autre  manière. 
Dans  les  deux  cas,  on  trouve  la 
même  courbe;  il  y  a  bien  une  diffé- 
rence, mais  celle  ci  n'apparaît  que 
dans  les  parties  peu  stables  et  in- 
stables, que  l'on  obtient  quand  on 
prolonge  au-delà  de  t  les  deux  bran- 
ches st  et  vl.  C'est  la  forme  de  ces  parties  que  je  me  propose  d'examiner 
à  présent. 

Admettons  d'abord  que  les  cristaux  mixtes  soient  isomorphes  avec 


Fig.  23. 


*)  Bakhuis  Roozeboom,  ces  Archives,  26,  171,  1898. 
')  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.,  32,  537,  1900. 
•}  Ibidem,  32,  517,  1900. 
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une  lacuue;  la  courbe  des  cristaux  mixtes  offre  alors  une  partie  concave 
vers  le  bas,  comme  la  courbe  A''ab"B''  de  la  fig.  13.  Imaginons  main- 
tenant que  nous  menions  une  tangente  en  chaque  point  de  cette  courbe, 
et  par  chaque  tangente  un  plan  touchant  la  surface  Ç.  On  reconnaît 
aisément  que  la  projection  de  la  courbe  de  contact  présente  l'allure  de  la 
courbe  vilmts  de  la  fig.  23;  s/  et  vt  sont  les  mêmes  que  dans  la  fig.  18. 

M.  lloozEBOuM  a  déjà  fait  remarquer  antérieurement  que  les  deux 
branches  si  et  vf  peuvent  être  prolongées  au-delà  du  point  t-y  mais  il  n'a 
pas  pénétré  plus  profondément  dans  cette  question. 

Pour  déterminer  exactement  cette  forme,  nous  prendrons  un  point 
de  la  courbe  de  contact  comme  origine  des  coordonnées,  et  nous  pren- 
drons comme  axe  des  x  la  génératrice  passant  par  ce  point.  L'axe  des 
^,  nous  le  choisirons  dans  le  plan  de  contact,  et  perpendiculairement  à 
Taxe  des  x-y  enfin  la  normale  au  point  de  contact  sera  Taxe  des  z. 

Soit  V  (fig.  13)  la  projection  de  l'origine;  alors  vv  est  celle  de  Taxe 
des  X,  Mettons  Téquation  de  la  surface  Ç"  sous  la  forme: 

^  =  ?(-'N.'/)-.  (1) 

soient  encore 

z  =  :p  (x,//)     et     z  =  ax  -]-  ô^  —  al  (2) 

les  équations  de  la  courbe  A'ayK*  de  la  fig,  13.  Prenons  maintenant 
un  point  xjjz  sur  la  surface  ^  et  un  autre  sur  la  courbe.  L'équation  de 
la  courbe  de  contact  est 

et  celles  de  la  tangente  à  la  courbe  sont: 

Z=aX-\-hY—aL  (5) 

Comme  la  tangente  (4,  5)  doit  être  située  dans  le  plan  de  contact  (3), 
nous  avons 

/  _ ^^\  ^L  _  ^^  _  ^ ^^_  (g) 

\         ^x)  ^x^  ^1/  ^x 
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où 

_.  ^z  ^z 

^x       ^  ^ji 

Admettons  maintenant  que  les  deux  points  considérés  soient  tout  près 
de  Taxe  des  x^  de  sorte  que  x^  y^  z,  x^ — /,  y,  et  z^  sont  infiniment 
petits.  Alors 

z  =  V2  rx'^  +  9xy+^\^tf-\r ,  ^ 

-  =  rx  +  sy  + 

dz 

I^  =  Z'-'XY^—y~=—'\^TX^—8xy—\ty'^ '      )     ^^ 

Si  nous  nous  arrêtons  aux  termes  du  premier  ordre,  il  résulte  de  (7): 

^z 

(9) 

et  nous  tirons  de  (6) 

(10) 

En  vertu  des  équations  (8),  les  équations  (9)  et  (10)  peuvent  s'écrire 

f ^  +  *y  ==  0 
sx-\-ty  =r^y^. 

Si  l'on  résout  ces  deux  équations  par  rapport  à  y,  il  vient 

y  =  ^yx^  ■  (11) 

où 


^x' 

=  0, 
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Puisque  la  surface  ^  est  convexe-convexe  vers  le  bas  en  chacun  de 
ses  points,  r  et/*  sont  positifs;  mais  r,  peut  être  positif  ou  négatif.  Si 
le  point  de  contact  est  situe  sur  la  portion  de  la  courbe  A^ab^S*  de  la 
fig.  13,  qui  est  convexe  vers  le  bas,  t^  est  positif;  mais  s'il  est  situé  sur 
la  portion  concave  vers  le  bas,  r,  est  négatif.  Or,  il  résulte  de  (11)  que 
y  et  y,  ont  le  même  signe  quand  r,  est  positif;  ils  sont  de  signes  con- 
traires quand  r,  est  négatif.  On  peut  déduire  de  là  les  circonstances 
suivantes.  Soient  va  Vmbs  (tig.  23)  la  projection  de  la  courbe  A''ab''B'' 
de  la  fig.  13  sur  le  plan  du  triangle,  et  vfhnta  celle  de  la  courbe  de 
contact,  située  sur  la  surface  ^.  Les  points  a  et  ^  sont  les  projections 
des  points  a  et  b"  de  la  fig.  23,  et  /'  et  m'  sont  les  projections  des  points 
d'inflexion  qui,  dans  la  fig.  23,  séjjarent  la  portion  concave  de  la  courbe 
de  la  partie  convexe.  Si  Ton  se  déplace,  dans  la  fig.  23,  de  v  vers  *', 
r,  est  positif  jusqu'en  /',  mais  négatif  de  /'  jusqu'à  m,  et  puis  de  nou- 
veau positif.  11  résulte  de  là  que  la  position  des  lignes  de  conjugaison 
doit  être  celle  que  nous  avous  représentée  dans  la  figure.  11  résulte 
notamment  de  (11)  que,  pour  des  valeurs  positives  de  r,  y  et^j  ont  le 
même  signe;  si  nous  prenons  p.  ex.  ta  pour  axe  des  u?,  nous  voyous 
que,  en  choisissant  sur  al'  l'un  des  points  de  contact  d'un  nouveau 
plan,  l'autre  point  de  contact  doit  être  situé  du  même  côté  de  fa,  donc 
quelque  part  sur  tL  Aussi  longtemps  qu'un  des  points  de  contact  est 
situé  sur  vl'  ou  sur  mis\  les  deux  points  de  contact  se  déplacent  donc 
dans  le  même  sens.  Mais,  quand  un  des  points  de  contact  est  situé 
entre  /'  et  ///,  il  résulte  de  Féquation  (11)  que  les  deux  points  de  con- 
tact se  déplacent  en  sens  opposé.  Quand  l'un  des  points  de  contact  de 
la  fig.  11  se  déplace  p.  ex.  de  7i  vers  ;//',  l'autre  va  en  sens  contraire, 
notamment  vers  m. 

Nous  avons  encore  à  examiner  quelle  doit  être  la  forme  de  la  courbe 
aux  points  /  et  m.  Prenons  un  de  ces  points,  p.  ex.  //^,  comme  origine  d'un 
système  de  coordonnées,  de  sorte  que  nua  est  la  projection  de  Taxe  des  x. 

Nous  partons  de  nouveau  des  équations  (6)  et  (7),  qui  sont  applica- 
bles en  tout  point  de  contact.  Comme  r,  =  0  au  point  m  ,  nous  avons 
maintenant: 

^-2^1  1/  2     1  A  ^-^1  1/  3 

^-  =  72/^1^1   + et  z—y,  ^=—73^,^,3— 

Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  (6)  et  (7)  nous  trouvons,  par 
élimination  de  y,  : 
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Substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  v"  tirée  de  (8),  ou  trouve: 

{rx  +  *y)2  =  7'^-»'  +  7'(*'  +  r^^),  (13) 

oà  r^'**,  y^*^  et  7'^''^  représentent  les  termes  du  troisième^  du  quatrième 
et  du  cinquième  ordre. 

Prenons  maintenant  un  nouveau  système  de  coordonnées,  où  la  droite 
rx  +  *y  ^t  l'axe  des  x.  Ce  nouvel  axe  forme  avec  le  précédent  un  angle 
X,  déterminé  par 

L'équation  (13)  devient  alors: 

V=p,Y'  +  p,nX-\-p,}\V+j>,X'-\-T^''>+T'^'\     (U) 

OÙ  la  valeur  des  termes  T^^^^  et  7"''>  est  autre  ([ue  dans  (13). 

Nous  nous  demandons  à  présent  quelles  sont  les  valeurs  infiniment 
petites.de  X  et  ]'  qui  satisfont  à  Téquation  (1 1).  Nous  trouvons: 

Cette  courbe  se  compose  de  deux  branches,  (|ui  touchent  toutes  deux 
Taxe  des  A'  à  Torigine,  et  ([ui  sont  situées  de  paii:  et  d'autre  de  cet  axe. 
Il  résulte  donc  de  là  que,  dans  la  iig.  23,  la  courbe  présente  en  /  et  en 
m  un  point  de  rebrousscment. 

Dans  le  cas  de  cristaux  mixtes  isodimorphes  les  circonstances  sont 
tout  autres.  Nous  avons  vu  que  la  courbe  fsv  de  la  fig.  18  existe  aussi 
dans  le  cas  de  cristaux  mixtes  isodimorphes;  mais  nous  avons  dessiné 
le  prolongement  de  cette  courbe,  au-delà  du  point  /,  d'une  toute  autre 
manière.  Pour  les  cristaux  isodimori)hes,  vf-  et  f(f  sont  deux  courbes 
distinctes,  qui  s'étendent  toutes  deux  au-delà  du  point  L  La  courbe 
vl  s'arrête  quelque  part  en  un  point  du  coté  CB  (fig.  18),  entre  s  eiB, 
et  la  courbe  sf  aboutit  en  un  point  de  CJ,  quelque  part  entre  v  et  À. 
La  courbe  m7d  de  la  fig.  23  a  donc  disparu. 
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I).   Les  Courbes  de  sol idiji cation  ternaires, 

Mainteuaut  que  nous  avons  déduit  quelques  isothermes,  nous  allons 
examiner  de  plus  près  la  forme  des  courbes  de  solidification  ternaires. 

Si  nous  admettons  que  les  fontes  ternaires  ne  laissent  déposer  que 
des  cristaux  mixtes  binaires,  nous  pouvons  encore  distinguer  divers  cas. 
Dans  nos  déductions  précédentes  des  isothermes,  nous  avons  basé  la  clas- 
sification sur  la  nature  des  cristaux  mixtes  et  sur  la  forme  des  courbes 
de  solidification  binaires. 

A  présent  je  désire  effectuer  une  division  en  types,  d'après  la  nature 
des  cristaux  mixtes  et  la  forme  des  courbes  de  solidification  ternaires. 

Cristaux  isomorphes. 

Les  fontes  ternaires  se  solidifient  en  une  série  continue  de  cristaux 
mixtes  binaires  de  même  espèce.  11  n'existe  alors  quime  seule  courbe 
de  solidification  ternaire,  mais  on  a  à  distinguer  trois  types,  savoir: 

Ttfpe  a,  La  courbe  de  solidification  ternaire  ne  présente  ni  maximum, 
ni  minimum  de  température. 

Ti/pe  b,  La  courbe  de  solidification  ternaire  présente  un  maximum 
de  température. 

Ti/pe  c,  La  courbe  de  solidification  ternaire  présente  un  minimum 
de  température. 

l^es  fontes  ternaires  se  solidifient  en  une  série  de  cristaux  mixtes  bi- 
naires de  même  espèce,  mais  avec  une  lacune.  On  observe  alors  trois 
courbes  de  solidification  ternaires,  qui  concourent  en  un  point.  On  en 
distingue  deux  types,  savoir: 

Ti/pe  d.  Le  point  d'intersection  des  trois  courbes  est  un  point  de  trans- 
formation. 

Ti/pe  e.  Le  point  d'intersection  des  trois  courbes  est  un  point  eutec- 
tique. 

Cristaux  isodimorphes. 

Les  fontes  ternaires  se  solidifient  en  deux  espèces  de  cristaux  mixtes 
binaires.  11  existe  alors  trois  courbes  de  solidification  ternaires,  qui  con- 
courent en  un  point.  Deux  cas  peuvent  se  présenter: 
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Typef,  Le  point  d'intersection  dos  trois  courbes  est  un  point  de  trans- 
formation. 

Tijpp  g.  T.e  point  d'intersection  des  trois  courbes  est  un  point  eutec- 
tique. 

A  présent  nous  allons  déduire,  à  Taide  de  la  surface  ^,  la  forme  des 
divers  types  de  courbes  de  solidification  ternaires  Prenons  d'abord  le 
cas  où  les  fontes  ternaires  se  solidifient  en  une  série  continue  de  cris- 
taux mixtes  binîiires,  de  mr-nie  esjM'ce.  Le  cône  C.AB  est  donc  convexe 
en  chacun  de  ses  points,  et  nous  prendrons  d'abord  une  température 
suffisamment  basse,  pour  que  le  cône  soit  situé  tout  entier  au-dessous 
de  la  surface  ^.  Par  élévation  de  température,  il  arrive  un  moment  où  le 
cône  et  la  surface  ^  se  touchent;  ce  contact  peut  se  produire  de  trois 
façons  tout  à  fait  différentes,  qui  correspondent  aux  types  «,  ^  et  c  de 
la  solidification. 

Type  a.  Admettons  (pie  le  premier  contact  ait  lieu  en  un  point  du 
plan  limite    //C,  et  soit  />  (fig.  t\)  la  projection  de  ce  point.  A  une 
„  température  plus  élevée  il  y  a  intersection, 

A  suivant  une  courbe  (jui  aboutit  d'abord  en 

/    \  deux  ])oints  du  plan  limite  CB\  on  recon- 

/  \  naît  aisément  qu'il  existe  alors  un  plan  dou- 

/^SJ  ^----'^V'  blement  tangent,    tangent   notamment  au 

/ /\.-^Y\f\     \         c>^)i\t  (\A  H  et  à  la  surface  X-  ^^  p'î*'^  con- 
//.(£)  \  ^^^^       \        tient  un  triangle  ('  M  A;  C  est  la  compo- 
^        ^^        q       ^         -^    santé,   ^f  est   le  point  où  Tintersection  de 
j,'j,^  24.  ^^  P'^"  •*^'*'*^  ^^  P^^^  limite  .//Mouche  la 

courbiî  ^  des  cristaux  mixtes;  le  point  Lest 
le  point  de  contact  du  plan  et  de  la  surface  s.  Le  triangle  est  donc  le 
triangle  des  trois  phases  C'J/A.  Quand  la  température  s'élève,  le  triangle 
change  de  position,  mais  le  point  C  reste  sur  la  ligne  limite.  Le  point 
M  se  déplace  dans  le  plan  limite  A/i  et  le  point  L  reste  quelque  part 
au-dessus  du  triangle.  Si  nous  projetons  sur  le  triangle  le  lieu  géomé- 
trique du  point  /y,  sa  projection  doit  décrire  une  certaine  courbe;  cette 
courbe  fait  connaître  les  compositions  des  solutions,  qui  peuvent  être  en 
équilibre  avec  la  composante  Cet  av(^c  les  cristaux  mixtes.  On  reconnaît 
aisément,  par  ce  qui  précède,  que  les  cristaux  mixtes  changent  aussi  de 
composition;  il  est  donc  question  aussi  d'un  lieu  géométrique  du  point  J/; 
mais  cette  ligne  se  confond  avec  le  côté  J/i.  Je  ne  considérerai  dans  la 
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suite  que  les  compositions  des  liquides;  le  lecteur  trouvera  lui-uienie 
celles  des  cristaux  mixtes,  qui  peuvent  t"tr'3  en  équilibre  avec  ces  liquides. 

Nous  avons  vu  maintenant,  qu'à  une  certaine  température  le  cône 
C.AB  touche  la  surface  ^  en  un  point,  dans  le  plan  limite  BC,  et  qu'à 
une  température  plus  élevée  apparaît  le  triangle  des  trois  phases  CML, 
Soit  Cl  m  la  projection  de  ce  triangle;  on  voit  facilement  que  le  point 
l  doit  tomber  entre  les  deux  droites  CB  et  Cm.  A  mesure  que  la  tem- 
pérature s'élève,  les  deux  points  /  et  w.  se  déplacent  vers  CA,  et,  quand 
le  cône  C.AB  touche  pour  la  seconde  fois  la  surface  t  ^"^  un  point, 
situé  maintenant  dans  le  plan  limite  y/C,  le  point  l  coïncide  avec  q  et 
w.  avec  A. 

Ainsi  donc,  quand  la  température  s'élève,  le  liquide  l  parcourt  la 
courbe  /yAy,  qui  est  une  courbe  de  solidification  ternaire;  elle  fait  no- 
tamment connaître  les  liquides  du  système  C  ^  M  -\-  L\  les  lettres  6' et 
M  y  entourées  d'un  petit  cercle  dans  la  fig.  24,  indiquent  que  dans  les 
champs  correspondants  sedé])osentla  composante  Cou  des  cristaux  mixtes. 

La  courbe  phf  commence  donc  au  point/;;  c'est  le  point  eutectique 
du  système  binaire  CB\  elle  aboutit  au  point  eutectique  </  du  système 
AC.  Nous  avons  donc  admis  que  la  température  eutectique  des  sub- 
stances B  et  C  est  i)lus  basse  ([ue  celle  des  substances  A  et  C.  Les 
flèches  de  la  fig.  24  font  connaître  la  direction  dans  laquelle  les  tempé- 
ratures s'élèvent,  et  non,  comme  plus  haut^  celle  dans  laquelle  le  liquide 
change  de  composition  pendant  la  solidification.  Comme  il  peut  se  pré- 
senter sur  AB  diverses  circonstances,  je  n'y  ai  pas  marqué  de  flèches; 
le  système  binaire  peut  notamment  appartenir  à  un  des  types  1,  2  ou  3, 
Supposons  que  AB  appartienne  au  type  1;  alors  la  température  monte, 
dans  le  système  binaire,  de  A  vers  B  ou  de  B  vers  A^  suivant  que  c'est 
A  on  B  dont  le  point  de  fusion  est  le  plus  bas.  Mais  il  peut  arriver 
aussi  que  la  courbe  de  solidification  binaire  AB  présente  un  maximum; 
il  faut  alors  que  la  température  s'élève  de  A  et  B  vers  m,  m  indiquant 
ce  maximum;  inversement,  si  m  indique  un  minimum  de  température, 
c.  à  d.  si  la  courbe  de  solidification  binaire  appartient  au  type  3,  la 
température  s'abaisse  dans  le  même  sens. 

Ti/pe  b.  Dans  la  fig.  25,  prq  représente  la  courbe  de  solidification 
ternaire,  dans  le  cas  où  il  y  a  im  maximum  de  température;  ^  et  ^  sont 
de  nouveau  des  points  eutectiques;  r  est  le  point  où  la  température  est 
un  maximum. 

Cette  courbe,  on  peut  la  déduire  d'une  façon  analogue  à  la  courbe 
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précédente.  Supposons  d'abord  que  le  cône  6'.^/^  soit  tout  à  fait  au- 
dessous  de  la  surface  ^  ;  quand  la  température  s'élève,  il  apparaît  d'abord 
un  point  de  contact  dans  un  des  plans  limites,  puis  un  second  dans 
autre,  et  il  se  forme  ainsi  deux  triangles  de  trois  p^iases.  De  part  et 
d'autre,  le  cône  coupe  la  surface  v  ;  au  centre  il  est  encore  situé  le  plus 
bas.  Quand  la  température  s'élève  davan- 
tage, les  deux  courbes  d'intersection  se  ra])- 
prochf^iit  l'une  de  l'autre,  et  la  portion  du 
cône  située  au-dessous  de  la  surface  '^  se 
réduit  de  plus  en  plus.  Au  maximum  de 
température,  on  a  un  nouveau  contact; 
toutes  les  génératrices  du  cône  coupent  la 
sutface  ^;  il  n\  en  a  qu'une  qui  la  touche 
en  un  point,  notamment  celle  dont  la  pro- 
jection passe  ])ar  r.  Les  deux  triangles  de 

trois  phases,  qui  correspondent  à  ce  ])oint,  se  réduisent  à  cette  droite 
Cr.  11  en  résulte  ([ue  la  composition  des  cristaux  mixtes  qui  se  déposent 
au  maximum  de  température  est  donnée  par  le  point  d'intersection  de 
la  droite  Cr  avec  le  côté  j1  B, 

J'ai  dessiné  dans  la  ligure  deux  triangles  de  trois  phases  qui  se  rap- 
portent à  une  même  tem])érature;  il  résulte  de  la  considération  de  la 

surface  ^  t*t  du  cône,  que  leur  situation  doit 
être  telle  que  le  représente  la  tigur(\ 

Si  Ton  veut  encore  tenir  compte  de  la 
courbe  de  solidification  binaire  sur  le  côté 
JBy  on  a  de  nouveau  à  distinguer  entre  les 
types  1 ,  2  et  3. 


T///M'  (\  Ce  ty])e  se  présente  d'une  toute 
autn»  façon  que  les  deux  précédents.  Admet- 
tons de  nouveau  que  le  cône  C.AB  soit 
situé  entièrement  au-dessous  de  la  surface  ^.  L'élévation  de  la  tempe- 
rature  entraîne  leur  contact;  toutefois,  leur  contact  n'a  pas  lieu  dans 
un  plan  limite,  mais  quelque  part  sur  la  surface  ^  même.  Soit  s  (fig.  2f>) 
la  projection  de  ce  ])oint  de  contact.  A  cette  température  le  cône  est 
tout  entier  au-dessous  de  la  surface  ^,  abstraction  faite  du  point  de 
contact.  C'est  là  une  grande  différence  avec  le  contact  du  type  h,  où  il 


y  a  en  outre  intersection  du  cône  et  de  la  surface  Ç. 
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Quand  la  température  s'élève,  deux  triangles  de  trois  phases  pren- 
nent naissance,  et  leur  position  doit  être  celle  qu'indique  la  fig.  26. 
Comme  la  température  va  en  s'élevant  de  #  vers  p  et  de  s  vers  </,  il 
s'ensuit  que  la  température  minima  du  système  ternaire  est  j)lus  basse 
que  les  températures  eutectiques  des  deux  systèmes  binaires. 

Si  nous  comparons  entr'elles  les  deux  figures  25  et  20,  nous  consta- 
tons que  la  position  des  triangles  des  trois  phases  est  différente.  Si  nous 
prenons  comme  base  de  ces  triangles  le  cuté  qui  joint  le  sommet  C  à 
un  point  du  coté  AH^  nous  jmuvons  dire  que  les  deux  triangles  de  trois 
phases  sont  opposés  par  la  base,  dans  le  cas  où  il  y  a  un  maximum  de 
température  (iig.  25),  tandis  qu'ils  sont  opposés  par  le  sommet,  quand 
il  y  a  un  minimum  de  température  (tig.  20). 

Si  les  fontes  ternaires  se  soliditieiit  en  une  série  de  cristaux  mixtes 
binaires  de  même  es])èce,  dans  laquelle  il  y  a  une  lacune,  le  cône  CAB 
présente  une  partie  concave  vers  le  bas.  On  peut  alors  mener  à  ce  cône 
un  plan  bitangent,  qui  le  touche  suivant  deux  génératrices.  Ces  deux 
génératrices  forment,  avec  la  droite  bitangente  à  la  courbe  Z  des  cristaux 
mixtes,  le  triangle  de  trois  phases 
CM„Mi,;  ce  triangle  exprime  Tétiui- 
libre  entre  la  composante  solide  C  et 
les  deux  cristaux  mixtes  limites  Ma  .        ^,  . 

et  Mh»  Au  lieu  du  cône  T.  Ali  avec  /  /^ 

sa  partie  concave,  nous  ne  considère-  pi 

TOUS  donc  que  les  deux  ])(>rtions  coîi- 
vexes  et  le  plan  bitangent.  r/       \     (m^ 

Introduisons  maintenant  la  surface        /''  -V^ 
^  dans  nos  raisonnements;  cette  sur-    ^  ^       q  ^  ^^4 

face  peut  toucher  le  plan  bit^ingent  yw,  21. 

en  un  point  infnieur  ou  cxténeur  au 

triangle  des  trois  phases.   Ces  deux  cas  du  contact  correspondent  aux 
types  d  et  e,  que  nous  alloîis  examiner  maintenant. 

Tj/p^  d.  Admettons  d'abord  que  le  point,  où  la  surface  ^  touche  le 
plan  bitangent  au  cône,  soit  situé  en  dehors  du  triangle  des  trois  phases 
CM(iMi,.  Soit  /  (fig.  27).  la  projection  de  ce  ])oint;  il  vient  alors  un 
quadrilatère,  comme  celui  qui  a  été  indiqué  par  Cfah  dans  la  fig.  16, 
de  sorte  que  les  quatre  phases: 

(7+  Lt  +  Ma  +  Mu 


u 
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sont  coexistantes  à  la  température  du  contact.  Quand  la  température 
devient  un  peu  plus  basse,  la  surface  ^  s'élève  au-dessus  du  plan  bi tan- 
gent, et  on  obtient  alors,  comme  on  peut  aisément  s'en  convaincre,  les 
deux  triangles  de  trois  phases  CM],Mh  et  CML  (lig.  15).  Comme  le 
système  CMaMh  ïie  contient  pas  de  liquide,  je  n'en  ai  pas  indiqué 
sur  la  fig.  il  )  le  liquide  L  du  système  CML  est  représenté  par  i  dans 
la  tig.  15,  et  ce  point  parcourt,  pendant  que  la  température  va  en 
s'abaissant,  la  courbe  Ip  de  la  fig.  27. 

Si  Ton  élève  la  tem])érature  au-dessus  de  celle  qui  correspond  à 
risotlierme  de  la  fig.  16,  la  surface  ^  coupe  le  plan  bitangent  au  cûne 
C.AB,  11  apparaît  alors  deux  nouveaux  triangles  de  trois  phases, 
savoir  CML  et  MaM^fj.  Le  système  CML  est  représenté,  dans  la 
fig.  17,  par  le  triangle  Cmv  et  M^MuL  par  le  triangle  abi.  Les  deux 
liquides  v  et  l  de  la  ûg,  17  parcourent,  quand  la  température  s'élève, 
les  courbes  /</  et  fu  de  la  fig.  2,7. 

Le  point  /  de  la  fig;  27  est  donc  le  point  de  concours  de  trois  cour- 
bes; ffj  et  ffi  ])artent  de  ce  point  en  allant  vers  des  températures  plus 
élevées,  tandis  (|ue  f/j  se  dirige  vers  dc^s  températures  plus  basses.  Le 
long  des  courbes/;^  et  fr/,  des  cristaux  mixtes  coexistent  avec  le  solide  C 
comme  seconde  phase  solide;  mais  les  cristaux  mixtes  qui  correspondent 
à  ces  deux  courbes  sont  tout  ù  fait  difierents.  En  efi'et,  dans  la  série  de^ 
cristaux  mixtes  il  y  a  une  lacune;  nous  avons  représenté  par  Ma  et  Mb 
les  cristaux  mixtes  limites;  je  représenterai  maintenant  par  Mi  les  cris- 
taux mixtes  dont  la  composition  est  comprise  entre  ./  et  Ma,  et  par  Mb 
ceux  dont  la  composition  est  comprise  entre  Mo  et  B. 

Ainsi,  la  courbe  pf  se  rapporte  à  récjuilibre  C  -\-  Mn  +  X,  la  courbe 
fji  au  système  C  -\-  M,\  -[-  L.  Allons  maintenant  de  7?  à  ^  suivant  les 
courbes  pi  et  fq.  Nous  voyons  que  la  température  eutectique  (y)  du 
système  CA  a  été  prise  au-dessus  de  celle  (/>)  du  système  CB,  Au  point 
p  même,  on  a  évidemment  Mn  =  7i;  au  point  i,  Mn  =  Mi,  pour  cette 
température;  en  ce  même  point  Ma  =  Ma  et  en  fj  on  a  M\  =  A, 

Il  résulte  clairement,  de  ce  qui  précède,  qu'à  la  température  du  poitit 
/  s'opère,  entre  les  phases  C,  Jj,  Ma  et  Mh,  la  réaction: 

C+M,^Ma-{-  L, 

Comme  il  peut  encore  s'établir,  au-dessous  de  cette  température,  un 
équilibre  où  intervient  un  liquide,  savoir  C  -\-  Mi,  -\-  Tj^  cette  tempé- 
rature n'est  pas  un  point  eutectique.  C'est,  comme  on  voit,  une  tem- 
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pérature  de  transformation,  puisque  les  cristaux  Mb  se  transforment  en 
Ma  quand  on  leur  fournit  de  la  chaleur. 

Considérons  maintenant  d^un  peu  plus  près  le  système:  Ma-\-  Mn-j-L, 
indiqu(^  par  fu  dans  la  figure.  Comme  ce  système  est  déterminé  par  le 
triangle  Ma  Mi,  L,  dont  la  base  est  la  droite  bitangente,  nous  voyons 
facilement  qu'à  toute  température  Ma  =  Ma  et  Ma  =  Mi,.  Ce  système 
disparaît  au  point  //,  au  moment  où  le  liquide  L  devient  le  liquide  bi- 
naire n.  A  ce  propos  on  a  encore  une  fois  deux  cas  à  distinguer; 
oa  bien  le  point  u  est  un  point  eutectique,  ou  bien  c'est  un  point  de 
transformation  du  système  ÀB.  Prenons  d'abord  le  cas  où  c'est  un 
point  eutectique;  le  système  AB  appartient  donc  au  type  5.  liC  point 
u  doit  alors  être  situé  entre  les  points  a  et  b,  comme  le  point  /  de  la 
fig.  21.  Si  Ton  imagine  que,  dans  la  fig.  27,  le  point  z  soit  déplacé 
dans  le  voisinage  du  point  w,  le  triangle  M^  Mu  L  doit  prendre  une 
position  comme  vyZy  où  v  et  y  sont  les  deux  cristaux  limites  et  z  la 
solution.^  Mais,  quand  le  système  binaire  AB  appartient  au  type  4, 
c.  à  d.  si  le  point  u  est  un  point  de  transformation  binaire,  le  triangle 
des  trois  phases  MaM^h  prend  la  position  vxz. 

On  voit  donc  qu'il  y  a  deux  cas  à  distinguer  pour  le  type  ^/,  suivant 
que  le  système  binaire  AB  appartient  au  type  4  ou  5. 

Type  p.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  la  surface  Ç  touche  le 
plan  bitangent  au  cône  C.AB,  en  un  point  en  dehors  du  triangle  des 
trois  phases  CMaM^,  Admettons  maintenant  que  ce  contact  ait  lieu  à 
rintérieur  du  triangle.  Soit  d  (fig.  14)  la  projection  de  ce  point  de 
contact.  A  la  température  correspondante  s'établit  l'équilibre  entre 
quatre  phases: 

C+Ma  +  Mu  +  L. 

Quand  la  température  vient  à  s'abaisser  un  peu,  la  surface  Ç  remonte 
au-dessus  du  triangle  des  trois  phases  C3IoM(,;  alors  il  n'existe  plus 
d'équilibre  qu'entre  phases  solides,  savoir  entre  la  composante  C  et  les 
deux  cristaux  limites  Ma  et  Mu»  Mais,  quand  la  température  s'élève, 
le  triangle  de  trois  phases  coupe  la  surface  ?,  et,  comme  il  est  aisé  de 
s'en  assurer,  il  se  forme  trois  triangles  de  trois  phases,  ainsi  que  le 
représente  la  fig.  28,  qui  expriment  les  équilibres  C-\-Ma-\-Lj 
C^MB  +  LeiMa  +  Mb  +  L. 
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Il  s'ensuit  qu'à  la  température  en  question  s'opère  la  réaction  sui- 
vante entre  les  phases  C,  Ma-^  Mi.  et  //: 

cette  température  est  donc  le  point  eutectique. 

Dans  la  fig.  2S  il  faut  donc  que  trois  courbes  partent  du  point  d, 

en  allant  vers  des  températures  plus  élevées;  la  courbe  pd  exprime 

réquilibre  C  -j-  Mb  +  />,  la  courbe  y  /  l'équilibre  ('  +  M  \  -\-  L  eih 

courbe  du  l'équilibre  M^  -f"  ^^^^  ~\~  ^• 

Encore  une  fois  on  doit  distinguer  deux  cas,  puisque  le  point  //  peut 

Hre  aussi  bien  un  point  de  trausfor- 

A  mation  qu'  un  point  eutectique.  Dans 

/  /\  le   premier  cas  le  triangle  des  trois 

// /     \y  phases  M^Mhfj  a  sur  J IJ  une  posi- 

/■'  f^î^\  /\  tion  comme  ruj,  dans  le  second  une 

A    \b);     \ 
pL/  ,'        /  ^Aj'  position  comme  xnz. 

J/  TN^^^^tz^*^:"" 'Y  On  voit  par  les  figg.  27  et  28  que 

/VO\     1-     v^  y         \  ^^  point  eutectique  aussi  bien  que  le 

/'"V-c^    t     ~~V-  rA         point  de  transformation  de  cristaux 

^  ^   ^  "^ mixtes  binaires  sont  abaissés  parTaddi- 

Pig  28.  tion  d'une  troisième  substance.  On  voit 

aussi  qu'un  point  eutectique  binaire 
et  un  point  de  transformation  binaire  peuvent  être  changés,  par  l'addi- 
tion d'une  troisième  substance,  aussi  bien  eu  un  point  de  transforma- 
tion ternaire  qu'en  un  point  eutectique  ternaire. 

Types  f  et  g.  Il  nous  reste  encore  à  considérer  le  cas,  où  les  cristaux 
mixtes  binaires  se  déposent  sous  deux  formes  cristallines  différentes. 
Ainsi  que  nous  Tavons  vu  à  propos  des  isotliermes,  ce  cas  est  semblable 
aux  types  d  et  e.  Le  type  f  pourra  donc  être  représenté  de  la  même 
façon  que  le  type  d  dans  la  fig.  27,  et  le  tyj)e  (j  à  peu  près  de  la  même 
manière  que  le  type  e  dans  la  tig.  28.  Mais,  dans  les  types  d  et  e,  M\ 
et  Mn  représentent  des  (cristaux  mixtes  de  même  forme,  tandis  qu'ils 
représentent  des  cristaux  mixtes  de  forme  différente  dans  les  types,/ et ^. 

Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  les  cas  les  plus  simples  des 
divers  types;  il  peut  s'en  présenter  pourtant  qui  sont  beaucoup  plus 
compliqués.  Prenons  p.  ex.  le  type  d\  le  point  d'intersection  des  trois 
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courbes  est  un  point  de  transformation.  Ainsi  que  nous  1* avons  déjà 
vu,  ce  point  de  transformation  est  déterminé  par  le  point  de  contact 
de  la  surface  t  et  du  plan  bitangent  au  cône  CAS)  il  doit  d'ailleurs 
être  situé  en  dehors  du  triangle  des  trois  phases  CM„  Mu,  Si  Ton 
abaisse  p.  ex.  la  température,  la  surface  s'élève  complètement  au-dessus 
du  plan  bitangent,  et  il  peut  se  former  la  courbe  Ip  de  la  fig.  27,  ainsi 
que  nous  l'avons  déjà  fait  voir.  Mais  on  reconnaît  aisément  qu'il  peut 
se  produire  un  autre  contact  encore;  il  peut  arriver  notamment,  qu'à 
une  température  déterminée  la  surface  ^  touche  le  cône  C.AB  en  un 
second  point.  Dans  ces  conditions,  on  obtient  sur  la  courbe  fp  de  la 
fig.  27  un  minimum  de  température;  alors  la  température  ne  s'élève  pas 
continuellement  de  7;  vers  /,  mais  elle  commence  par  s'abaisser  d'abord 
pour  s'élever  ensuite.  Ceci  suffira  pour  que  le  lecteur  apporte  lui-même 
toutes  les  modifications  possibles  dans  les  types  d,  e,  f  et  g. 

Nous  allons  considérer  maintenant  une  complication  de  toute  autre 
nature.  On  sait  qu'il  y  a  des  liquides  binaires  qui  se  séparent,  par  élé- 
vation de  température,  en  deux  couches  liquides,  et  qu'inversement 
l'élévation  de  température  peut  provoquer  la  disparition  des  deux 
couches  liquides  et  la  formation  d'un  liquide  homogène. 

Les  cristaux  mixtes  ])euvent  présenter  des  phénomènes  analogues, 
x^dmettons  d'abord  qu'au-dessous  d*une  certaine  température  les  cris- 
taux mixtes  forment  une  série  ininterrompue,  et  qu'au-dessus  de  cette 
température  la  série  des  cristaux  inixtes  offre  une  lacune.  Cette  tempé- 
rature est  alors  une  température  critique  pour  les  cristaux  limites  et, 
comme  la  lacune  dans  la  série  des  cristaux  mixtes  disparaît  par  abais- 
sement de  la  température,  nous  parlerons  d'une  température  critique 
rainima.  A  des  températures  suffisamment  basses,  la  courbe  X  d^s  cris- 
taux mixtes  sera  donc  entièrement  convexe  vers  le  bas;  mais,  à  des 
températures  relativement  élevées,  elle  présentera  une  portion  concave, 
et  offrira  deux  points  d'inflexion.  A  mesure  que  la  température  s'abaisse, 
les  deux  points  d'inflexion  vont  en  se  rapprochant,  et,  à  la  tempéra- 
ture critique,  ils  se  confondent  au  point  critique,  qui  donne  la  compo- 
sition des  cristaux  mixtes  critiques. 

Il  peut  arriver  aussi  que  la  température  critique  est  un  maximum. 
C'est  alors  au-dessous  de  cette  température  que  la  série  des  cristaux 
mixtes  présente  une  lacune,  qui  disparaît  à  des  températures  plus  éle- 
vées. Examinons  maintenant  l'influence  de  ces  phénomènes  sur  la  courbe 
de  solidification. 
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La  température  critique  est  un  minimum. 

Ainsi  doue,  au-dessous  de  la  température  critique  la  série  des  cris- 
taux mixtes  binaires  est  ininterrompue;  ce  n'est  qu'au-dessus  qu'elle 
présente  une  lacune.  Au-dessous  de  la  température  critique  la  courbe 
^  des  cristaux  mixtes  est  convexe  vers  le  bas  en  tous  ses  points;  au- 
dessus  il  y  a  une  portion  concave.   . 

A  des  températures  assez  basses,  le  cône  C^/^  est  tout  à  fait  convexe 
et  situé  entièrement  au-dessous  de  la  surface  X-  Quand  la  température 

s'élève,  le  cône  C.AB  et  la  surface 
X  finissent  par  se  toucher,  et  on  peut 
rencontrer  Tun  des  types  a,  b  on  c, 
représentés  par  les  figures  24,  25  et 
26.  Prenons  p.  ex.   le  type  c,  où  la 
courbe  de  solidification  te rnaire(fig.  26) 
présente  un  minimum  de  température. 
Le  premier  contact  du  cône  avec 
la  surface  ^  a  lieu  en  un  point ,  dont 
la  projection  est  représentée  par  m 
(fig.  29).  Quand  la  température  s'élève 
davantage,  il  se  forme  deux  triangles 
de  trois  phases,  et  d'un  côté  commence  la  courbe  de  solidification  ter- 
naire mpy  de  l'autre  côté  la  courbe  mq.  A  la  température  critique,  la 
courbe  ^  des  cristaux  mixtes  atteint  le  point  critique.  Menons  une  tan- 
gente par  ce  point,  et  par  cette  tangente  un  plan  qui  touche  la  surface 
k.  Soit  k  (fig.  29)  la  ])rojection  du  point  de  contact.  Le  liquide  k  peut 
donc  être  en  équilibre  avec  les  cristaux  mixtes.  A  des  températures  plus 
élevées  encore,  le  point  critique  de  la  courbe  X  ^^  sépare  en  deux  points 
d'inflexion;  il  apparaît  donc  une  partie  concave  dans  la  courbe  ^,  et  il 
se  forme  ainsi  un  triangle  de  trois  phases  L  M  \  Mn,  qui  donne  nais- 
sance à  la  courbe  de  solidification  ///.  Si  Ton  compare  la  fig.  29  avec 
la  fig.  26 ,  on  voit  qu'elles  portent  toutes  deux  la  courbe  de  solidifica- 
tion pq,  relative  à  l'équilibre  C  -\-  31  -\-  L;  mais,  dans  la  fig.  29,  on 
a  une  nouvelle  courbe  de  solidification,  savoir  ku,  qui  fait  connaître 
réquilibre  M\  -j-  Mu  +  L.  Elle  aboutit  d'une  part  sur  le  coté  AB, 
en  un  point  u^  qui  peut  être  tout  aussi  bien  un  point  eutectique  qu'un 
])oint  de  transformation  des  cristaux  binaires;  de  l'autre  côté  elle  s'arrête 
en  un  point  k,  faisant  connaître  la  solution  qui  peut  être  en  équilibre 
avec  les  cristaux  mixtes  critiques,  à  la  température  critique.  Nous  avons 


Fig.  29. 
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supposé  que  la  température  critique  des  cristaux  binaires  était  plus 
élevée  que  le  minimum  de  température  de  la  courbe  de  solidification 
ternaire  pmq.  Le  point  k  correspond  donc  à  une  température  plus 
élevée  que  le  point  m\  mais  cette  température  pourrait  être  plus  basse 
que  celles  des  points  p  et  <y. 

Il  se  pourrait  que  le  point  k  coincidrit  i)ar  hasard  avec  un  point  de 
la  courbe  pmq  y  p.  ex.  avec  un  point  de  la  portion  ///</.  La  figure  que 
Ton  obtient  alors,  on  peut  la  déduire  aussi  de  la  fig.  27.  Supposons 
notamment  que  la  courbe  pt  de  la  fig.  27  présente  en  un  point  7/1  un 
minimum  de  température;  il  n'y  alors  aucune  différence,  quant  à  la 
position  des  courbes  de  solidification.  Il  y  a  cependant  une  différence 
réelle  à  un  autre  point  de  vue;  le  point  /  de  la  fig.  27  est  notamment 
un  point  de  transformation,  avec  les  phases  6'  -(-  .]/<,  -|-  ^b  +  ^,  niais 
au  point  k  on  a  les  phases  C  '\-  M  -\-  Ij,  où  M  sont  les  cristaux  mixtes 
critiques.  Il  n'y  a  donc  pas  de  transformation  au  point  >{r,  et  la  courbe 
traverse  ce  point  sans  discontinuité. 

En  déduisant  la  fig.  20,  nous  avons  supposé  que  la  courbe  de  solidi- 
fication pq  présentait  un  minimum  de  température;  mais  on  reconnaît 
aisément  qu'on  peut  obtenir  quelque  chose  d'analogue  avec  les  types  a 
et  6,  et  on  obtient  alors  les  figg.  24  et  25,  mais  avec  une  nouvelle 
courbe  ku,  comme  dans  la  fig.  29. 

J'abandonne  au  lecteur  Texamen  de  ces  cas  et  d'autres  complications 
encore. 

La  température  critique  est  au  maxiînum. 

Au-dessous  de  cette  température  critique,  la  série  des  cristaux  mixtes 
ofTre  donc  une  lacune,  qui  disparaît  à  la  température  critique.  Ainsi 
que  nous  l'avons  déjà  vu,  aussi  longtemps  que  cette  lacune  existe,  on 
peut  distinguer  les  types  ^  et  ^,  qui  sont  représentés  par  les  figg.  27  et  28. 

Considérons  d'abord  le  type  (L  A  la  température  de  transformation 
commence,  au  point  /  de  la  fig.  27,  la  courbe  /w,  qui  caractérise  les 
équilibres  L  -\-  Ma  +  ^^^b^  Ainsi  que  nous  Tavons  déduit  plus  haut, 
on  obtient  le  triangle  des  trois  phases  LM\Mb  en  menant,  par  la  droite 
bitangente  à  la  courbe  ^,  un  plan  tangent  à  la  surface  ^,  A  la  tempé- 
rature critique  des  cristaux  mixtes,  la  portion  concave  de  la  courbe  X 
disparaît,  et  il  ne  reste  plus  qu'un  point  critique.  Au-dessus  de  la  tem- 
pérature critique  l'équilibre  L  +  ^^a  +  Mb  a  donc  disparu ,  de  sorte 
que  la  courbe  tu  de  la  fig.  27  doit  s'arrêter  en  un  point  k.  On  obtient 
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ainsi  la  fig.  80.  Il  résulte  clairement  de  ce  qui  précède  comment  on 
obtiendra  le  point  h.  Il  suffira  de  mener  une  tangente  par  le  point  cri- 
tique de  la  courbe  Ç,  et  de  mener  par  cette  tangente  un  plan  tangent 
à  la  surface  Ç.  La  projection  du  point  de  contact  est  le  point  k.  Le 
liquide   k  est  donc  celui  qui  peut  être  en  équilibre  avec  les  cristaux 

mixtes  critiques. 

On  reconnaît  aisément  que  pour  le 
type  e  il  peut  seprésenter  quelque  chose 
d'analogue;  on  obtient  alors  la  fig.  28, 
où  la  courbe  ^î*  ne  s'étend  pas  toutefois 
jusqu'au  coté  À B,  mais  se  termine  aussi 
K^\^^  ^y)t^~^    \  ^'^  ^^  point  à  rintérieur  du  triangle. 

Nous  avons  vu  qu'on  peut  dis- 
^A  tinguer  cinq  types  (</,  b,  c,  d  et  e) 
dans  les  courbes  de  solidification 
ternaires,  du  moins  quand  les  fontes 
donnent,  par  congélation,  des  cristaux  mixtes  binaires  de  même  espèce. 
Mais,  quand  il  y  a  une  température  critique  pour  les  cristaux  limites, 
il  y  a,  comme  nous  venons  de  le  voir,  encore  d'autres  types  possibles, 
que  Ton  pourrait  appeler  les  tyj)es  a,  h\  c'y  d  et  e\  et  dont  les  types 
c  et  (ï  ont  été  représentés  dans  les  figg.  29  et  30. 

Lei/den,  Laboratoire  de  Chimie  inorganique  de  l'Université; 
janvier  1905. 
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I. 

Propriétés  de  la  courbe  critique  (courbe  de  plissement) 

DANS  le  VOISINAGE  d'uNE  DES  COMPOSANTES. 

Par  les  observations  de  MM.  Centnerszwbr  et  Smits,  par  une  remar- 
que de  M.  VAN  't  Hopf  et  par  les  calculs  de  M.  van  Laar  '),  la  ques- 
tion a  été  discutée  de  savoir  comment  s'élève  la  température  critique 
d'une  substance,  quand  on  y  ajoute  une  substance  étrangère.  Dans  cette 
discussion,  on  a  complètement  perdu  de  vue  que,  il  y  a  déjà  plus  de 
dix  ans,  j'ai  discuté  et  établi  les  propriétés  principales  de  la  courbe  cri- 
tique, donc  aussi  ses  propriétés  aux  deux  extrémités  2). 

Par  voie  thermodynamique,  voie  absolument  sûrç,  je  suis  arrivé, 
pour  des  substances  normales,  à  la  formule  (9)  suivante  (1.  c.  p.  285): 

La  raison  pour  laquelle  je  fais  quelque  restriction  pour  des  substan- 
ces associées,  on  la  verra  tantôt. 


')  Voir  ces  Archives,  (2),  10,  405,  1905: 
*)  Ces  Archives,  30,  266  et  278,  1896. 
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Au  moyen  de  Téquation  d'état,  j'ai  déduit  de  (9)  la  formule  (11): 

dxQ  dn'Q  16    N     cIïCq     / 

En  déduisant  de  (9)  la  formule  (11),  j'ai  supposé  que  la  grandeur  b 
de  réquation  d'état  était  une  constante.  La  formule  (11)  doit  donc  être  . 
considérée  comme  une  formule  approchée. 

Nous  nous  en  contenterons  pour  le  moment,  et  nous  la  mettrons  sous 
la  forme  : 

dT   ^    dTK^         9  /  da\         1    ^^  Y 

Et  si  nous  tenons  compte  de  ce  que  ^  =  ^.  ^  ^  ,_, , — ,  nous  trouvons 
^  ^  SX  27:3jOx 

enfin  : 

Tdj 


=   ^''i.-r '"''^    -i   "^^  V  m 

0        T^  du:,,  "^  \Tk  dx^       4  pk  dxj  '  ^^ 


La  grandeur  7x,  qui  figure  dans  cette  dernière  rquation,  représente 
la  température  critique  qu'aurait  le  mélange,  s'il  se  comportait 
comme  une  substance  simple.  J'ai  déjà  montré  dans  ma  Théorie  molé- 
culaire que  pour  certaines  espèces  de  mélanges  cette  température  peut 
atteindre  une  valeur  minima;  et  les  observations  de  MM.  Kuenen, 
Quint  et  d'autres  encore  ont  fourni  des  exemples  de  Texistence  d'un 
pareil  minimum.  Si  la  substance  additionnelle  était  de  telle  nature  qu'il 
existât  un  tel  minimum,  il  serait  évidemment  absurde  de  remplacer 

dT 
,      par  7x, — 7x,.   Remarquons  toutefois  que  la  théorie  ne  prévoit  un 

tel  minimum  (jue  dans  le  cas  où  les  températures  7x,  et  Tx,  sont  peu 

difi*érentes;  ce  n'est,  du  reste,  que  dans  ce  cas  que  son  existence  a  été 

constatée.  Si  la  ditlerence  entre  ces  températures  est  considérable,  le 

dT 
remplacement  de      —  par  7x, — Tx,  sera  du  moins  une  approximation 

Et,  comme  la  relation  entre  ^  et  ^  est  approximativement  linéaire, 

7'  7' 

.  1   dù  Pk.        pK, 

nous  pouvons  remplacer  y  —  par  —  . 

Pk, 
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Servons-nous  de  ces  valeurs  approchées  pour  comparer  l'équation  (1) 
avec  les  observations  de  M.  Kebsom,  relatives  à  des  mélanges  d'anhy- 
dride carbonique  et  d'oxygène  *).  Les  températures  critiques  de  ces  sub- 
stances sont  suffisamment  différentes  i)our  que  nous  puissions  nous 
contenter  des  approximations.  Eneffet  7x,,  la  température  critique  deToxy- 
gène,  est  sensiblement  la  moitié  de  Tk^  ,  celle  de  Tanhydride  carbonique. 

AT  1         1  ^^'^«    1        ^       154,2—304,02 

JNous  prendrons  donc  pour  ,„    ,     la  valeur         ^  -  „  ,        =  —  0.493, 

154,2  _  304,02 

1  dh  ,        ,        '50,7  ~~  72,93  ,,  ,^,     , 

et  pour  -     --  la  valeur  ,^^  - =  —  0,271.  Avec  ces  valeurs 

h  dxQ  .304,02 

72,^i 

numériques,  nous  trouvons: 

'"'  -  =  —  0,493+  ^^  (—  0,493  —  0,0903)2  = 


Tdx,,  '         '  IG 


'0 


=  —  0,493  +  0,1914  =  —  0,302. 


La  valeur  que  M.  Kkksom  a  trouvée  pour  x  =  0, 1 047  est  A  T=  —  8,99. 
Si  nous  admettons  que  cette  valeur  de  x  est  suffisamment  petite,  pour 
qu'il   soit   permis   de  la   mettre  à  la   place  de  r/r„ ,   non**   trouvons 

La  valeur  de  A^,  trouvée  par  M.  Kkksom  pour  ./==  0,199 1^,  est 

dT 
égale  à  — 18,47  ;  avec  ces  données  nous  trouverions  ,         =  —  0,304, 

/  dxQ 

une  valeur  identi(jue,  comme  on  voit,  à  celle  qui  a  été  calculée  au 

moyen  de  Téquation  (1).  On  voit  que  Ion  n'a  pas  affaire  ici  aune 

élévation  moléculaire  de  la  tem])ératurc  critique,  mais  à  un  ahaissemeni\ 

on  pouvait  s'y  attendre  d'ailleurs,  puisque  la  substance  ajoutée  était  la 

plus  volatile. 

Bien  que  j'aie  déduit  la  formule  (9),  de  plus  d'une  façon,  dans  les 

deux  notes  auxquelles  j'ai  renvoyé  tantôt,  je  désire  pourtant  déduire 

encore  une  fois  cette  formule,  qui  contient  la  formule  (11)  antérieure 

et  la  formule  (1)  du  travail  actuel,  pour  avoir  l'occasion  d'examiner  de 

plus  près  certaines  questions  qui  se  posent  dans  cette  déduction. 


.  *)  Dissertation,  Leyden,  1904. 
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Le  loug  de  la  ligne  de  plissement  on  a  la  relation  suivante,  bien 
simple  : 


r'^^ 


comme  l'expression  (  t— ,  )    n'est  pas  directement  connue,  nous  la  met- 
trons sous  la  forme 

dT       KdTA,;/  M^v\  "        ■ 


(PO 


Comme  les  coefficients  de  T      )      et  de  T  —  j      ainsi  que  (  ^-^  ) 

sont  des  grandeurs  finies,  taudis  que  (  j-  )     est  infiniment  grand,  quand 

Kaxypr 

le  point  de  plissement  correspond  à  ^  =  0,  nous  pouvons  écrirez  dans 
ce  cas 


dT  KdlV,,,^  \do^J:rr  /^'l^\     '  ^  ^ 

Si  nous  posons  x  ^  -^  ^  —  (  >   a' )  =/>  ^^^^  avons  y*  =  0,  parce 
que  le  point  de  plissement  est  un  point  de  la  ligne  spinodale.  De  même 

^/ydv\      ,    ^/ 


^v  \dxy i,T      dx 


puisqu'il  s'agit  d'un  point  de  plissement. 

Si  nous  multiplions  par  f  -r-^  J  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 
la  fraction  dans  (8),  nous  obtenons: 

dT         \JtJ,..-      Vî'V.,.v^i»'-^\2  ^d'-<\     ■ 
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-T  2  )     (  ^~2  y  ^  ^^^^  '^  déduisons  de 
et  nous  trouvons: 


dv^ 


d2.^       ^3.^ 
Comme  v^2  ®^  ;\  3   ^^^^^  ^^'^  ^^^s  les  deux  au  point  critique  d'une 

composante,  la  dernière  équation  devient: 

/i>2 .^v  2  ^,/2 j,>.    _  ^ (^2  ^  \ 2        di?  '         i^2^    ^3^ 

c>t;2 

La  valeur  limite  de  ^-,  on  peut  la  déduire  de  Téquation  qui  exprime 
que  le  point  critique  de  la  composante  est  un  point  de  plissement,  savoir 

dv  ^x^v       àx  ^V"^ 
Or 


et 


*)  En  déduisant  la  formule  en  question  dans  mes  notes  antérieures,  j*ai  posé 

J  =  0.  Il  eût  été  plus  exact  de  considérer  cette  quantité  comme  infiniment 
ôv 

Ai- 
petite  par  rapport  à  — . 
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OU 


bien,  eu  égard  à  ^j  :^^,  =  {j^-^^J  et  -^,  =  0, 


C^^'i. 


iy_  /^2^v2  ï»„3  ^      J2^    a^-i; 


dr'^ 


et 


Egalant  ;    .     ,    à  —  s  >  >  nous  trouvons 
//y  ox  dv     àx  àv^ 

^^'4,  d^'4, 

On  connaît  la  valeur  limite  de  l'expression  — t^-t  -^  pour  des  substan- 

ces  normales.  De  -^  =  3/^7  { (1  —  u^  log  [\—  x)-\- xlogx]  —  I  pdv  on 
déduit  notamment: 


(S)=--.Tè;,-/S''" 
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WV""        xHi-xY'        J^j^"*'' 


pour  a*  =  0  il  vient  donc 


Il  est  probable  que  pour  des  substances  associées  on  trouverait  la 
même  valeur  limite;  mais,  comme  cette  déduction  exigerait  de  longs 
développements,  je  préfère  la  laisser  de  coté.  Voilà  la  raison  pour 
laquelle  j'ai  fait  plus  haut  quoique  restriction  pour  les  substances  qui 
ne  sont  pas  normales. 

Nous  arrivons  maintenant  à  la  valeur  suivante  de  (  --j   ,  le  long  de 

la  ligne  de  plissement: 

\^;rdt?y  MRT      dxde;2 

Le  point  critique  de  la  composante  représente  une  phase  homogène; 
de  même  le  point  de  plissement  représente  une  nouvelle  phase  homo- 
gène. Mais  les  grandeurs  7x,  Vk  et  a?=  0  ont  subi  les  accroissements 
dTxy  dvx  et  dxQ.  On  a  donc: 

*=GU5+(^),.^+(lX/- 

et,  comme  (  n  )    =  0 ,  on  a  aussi  : 


Identifiant  avec  (4),  nous  trouvons  l'expression  cherchée: 
dT        îxi>v'^  MJif\dxJ,.r 
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D'après  Téquatiou  d'état  où  h  est  une  constante,  ou  a  f  = , 

„  (  MRT  dh       fia  1  ,    .,    , 

âT   _     \âx  v^       {v—Oy  dinl  "^"  MBTldx  v^  '     jv—b)^  dJ 
Tdj-o  ~  2a 

ou  bien 

dT       {da_ MliT_v^     db, _. a_     <  l^ da_ MRT _f  _  d.b.^ 

Tdjc^^adx  a     {v—hfdJ>'^^lvMRT'adj:  a     [v—bfdJ>' 

Si  nous  posons  v='ib  et  MRT=-^j,  comme  il  résulte  de 

l'équation  d\'tat  où  b  est  une  constante,  nous  arrivons  à  l'équation 
écrite  plus  haut: 

r/x^y  dx  IG  (lx^^ 

Dans  ce  qui  précède,  je  me  suis  occupé  de  la  relation  entre  les  varia- 
tions de  7'  et  Xy  au  commencement  de  la  ligne  de  plissement.  Occupons 
nous  maintenant  de  la  relation  entre  les  variations  de  T  et  p. 

L'équation  donnée  plus  haut,  fournissant  la  valeur  de  —,  conduit  à: 

\p  di'J^^     ij\W,.^    p\?Jrr  dT  • 
Or,  on  sait  qu'au  point  critique  d'une  des  composantes  le  (  -r^)    est 

(l'î) 

égal  au  Jy  pour  la  tension  de  la  vapeur  saturée.  Pour  un  grand  nombre 
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de  substauces  la  valeur  de  -    y  ,  relative  à  la  tension  de  vapeur  satu- 

p  al 

rée,  est  sensiblement  égale  à  7  au  point  critique.  Puisque  nous  con- 
naissons déjà  la  valeur  de     ,-**,  il  suffira  de  calculer  encore    i  >,    ) 
■'  dl^  pKàj-yrr 

pour  trouver  la  valeur  de  (  —  ^  )    sur  la  ligne  de  plissement. 

\p  diyx^ 

Cette  valeur  tie  -  f  —  J  ,  nous  la  calculerons  au  moyen  de  l'équa- 
tion d'état. 

Admettons  de  nouveau  que  h  reste  constant;  nous  trouvons  alors  la 
valeur  que  j'ai  écrite  tantôt: 


ou  bien 


I  Vjry,.7~  p  <  {r—hf  dx       dx  v^  1 


p  \^xJv'~  p  ^  27  b  dx  [v—bf       a  dx^  '  ' 


1    a 


Avec  f^=^^btt/j  =  —  j^  nous  trouverions  pour  des  mélanges  d'an- 
hydride carbonique  et  d'oxygène 


ou  bien 


-  (/)     =-  3  X  (0,493  +  0,0903)  ») 
p  xcxypr 


p  \dxy  rT 


1,75. 


Les  observations  de  M.  Kkksom  relatives  à  ^•=  0,1047  fournissent 
comme  valeur  de  (     -/mp  ^^  commencement  de  la  ligne  de  plissement, 

le  nombre  — 6,3,  et  avec  .r=  0,1995  le  nombre  — 6,08.   Posant 

T  /^^p\ 

—  f  -vCyJ     =  6,7  (la  valeur  trouvée  pour  l'anhydride  carbonique  pur), 

*)  Voir  p.  117. 
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nous  déduisons  de  là     (  v  )  =  -3,921  et  3,824,  ce  qui  est  plus  que  le 

double  de  la  valeur  que  Ton  déduit  de  Téquation  d'étiit,  où  Ton  sup- 
pose que  h  est  indépendant  du  volume. 

Les  données  de  M.  Keesom  relatives  à  la  pression  et  à  la  température 
du  point  de  contact  critique,  et  les  valeurs  que  prendraient  ces  gran- 
deurs si  le  mélange  se  comportait  comme  une  substance  simple,  nous 
permettent  de  nous  faire  une  idée  de  la  contiance  que  nous  pouvons 

avoir   dans    la    valeur   de   -  (  t^  )     ,    telle    qu'elle   est    déduite    de^ 

expériences. 

Pour  le  mélange  ^'  =  0,1047,  la  valeur  de  Ajj  pour  la  pression  au 
point  de  contact  criti([ue  est  9,9  et  celle  de  A  ^  pour  ce  point 
est  —  7,69. 

Si  nous  écrivons  donc,  pour  cette  phase  homogène: 


ou  bien 

/j  dx 
nous  trouvons 


ou 


72,93  X  0,1047        ''    304,02  X  0,1047  "^  p  \dxJ,r 

1,297  + 1,62  =  -f?'^    =2,917. 
p  \oxy..T 


P 

De  même,  au  moyen  des  observations  relatives  h.  x  =  0,1994,  nous 
trouvons: 

16,72  ^^         -14,71  ,    W 


72,93  X  0,1944 


'    304,02  X  0,1994  "^  p  \^xAt 


ou 


1,15  +  1,635  =  -  (^^^     =  2,785. 
p  \oxyvT 

Pour  la  phase  homogène  (jui  représenterait  l'état  critique  du  mélange, 
s'il  se  comportait  comme  une  substance  simple,  une  phase  qui  n'est 
pas  réalisable,  M.  Keesom  a  trouvé,  par  application  de  la  loi  des  états 
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correspondants:   Ap= — 5,23  et  ^7"=  —  1S,;34.    Ue  ces  données 
on  déduit: 


72,93  X  0,1047         '    304,02  X  0,1047  "^  p  M^tAt' 

—  0,H85  +  3,86  =  ^  C:f)     =  3,18. 
/;  \oxyvr 


L'écart  relativement  considérable  que  présentent  ces  valeurs,  dédui- 
tes des  observations  de  M.  Keesom,  doit  à  coup  sûr  être  attribué  à 
cette  circonstance,  qu'il  n'est  pas  permis  de  considérer  Ax,  A  7'  et  Ap 
comme  des  différentielles. 

Mais,  bien  que  les  valeurs  trouvées  pour  (^  )  ne  soient  pas  iden- 
tiques, il  est  bien  prouvé  que  la  valeur  de  cette  grandeur  est  voisine  de 
3,  et  est  peut-être  même  plus  élevée.  Et  si  l'équation  d'état,  où  nous 
regardons  b  comme  une  constante,  fournit  une  valeur  beaucoup  plus 
petite,  cela  tient  à  ce  que  cette  simplification^  introduite  à  tort,  a  ici  une 
grande  influence,  tandis  qu'elle  n'entraînait  pour  ainsi  dire  pas  d'erreurs 

dans  le  calcul  de  -y^/*.  Nous  avons  trouvé  pour-  (^J    l'expression: 

a     il  da        8        v^      l  db^ 
~  v^ljK  (a  dx"'  27  {v—fj)^  ~b  dx >' 


Posant  e?K=  3ô,  nous  trouvons  pour  —„ —  la  valeur  3,  et  le  second 

a 

facteur  se  réduit  à   -  , h  «  —  ,— •    ^^i^  sait  pourtiint  que  le  volume 

dx  ^     dx 

critique  est  bien  plus  petit  que  3  6,  et  que  la  variabilité  de  b  rend  compte 

de  cet  écart.   La  même  cause,  qui  fait  que  nous  trouvons  la  valeur 

1  4-  6  au  lieu  de  1  +  3  pour  l'expression  -  \Sh)  au  volume  critique, 

nous  fait  trouver  pour  -i.  -  la  valeur  6  au  lieu  de  3.  C'est  ce  que  je 
vyK 

veux  brièvement  faire  voir. 
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^^\   _MRT_  a 

^\dTA~  v—b  "^  •   v2 


Au  point  critique  la  valeur  du  premier  membre  est  7  environ,  donc 

s  =  6.  Introduisant  cette  valeur,  nous  trouvons  pour  -(  ^  )      le 

PkVk^  p\cxyvr 

double  de  la  valeur  trouvée  tantôt,  c.  à  d.  3,5.  Il  est  vrai  que  par  là  le 
second  facteur  de  l'expression  de  (  i~  )  subit  aussi  quelques  change- 
ments, —  on  verra  tantôt  (chap.  II)  qu'il  devient 

i  da       bldô       ^^^^b    ,    lldb 


a  dx       ^  b  dx  dx     '^  ^  b  dx' 

mais  ce  n'est  pas  là  une  bien  grande  différence  — ,  et,  comme  Texpres- 

d2^ 
sion  de  7^—  contient  ce  facteur  et  d'autres  analogues,  on  voit  que  la 
Idx 

dT 
valeur  de  ----,  calculée  dans  la  supposition  que  b  re^te  constant,  peut 

l(vX 

être  considérée  comme  suffisamment  exacte. 

Ce  qui  précède  ne  constitue  donc  pas  encore  une  solution  complète 
de  la  question.  Pour  résoudre  complètement  cette  dernière  on  devrait 

examiner  de  plus  près  ce  que  deviennent  les  valeurs  ^^{\-)  ^^  js~^  > 

quand  on  fait  dépendre  h  non  seulement  de  Xy  mais  aussi  de  i',  et  que 
Ton  pose  donc: 

ô  =  6,{l  +  *(^)  +  /3(*;)%tc.}, 

OÙ  ô^  =  (6J^  (1  — x)  +  {fh)yi^''  Mais  je  montrerai  au  chapitre  III qu'il 
n'est  pas  nécessaire  de  faire  cet  examen  à  fond,  pour  trouver  la  valeur 
exacte  de  ces  grandeurs  dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  celui 
où  la  composante  principale  est  dans  Tétat  critique. 
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II. 

Les  PROPRIETES  DES  SECTIONS  DE  LA  SURFACE  DE  SATURATION  d'uN 

MÉLANGE  BINAIRE,  AU  VOISINAGE  d'uNE  DES  COMPOSANTES. 

L'équation  differeiitielle.de  la  surface  p,  x,  T  d'un  mélange  binaire, 
je  Tai  mise  sous  la  forme: 

r,.  dp  =  (x-^,)  (^^)  /^,  +  ^  dT. 

Dans  cette  équation,  Q^^-^^^^^  ^est  égal  à  Q^J  ^ ^^. 

Pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  x,,  on  a 

tandis  que  w.^^  peut  être  rem2)lacé  par  la  chaleur  de  vaporisation  molé- 
culaire de  la  composante,  que  nous  représenterons  par  Mr.  Alors 
l'équation  précédente  devient  : 

.  ^.        MUT  ..      L-'^^^/r 

Les  propriétés  de  la  direction  initiale  des  sections  peq)endiculaires  à 
Taxe  des  7',  à  Taxe  des  /;  et  à  Taxe  des  Xy  sont  données  par  cette 
équation,  et  complètement  déterminées,  dès  ^ue  Ton  connaît  la  valeur 

a?, 
Si  x,   et  i\  représentent  la  composition  et  le  volume  moléculaire  de 
la  phase  liquide,  et  x^  et  i\  les  mêmes  grandeurs  pour  la  pluise  vapeur, 
réq  nation 

K— »,)  dp  =  MRT -''—-'-  dx^  4-   ^-  dT 

Xty  X 

se  rapporte  à  la  phase  vapeur. 

Comme  on  représente  d'ordinaire  par  u  la  différence  entre  les  volumes 
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spécifiques  du  liquide  et  de  la  vapeur,  on  a  v^ — r,  :=  Mu,  et  l'équa- 
tion précédente  peut  encore  s'écrire: 

x^  1 

Pour  la  section  perpendiculaire  à  Taxe  des  x,  c.  à  d.  pour  la  compo- 
sante elle-même,  nous  trouvons  Téquation  bien  conûue  de  Clapeyron  : 

H  dT' 

Xn 

Pour  cette  section,  la  connaissance  de       n'est  pas  nécessaire,  mais 

^, 

elle  est  absolument  indispensable  pour  les  autres  sections. 

Or,  ce  rapport  est  déterminé  par  la  règle  qui  dit  que  la  valeur  de 


Ue 


nous  tirons: 


Çj-j    est  la  même  pour  les  deux  phases  liquide  et  vapeur. 

V 

^  =  M/iT{{l—u;)  log  (1—^)  +  xlogw]  —  j pdv  +  /'(?') 

et,  en  exprimant  que  les  valeurs  de  cette  dérivée  sont  les  mêmes  pour 
les  deux  phases,  nous  obtenons 

x^  i — 0?,        J   \cxyvr 

'•» 

Pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  x^  et  x^,  il  vient  donc: 

»•» 


OU 


MBTlog^^=f(£)Jv. 
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Si  nous  représentons  par  (t~)    ^^^  valeur  moyenne  de  (  v-  )     entre 
les  volumes  t;,  et  v^,  nous  pouvons  encore  écrire 


MRT  log  -'  =  (v^—v^  )  Cf)     • 
x^  \oxyvT 


Le  raisonnement  suivant  nous  conduit  à  une  autre  expression  encore 
pour  cette  valeur  mpyenne.  De  la  règle  de  Maxwell 


où  Pc  représente  la  tension  de  la  vapeur  saturée  de  la  composante,  il 
résulte: 


t'i 


ou  bien 


^J 


vT 


La  grandeur  ^  représente  Taccroissement  moléculaire  que  subirait 

la  tension  de  la  vapeur  saturée,  s'il  était  permis  de  considérer  le  mélange 
comme  une  substance  simple;  en  admettant  maintenant  pour  pc  la 
valeur  approchée 

,Tk  —  T 


log  Pc  =  logpx — /- 


T 


nous  déduisons  ^  de: 
ox 


\^pr  ^   \_^p^       f_àTK 
Pc  ^x       Pk  ^x         t  ^x 


Ecrivons  encore  provisoirement: 

ARCHIVES  NÉERLANDAISES,   SERIE   H,   TOME   XI. 
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OU  bien 


MRTl.gl==[v,-v,)'j-^ 


Cousiderons  d'abord  la  direction  initiale  des  sections  perpendiculaires 
à  Taxe  des  T.  Cette  direction  peut  être  déduite  de; 


^"^  1  ^  +    MM'-  d^,  i  =  MET  i>^  1*°"'  '"  ^™""^'  ''^''"^''  ^'  ''" 
MUT    d7} 


''^^^-  -MUT    17} --  MRT  T,  P""--  ^^  ^'^"«''^  ^«l^»^- 


A  des  températures  très  basses,  Texpression  -  -^       '    est  à  peu  près 
égale  à  Tunité,  de  sorte  que: 

Dans  le  cas  où  -/-  =  0,   /-  et--  sont  ésçalement  nuls,  et  il  peut 
^x  '  dx^       dx^  ^  '  ^ 

donc  arriver  qu'à  Torigine  les  deux  branches  de  la  courbe  />,  ;r  se  tou- 
chent, et  possèdent  une  même  tangente  horizontale. 

La  condition  pour  que  cette  circonstance  se  produise  est: 

f  dTK^__  dlogpx 
T   dx  ~"      dx     ' 

ce  qui  peut  encore  s'écrire  : 

-^TKadx        bdx)~\adx        hdx)' 


ou 
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Tk  dlogTx__  d  h  g  Tk  _  dlog  h 
^Y       dx      ""       dV~       ~~dx' 


ou  encore 

/^   Tk        \dlogTK            dlogb 
V    f       V      dx      ~          dx 

Pour  T  = 

:  i  7x  on  a  p.  ex. 

dlogTx         1  dlogb 
'  'dx    '  '^  13    dx     ~ 

A  des  températures  relativement  «^levées,  la  valeur  de  l'expression 

~\iîS~m     ^^^  P^*^^  petite  que  Tunité;  à  la  température  critique  de  la 

composante  elle  s'annulle  même.  Dans  ce  cas,  nous  pouvons  remplacer 

'"^ 0  +  MRT  dx-)  P"'  MJiT  d^,'  ''  "°"^  *'«'^^*'"^  *•"•'  = 


dp  ^pr 
dx,~  dx' 

et  de  même 

dp    _  dpr 

dx^        dx  ' 

La  première  conséquence  que  nous  en  tirons,  c'est  qu'  à  la  tempéra- 
ture critique  les  deux  branches  liquide  et  vapeur  ont  toujours  même 
tangente  et  sont  donc  tangentes  Tune  à  Tautre.  La  direction  initiale  est 

donnée  par  la  grandeur  ^  -,  ou  par  (yj    .  Mais,  comme  à  la  tempéra- 
ture critique  v^  =  ??, ,  la  valeur  moyenne  de  ( .    j     est  égale  à  celle 

que  (4~)     prend  au  volume  critique.  A  la  température  critique  nous 
avons  donc: 


\dx^  J  T      Kdx^yv  T     \dxyv  T  ' 
ou  bien 

1^^^\^V^\^Y(>A  ^^^ogpr^_  dhgj;^      i 

pKflx.Jr  pKrfxJr   p\dxJrr       ^^'  ^"^      ^      dx     "^ 
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Comme  seconde  conséquence,  nous  trouvons  qu'à  la  température 
critique: 

V^'N    _       ^[àfogTK    ,    1  dlogb^ 
pK^xJrrr  ^      dx       '^6     dx     y 

une  relation  dont  j'ai  fait  usage  au  chap.  I  (p.  126),  mais  sans  la  justi- 
fier alors. 

Nous    aurions    pu    arriver    immédiatement    à    la   conclusion    que 

(-^  )    ^^  (7    )  ^^^  égaux  ^(^j    ati  point  critique,  sans  faire  un 
aussi  long  détour.    Et  Ton   peut  dire  la  même  chose  de  la  relation 

Considérons  d'abord  une  substance  simple.  Passons  d'une  phase 
homogène  à  une  autre,  en  donnant  à  v  Taccroissement  dv  et  h,  T  Tac- 
croissement  dT;  alors 

Si  r  v")  =0,  comme  c'est  le  cas  au  point  critique, 

de  sorte  que  chaque  /m^^i^m)  >  n^ême  pour  ces  variations-là  oïl  le 

volume  lui-même  change,  comme  c^est  le  cas  pour  la  vapeur  saturée. 
Il  résulte  de  là  la  propriété  bien  connue,  qu'au  point  critique  on  a  pour 

la  vapeur  saturée  ^  (^Ç,)  =  ^(^Q^  . 

Opérons  maintenant  ce  passage  d'une  phase  homogène  à  une  autre 
avec  un  mélange  binaire,  v  subissant  raccroissement  dv,  T' l'accroisse- 
ment dT  et  X  raccroissement  dx;  alors: 

Mais,  au  point  critique  de  la  composante,  onaT-.)  =0,  de 
sorte  que 
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*-(©„/-+ S)./- 


même  quand  la  variation  est  accompagnée  d'un  changement  de  volume. 
L'équation  différentielle  de  la  surface  de  saturation: 

exprime  le  passage  d*une  phase  liquide  homogène  à  une  autre,  et  Ton 
a  de  même 

v^^dp  =  ^'^-  +  [x^  —  x^  0^2)  /-^î 

pour  exprimer  le  passage  d'une  vapeur  homogène  à  une  vapeur  suivante. 

Dans  le  cas  où  la  première  phase  liquide  et  la  première  phase  gazeuse 

appartiennent  à  la  composante  à  l'état  critique,  les  trois  dernières  équa- 

tions  doivent  être  identiques,  de  sorte  que  ^—  ^^  tT  l  :i7ïy    '  ^" 

r  —  r    /^^P\ 

Au  point  critique  de  la  composante,  on  a  de  même 

ainsi  que  je  l'ai  prouvé  ci-dessus. 
Il  résulte  de  l'équation  générale  : 


^2  MRT  \dx^v'r 


que,  si  v^ — ^i  est  infiniment  petit, 


~    -    'T\>xJvT 


MET 
de  sorte  que 
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Si  Ton  trace,  à  des  températures  relativement  basses,  les  directions 
initiales  de  la  courbe  ;;,  x  pour  les  phases  liquide  et  vapeur,  on  trouve 
eu  général  qu'elles  sont  différentes.  Entre  les  directions  est  comprise 

')  Bien  qu'il  ne  s'ajçisse  pour  le  moment  que  des  propriétés  des  mélanges 
dans  le  voisinage  de  la  surface  de  saturation,  je  désire  cependant  faire  une 
remarque  étrangère  à  la  question  qui  nous  occupe.  Elle  se  rapporte  à  des 
mélanges  dont  le  deux  phases  liquide  et  vapeur  ont  même  composition,  mélan- 
ges dont  on  sait  qu'ils  offrent  plus  d'une  propriété  que  les  composantes  possè- 
dent aussi.  A  ces  mélanges  aussi  on  peut  appliquer  l'équation 

MR  T  log""-^  =  (Ci-^     do^  ou  MR  T  log  -'  (^^    .  Comme  dans  ces  cas  -*  =  1, 

on  a  aussi  (  :c—  j      =0.  Pour  des  mélanines  où  cette  éi^alité  est  satisfaite  dans 

les  circonstances  critiques,  (  ^—  )     est  donc   nul.  Comme  v — i  r--.  =  (  .  -  j 

^  \dxyvT  d.r*  dt'  \dxyvT 

s'annulle  alors  également,   il   faut  aussi  que  (  ~  )       soit  nul,  et  il   résulte 

dT      \dTjvx' 

J'ai  déjà  tiré  de  là,  en  1895,  cette  remarque,  qu'au  point  où  la  courbe  de 

plissement  est   rencontrée  par  la  ligne  que  Ton  appelle  parfois  la  ligne  de 

KoNOWALOw,   il  doit  y  avoir  contact  entre  ces  lignes,  et  que  de  plus  on  doit 

.      ,       T  dp 
avoir,  tout  comme  pour  une  substance  simple,    — ~-=^  i  environ. 

p  (il 

J'ajouterai  maintenant  qu'il  résulte  de  (  :r-  )      =0,  comme  je  viens  de  le 

déduire  ci-dessus: 

d  log  T^  \d  log  h  ^^ 
dx  ^      dx  ' 

et  non 

d  log  T^    ,1  d  log  b  _ 

cLr  3       dx  ' 

comme  cela  serait  le  cas  si  b  restait  constant.  M.  Ql  int  a  déjà  fait  remarquer 
que  cette  dernière  équation  n'était  pas  satisfaite  dans  ses  observations.  Il  m'a 
communiqué  que  la  précédente  s'accorde  mieux  avec  elles. 


alors  de 


que 
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celle  de  la  li^e  qui  exprime  la  variation  de  la  grandeur  ;v.  Quand 
cette  dernière  ligne  va  en  s' élevant,  il  en  est  de  même  des  deux  autres, 
et  inversement.  Si  on  dit  que  la  composante  additionnelle  est  la  plus 
volatile  des  deux  quand  elle  fait  augmenter  la  grandeur/?, ,  on  a  cette 

règle  générale  que  et  y^  sont  positifs  quand  la  composante  addi- 

tionnelle  est  plus  volatile  que  la  substance  pure,  et  inversement. 

En  général,  ces  trois  directions  vont  en  se  rapprochant  à  mesure  que 
la  température  s'élève,  et  à  la  température  critique  elles  coïncident. 
Il  y  a  pourtant  une  exception  à  faire  à  ce  rap])rochement  des  directions 
par  élévation  de  température ,  pour  le  cas  où  il  j  a  une  certaine  tempé- 
rature à  laquelle  ^  -  =  0.  Dans  ce  cas  les  trois  directions  en  question 
coïncident  à  cette  température  particulière;  or,  comme  elles  doiyeut 
coïncider  de  nouveau  pour  T=  Tk  et  que  la  quantité  <     varie  avec  T, 

elles  devront  nécessairement  s'écarter  de  nouveau  jusqu'à  un  certain 

maximum,  pour  se  rapprocher  ensuite. 

La  règle  relative  au  rapprochement  des  directions,  on  pourrait  la 

déduire  de  la  manière  suivante ,  plus  précise  d'ailleurs.  D'après  ce  qui 

dp 
précède,  nous  pouvons  mettre  immédiatement  -.-sous  la  forme: 

dp  ^'*  (^-^'i)  ^  ^09  Pc 

j  MUT         dx         , 

ax^  e  — 1 


(Jpc  'Pr[Vi ^'1)  jllog  Pc 

dx  MUT         dx 


dp 


1-  .  Vril^-) l\)d/00Pr  y         dx,  ^r 

ou  bien,  si  nous  posons  —  ,,,.;;--       ;  --  =  ^  et  --—  =  Cf. 

MRT         dx  dpc 


dx 


d'où  résulte: 


dU 


dT       k  dT(  k     i" 

Le  facteur  ie'^ —  — 7 — \  est  toujours  positif  quand  k  est  positif. 
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et  toujours  négatif  quand  k  est  négatif;  il  s'annulle  donc  pour  A  =  0 
seulement.  Or,  ^6  =  0  ne  se  rencontre  qu'à  la  température  critique  et 

dans  le  cas  où  ^^^  =  0.  Pour  toute  autre  valeur  de  k.  -r77,ne  peut  s'an- 

.  dk 
nuler  que  si  -r^  =  ^K  Si  cette  dérivée  s'annulle,  il  y  a  un  maxinaum 

d)) 

dx 
ou  un  minimum  pour-^,  et  la  variation  de  cette  grandeur  avec  la 

dx 

dk 
température  peut  changer  de  signe.   Inversemenl^  si  —,  ne  peut  pas 

(v  1 

s'annuler,  il  ne  peut  pas  se  produire  de  changement  de  signe. 

1^    1       Pr{'\ — v,)dlogpc        .,,   .,  ,.,.  dk 

De  &=  — TiT,^"       , —  on  déduit  comme  condition  pour  — -  =0: 
MIcT        dx  '^        dT 


dlogpc     L     MRT    J    .  J»r(i'2 — Vf) d^ lotf Pc 


dx  dT  ^     MRT      dTdx 

Or 

'l\—Tdhgp,.     dlogpK      fdTK   d^logp^      f  dT„ 
logp^^logp.-/-^,  —^-  =-^ ---^  ,  -^-^  =  Y^-^-- 

Posons — —  —  =  ^— —     où   Ty   peut  prendre  toutes  les  valeurs 
dx.  I^    dx  I    r  r 

depuis  —  oc  jusqu'à  +  oc;  alors  T;h=  ^  peut  encore  s'écrire: 

Td  p^(^2  — ^-i)l  L 

_  _    L     MRT     J  _     J___^  _  J_ 

p;a--^->)-]7y~"r  i~y    ^ 

L    MRT    J  T,      T     T, 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  toujours  positif.  Aux  basses 

temj)ératures  il  est  presque  nul,  et  près  de  la  température  critique  il 

devient  infiniment  grand.  Il  faut  donc  que  le  second  membre  aussi  soit 

positif.  Pour  que  cette  équation  soit  satisfaite,  il  faut  donc  T^  <i  T, 

dk 
mais  positif.  Dans  tous  les  cas  où  7\  est  négatif,  -  -   ne  saurait  donc 
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s' annuler  et  il  ne  se  produit  pas  de  changement  de  signe  dans  la  varia- 

dp 

d  X 
tion  de  -r— '-  avec  la  température. 
dpc 

dx 

Le  changement  de  signe  se  produit  donc  uniquement,  quand  dans 

réquation  : 

dlog'pyç  _  /  dTj^ 

dx     ~"  2\   dx 


1\    est  compris  entre  0  et  7k.  Les  deux  valeurs  extrêmes  donnent, 

dTK 
dx 


dT 
pour   Ty   =  0  la  valeur  de  -j-  =  0  et  pour  7,  =  Tk  la  valeur  de 


— — —  =  —  .  7-^,  donc  les  limites  bien  connues  des  mélanges  pour  les- 
2  k  dx  o  oax 

quels      J    peut  être  égal  à  0. 

Pc  (tX 

La  direction  initiale  des  sections  perpendiculaires  à  Taxe  des  /;  est 
donnée  par  les  équations 

u   dpc 

et 

M   dpc 

T\dxjp~~r'^~^^^^^r      ^  r 

Toutes  deux  donnent,  à  la  température  critique  de  la  composante, 

]^d/}c 

/^  dT\  _  HT  u    dpc  _u  dpc  _pcdx  _l  1  /dpc\ 

\fdxJp~  V  BTJ^^  r  'd^~  Tdp^  1  po  KdxJK  ' 

pdT 

D'après  des  résultats  antérieurs,  nous  pouvons  encore  écrire: 

l^r/7^\  __6(   dT^        \l    db  ) 
T\dxK  )p~       7  (TKdxK   "^  6  /;  dxK  ** 
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ni. 

La  valkuu  numérique  exacte  des  propriétés  de  la  ligne  de 

PLISSEMENT,  AU  VOISINAGE  d'uNE  DES  COMPOSANTES. 

Dans  les  deux  premiers  chapitres  ou  trouve  une  nouvelle  preuve, 
que  le  traitement  ])ar  voie  thermodynamique  de  pareilles  questions  per- 
met d'en  trouver  une  solution  complète  et  générale;  mais  on  y  voit  aussi 
que  la  connaissance  de  rccjuation  d'rtat  est  indispensable  pour  le  cal- 
cul de  valeurs  numériques,  dans  des  cas  particuliers.  Dans  quelque4s 
cas  il  suffit  d'employer  une  équation  d'état  approchée,  mais,  quand  le 
degré  de  condensation  de  la  matière  devient  aussi  fort  qu'à  Tétat  criti- 
que p.  ex.,  les  valeurs  numériques,  fournies  par  Téquation  approchée, 
peuvent  s'écai-ter  beaucoup  de  la  réalité.  Tel  est  le  cas,  en  particulier, 
pour  des  grandeurs  qui  se  ra])portent  au  volume,  ou  sont  du  moins  en 
rapport  intime  avec  lui.  C'est  ainsi  p.  ex.  que  Ton  sait  que  le  volume 
critique  d'une  substance  simple  n'est  pas  égal  à  3^,  ce  qui  est  la  valeur 
fournie  par  l'équation  d'état  où  h  reste  constant,  mais  que  ce  volume 
est  plutôt  voisin  de  2  h.  On  peut  rendre  compte  de  cet  écart  par  une 
variabilité  de  ô,  notamment  par  une  diminution  de  h  avec  le  volume. 
D'ailleurs,  pour  les  mélanges  h  dépend  en  outre  de  la  composi- 
tion.  L'expression  de  la  grandeur        est  du  reste  compliquée,  et  on 

doit  la  distinguer  en  général  de  f      J  .  Si  l'on  connaissait  exactement 

la  façon  dont  h  dépend  du  volume  et  de  la  composition,  il  ne  se  pré- 
senterait pas  d'autres  difficultés  que  des  calculs  longs  et  compliqués. 
Mais  on  sait  que  la  façon  dont  h  dépend  de  v  n'est  pas  encore  déter- 
minée avec  certitude,  même  pour  les  substances  pures;  dans  tous  les 
cas,  nous  ne  connaissons  pas  encore  la  valeur  numérique  des  grandeui's 
(jui  figurent  dans  des  formules  données  pour  b.  Voilà  pourquoi  j'ai 
cru  tout  d'abord,  que  notre  ignorance  à  ce  sujet  nous  empêcherait  de 
déduire  avec  une  certitude  absolue,  par  voie  théorique,  les  propriétés 
de  la  ligne  de  plissement  à  ses  extrémités,  et  aussi  d'établir  les  valeurs 
numériques.  Mais  j'ai  reconnu  plus  tard  que,  ])our  déterminer  exacte- 
ment ces  propriétés  et  ces  valeurs  numéri([ues,  nous  n'avons  pas  besoin 
de  connaître  la  manière  dont  h  dépend  de  r  et  .r;  il  suffit  notamment 
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Je  représenterai  par/* la  valeur  que  prend  Texpression  -  (ijjj 


de  connaître  deux  grandeurs,  relatives  à  rctat  critique  d'une  substance 
pure,  et  qui  ont  été  déterminées  expérimentalement. 

P 
—  '  ,.^  au  point  critique  de  la  composante,  et  par  y,  le  coefficient  critique, 

de  sorte  que  MRTk  =  x  (/jr)». 

11  resuite  alors,  de  n  =  -      , 0,7-      ,,  =  /et —  =  /  —  L. 

'       '       ^  v—b        v^'  p[v—h)       ^      in\ 

L'égalité  MRT  =  x  jw  =/  {r — l^)  p  conduit  à  la  valeur  suivante 
du  volume  critique; 

comme  nous  supposons  maintenant  que  ù  varie  avec  le  volume,  nous 

ne  devons  pas  perdre  de  vue  que,  dans  cette  expression,  Ij  représente 

la  valeur  que  prend  cette  grandeur  au  point  critique.  Posant/  =  7  et 

15  .     .       ?'       28  .  8  r 

3c  =  -r-j  il  vient  7=  ,  , ,  tandis  que  /  =  4  et  x  =  -r  donnent  -    =  3. 

M.  Keesom  a  trouvé  pour  Tanhydride  carbonique  y*  =  6,7  et  x  = 

fi  7 
3,56,  ce  qui  donne  --=     \    ==  2,134. 
0       3,14 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  de  v  dans  iUliT  =  x  pv,  on  trouve 
MRT  =  pb    ^^ 


8 
Avec/ =  4  et  z  =     le  coefficient  de  pô  =  S,  et  avec/ =  7  et  x  = 
o 

ce  coefficient  prend  une  valeur  légèrement  différente,  savoir  8  -- . 
4  1  o 

Pour  calculer  la  valeur  de  ^  à  Tétat  critique,  on  a  donc  : 

P        x/     ^^  Pk  273'   x/  * 

Si  Ton  substitue  la  valeur  de  v  dans  Téquation      .,  =  /* —  1  ,  on 

pr^ 

trouve: 
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Le  coeflBcient  de  4^,  qui  avec/=4  et  x  =  -  prend  la  valeur  bien 

o 

connue  27,  prend  avec  y  =  7  et  x  =-—  une  valeur  un  peu  plus  forte 

que  27,8. 

Si  Ton  substitue  les  valeurs  trouvées  pour/? et  v  dans  MRT=  xpv, 
ou  trouve 

Q  Q 

Posant  encore  une  fois  /'=  4  et  x  =  -  il  vient  3fJiT  =  x^  -.tandis 

qu'avec  /=  7  et  x  =   -    le  coefficient  de  -  est  cffal  à  ^rr-r^y  ce  qui 
4  0  3,446 

8  1 

est  de  nouveau  peu  différent  de  —  =  -,  o^-- 

Pour  calculer  a  au  moyen  des  valeurs  critiques  de  7' et/;,  nous  avons 
la  formule: 

{^ŒT)\f—l 


a  = 


p  yp' 


/-— 1  ^  27  1  8 

Le  facteur'  -  ^—  devient  égal  ii  -rr  =  Vo-r  quand /=  4  et  x  =  -. 

x'^  bi^        2,o7  o 

15 
Avec/  =  7  et  X  =  —  il  prend  de  nouveau  une  valeur  peu  différente, 
4 

.    96  1 

savoir = . 

225      2,34 

Dans  l'état  critique  (J-J   =  0.  Il  s'ensuit  que: 
ou  bieu,  après  substitution  des  valeurs  trouvées  pour  MRT  et  v  : 
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Pour/  =  4  et  ;c  =^  -  il  en  résulte  évidemment  —  =  0,  tandis  que 


15 
/=  7  et  X  =    -donnent: 

-^  4 


_^_45 
^v  ~  49' 


dh 


Dans  l'état  critique  on  a  aussi  f  v^  )  =  0.  11  en  résulte: 

g 

Pour  /=  4  et  x=  -  cette  valeur  s'annuUe  évidemment.    Pour 

A=  7  et  X  =  -—  on  trouve: 
4 

—  A-?  =  0,1827  »). 

Passons  maintenant  au  calcul  de  -j-r-  au  commencement  de  la  ligne 

Tax  ^ 

de  plissement.  Nous  avons  la  formule: 


et  nous  avons  donc  à  déterminer  (<^  )    et  f  ^-y  )  pour  Fétat  critique, 

*)  Cette  valeur  élevée  de  —  6^^  nous   fait  supposer  que  la  formule,  qui 

av 

exprime  la  variation  de  b  avec  le  volume,  a  une  forme  tellement  compliquée, 

qu'on  ne  saurait  la  développer  en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de 
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mais  dans  T hypothèse  que  h  varie  avec  le  volume,  et  que  —  prend 

diverses  valeurs,  qui  dépendent  de  la  variation  du  volume. 
D'abord  : 

Nommons   ,     la  valeur  de  la  variation  de  ù  avec  j-,  quand  nous 
rfx 

laissons  varier  le  volume  de  telle  manière,  que  le  volume  soit  toujours 
dans  rétat  que  nous  pouvons  qualifier  d'état  critique  du  mélange  homo- 
gène; alors: 

db  /^^^\     I    ^^  /^^^""N 

dx  ~  \JxJr  "*"  ^r  KdxJx 

et,  comme  Vx  =  à  ^     j( -r)  =  ~7    ir — ,  si  /  et  x  sont  des  con- 
/ — X   \//wyK       nxj — Y, 

stantes  ainsi  que  Texige  la  loi  des  états  correspondante.  Nous  trouvons 

ainsi  : 


W/.       \         ^vf—Jdx' 


Mais  nous  devons  connaître: 

—  vJ 

db 
h 


MRT /<U\      p^      _  MRT      v^     ^-^  v"~^y      ^>  1 


Remplaçons  MRT^  r  et  1  —  t~  par  les  valeurs  trouvées  ci-dessus; 

,       f—^\db     . 
nous  trouvons  alors*-; — r  -  - -,  de  sorte  que: 
/ —  l  0  dx 

1  /^/A   a   il  da       f — 2  1  dh  \ 

p  \àxJv~        pv^  ' a  dx       f —  \1)  dx^ 


ou  bien 


dlog- 


p\dxJ  ^       ^^    d^  /— 1     ^^     ^ 
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Cette  valeur  dépend  à  un  haut  degré  de  la  valeur  de  /. 

l/^/)N  ^^<JTk    ,    \  db, 


Avec/=  4  on  trouve      -  {^^J.=  -  3  î^,_^^^  +  -  -^j 
Avec/=  7  au  contraire  -  (^)=  -  6 1^, -^  +  -  -( 


Dans  le  chapitre  procèdent,  je  suis  arrivé  à  la  même  valeur  en  posant 
que  dans  les  circonstances  critiques  (  \— J  ^^  j~  ^^^^  identiques,  et  en 

faisant  usage  de  la  formule  empirique:  —  log  ~  =f — -—  .  Il  résulte 
notamment  de  cette  formule  que 

dpr  dpK        j,dTK 

Pcdx      padx  Tdx 


on 


Pk  dx  ~  lUx       hdx      ^l\d^^ 
ou  encore 

p  W/,r  ^^      ^^T^dx^  f—\  bdx^ 

Mais  on  peut  arriver  à  cette  relation  d'une  manière  bien  plus  simple 
encore. 

Il  résulte  de 

'"-da^+d).,/^     car» 

que,  quand  on  pose  dT  égal  à  //7x  (rfTx  étant  la  variation  de  la  tem- 
pérature critique  du  mélange  supposé  homogène). 


l)K  dx~  p  \èxJvT     \p  dTy  TKdx' 

1  ^^\    _}_^P^  _f^'^ 
pK^xJvT     px   dx       ^  Tk 


donc 

dTK^ 

iKd>x 


Cette  manière  de  déduire  cette  relation  n'est  pas  seulement  préférable 
parce  qu'elle  est  plus  courte,  mais  aussi  parce  qu'elle  est  indépendante 


OU 
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de  la  question  si  la  loi  des  états  correspondants  est  applicable  ou  non. 
Dans  cette  déduction ,  la  valeur  de  f  est  celle  qui  se  rapporte  à  la  com- 
posante. 

Mais,  outre  la  valeur  de  (  ^  )    ,  nous  avons  encore  à  déterminer 

\pxyvT 

celle  <ï®  (i~^)  •  Pour  cette  dernière  grandeur  nous  trouvons: 

^H  da 

?\  MRT   ^,       èh\/U\    ,    ,^,,^    ^x^o     ,      dx 

/^'^p'\^^a^da  MRT  v^  /  U\f^U\  MRT  v^  iHj 
\du^vJ~v^^adx        a     {v—bY\}      WV^V/      2^    {v—bY^xè^' 

La  seule  inconnue  dans  cette  expression,  c'est  la  grandeur ^-y-.  Nous 
la  déterminons  par  Féquation  : 

d'où  Ton  tire: 

^x^v  ^^^  f — X  Vô  dxJ 

Substituant   les   valeurs,   trouvées  précédemment   pour  MRT ,  r, 
(\  —  Â~)^^  —  ^J2'  ^^^^  Fexpression  de  T  -.  ^-  V  on  trouve  comme 

valeur  du  second  terme r  -     2  - — ;;    et  comme  valeur  du  troisième 

b  dx         f 


b  dx   f 

ainsi 


—  r-  )    on  trouve 


\dxàvJ  T 

z'^^^.  _'la,\  da        \  db) 
K^xàv/'i      v^  (a  dx       b  dx' 

\^x^vJt~  v^  TKdx' 


ou  bien 

^h\         'la  dT. 
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(lO 

et  pour  -     s. y    -  on  arrive  à  la  valeur  bien  simple  ^   —;  cette  dernière 
o^e  iKdx 

est  exactement  la  même  que  celle  qui  résulte  de  Téquation  d'état  où  b 
est  considéré  comme  une  constante.  Cela  fait  prévoir  qu'il  doit  être 
possible  de  déduire  cette  relation  de  relations  purement  thermodynami- 
ques, c.  à  d.  indépendantes  de  la  connaissance  de  T équation  d'état.  Tel 
est  réellement  le  cas. 

Considérons  la  grandeurf^J  .  A  l'état  critique  de  la  composante 

elle  est  nulle.  Passons  de  cette  phase  critique  homogène  à  une  autre , 
obtenue  en  donnant  au  volume  Taccroissement  dv  y  à  la  composition 
Taccroissement  âx  et  à  la  température  Taccroissement  dT. 

Si  nous  prenons  de  nouveau  pour  dT  le  dTx^  c.  à  d.  si  nous  admet- 
tons que  le  mélange  contenant  dx  molécules  de  deuxième  espèce  se  trouve 
de  nouveau  dans  Tétat  de  la  phase  critique  homogène,  la  valeur  de 

Cs^)    ^^^  encore  nulle. 
Or,  de 


il  résulte  que  :  * 

puisque  fi  {<'')    ^^\\  2)      ^o"*-  "ils;  et  la  relation: 

Kri'J     P    }to 

donne  : 

Nous  retrouvons  ainsi  la  relation  que  nous  avons  déduite  ci-dessus, 
mais  par  voie  exclusivement  thermodynamique. 

Comme  nous  avons  trouvé,  également  par  voie  thermodynamique  : 

ARCHIVES  NÉERLANDAISES,   SERIE   H,   TOME  XI.  10 
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on  peut  écrire,  sans  faire  usage  d'aucune  équation  d'état: 

dT_  ^  dTK  _  _/V^  _4  ^'«  _1  _^/"'  (^ 
fdx^~TKdx       j^jirp^'^'^TKdx       'fpKdx^   ■ 

On  peut  mettre  le  facteur ^i  ^^^®  ^°®  forme  bien  simple,  mais 

dv 
pour  en  déterminer  la  valeur  on  a  besoin  de  Téquation  d'état.  Si  ron  écrit 

MRT   Jh  ^  a        ^    ^        j     .     w     1  .   ^/^^     2a     ^ 

//>  = 7  et  s"o  =  —  2  — «  ce  facteur  devient  effal  a  , zr^  :  -^,  et 

*^  V — ù       dv^  v^  {v — b)^    V 

comme  il  résulte  de(  ^  J  =  0  que^ J  1  — v-)  =  -f^  on  obtient: 

dv  ov 

15  49 

avec  y  =  7  et  X  =  — -  ce  facteur  prend  la  valeur      .  On  a  donc: 

4  tjO 

dT^  ^  ^Tk        4^i  (ÎTk  _  1   (IpK  )2 
Tdxç^  ~  TKdx  "^  45  \  Txdx       7  pndx^   ' 

Introduisant  la  grandeur  b  au  lieu  de  px,  on  trouve: 

Tdx^        lUx'^    2jc    '7Wu;"^/— 1  ô^J  • 

Avec  /=  4  et  X  =-  on  trouve  de  nouveau  —r —  =  --,  mais,  avec 
•^3  2x  16  ' 

1 5  /—  1 

/  =  7  et  X  =  --  la  valeur  de  '"^  -      s'élève  à  0,8.  Avec/  —  6,7  et 

]c  =  3,56  ((raprès  les  déterminations  de  M.  Keesom  pour  l'anhydride 
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carbonique)  la  valeur  ne  diffère  pas  sensiblement  de  0,8.  Si  Ton  emploie 

les  valeurs  ^^  =  —  0,493,  i^  =  —  0,271,/=  6,7  et  x  =  3,56 

dT 
pour  calculer  celle  de  ^rr— ,  on  trouve  —  0,259.  Il  est  vrai  que  la  valeur 

IUXq 

0,259  est  plus  petite  que  celles  déduites  des  observations  de  M.  Keesom  : 

0,284  pour  x  =  0,1047  et  0,304  pourar=  0,1994;  mais  on  ne  doit  pas 

perdre  de  vue  que  la  valeur  ainsi  calculée  ne  convient  qu'au  cas  limite 

^  =  0,  et  Ton  remarquera  que  la  valeur  déduite  des  observations  est 

d'autant  plus  grande  que  x  est  plus  grand. 

Il  résulte  de  tout  ceci  que,  bien  que  Ton  ne  puisse  pas  se  passer 

dT 
complètement  de  l'équation  d'état  pour  le  calcul  de  -  —  le  long  de  la 

IoXq 

courbe  de  plissement,  il  n'est  du  moins  pas  nécessaire  de  connaître  la 

forme  de  la  grandeur  b. 

Pour  calculer  la  grandeur  —  -r|,  au  commencement  de  la  courbe  de 

p  al 

plissement,  on  déduit  de  la  formule: 

*=(ï)..^+(D./- 


la  relation  : 


OQ 


/'Tdp\  ^.,  ___ _'jj' '^^_  _(/— y  i  4^ ^ 

T^dx^    2x  ITKdx^  (f—\)bdx\ 

Pour  des  mélanges  d'oxygène  et  d'anhydride  carbonique,  la  valeur 
numérique  est: 


'^^P\^ay^—  5,7 (-0,493-0,047 } 


/Tdp\  —5,7  {-0,493-0,047  [ 

^^^'^7"^^^  + =0:259 =  6,7-11,28  =  - 


-4,58. 


D'après  ses  observations  relatives  kx=^  0,1047,  M.  Keesom  a  trouvé 
—  6,3,  et  la  valeur  trouvée  pour  x  =  0,1995  est  —  6,08. 

10* 
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T  dp        dT 
Quand  on  fsit  le  produit  de  -    ,,„  et  -„  - ,  on  trouve  la  valeur  de 
^  p  dT       Vax 

-  -j-  pour  le  commencement  de  la  ligne  de  plissement.  Or,  comme 
— -r^et  —J-  sont  tous  deux  négatifs  pour  des  mélanges  d'oxygène  et 
d'anhydride  carbonique,  la  valeur  de  T-  -    J    est  positive. 


SUR  LE  QUOTIENT  DE  DEUX  FONCTIONS  BESSELIENNES  SUCCESSIVES 


W.    KAPTEYN. 


1.  Si  P  {£)  et  P^^  {z)  sont  deux  fonctions  Besseliennes  successives  de 
première  espèce ,  le  quotient  de  ces  deux  fonctions  peut  s'écrire  : 

p  [z] 

'  Nous  nous  proposons  de  déterminer  le  terme  général  de  ce  dévelop- 
pement. EuLKU  et  Jacobi  se  sont  déjà  occupés  de  cette  question  '), 
mais,  au  lieu  du  terme  général,  il  se  sont  contentés  de  donner  les  pre 
miers  termes  du  développement,  savoir: 


/.= 


2(v+l) 
1 


2Mv  +  l)Mv  +  2) 


t-11 

If  (v  +  a 

7v+19 


. 5V  +  11 


•^*       2»(v  + 
etc. 

Nous  partirons  de  la  fraction  continue,  bien  connue, 


2»  (v  +  1)=^  (.  +"2)2  (v  +  3)  (v  -h  4)  (v  +  5). 
etc. 


')  NiELSEN,  Handbuch  der  Cylinderfunctionen,  p.  358. 
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^■^  ^    ''      2  (v  +  3)  etc. 
dont  les  réduites  successives  sont  : 


Pi 


î.         2  {.  +  1) 

P^ i  (v  +  2)^ 

ï,        22(v+l)(v  +  2)-^2 

ft_  ^  [2=^  (y  +  2)  (k  +  3)  —  ^2]^ 

î,        2'  (<'  +!)(''  +  2)  ("  +  3)  -22  (v  +  2)^2 
etc. 

Si  on  développe  suivant  les  puissances  croissantes  de  z,  on  trouve 
immédiatement: 


Pi   ^        ^ 
q,         2  (v  +  1) 

Pi  _         ^ 


J " L 


î,         2(y+l)    '    23(v+l)2(v  +  2) 

^^ ? ^ ^' , ^'  , 

^3       2(v+l)"^2^(v+l)2(v  +  2)^2^(v  +  l)2(v  +  2)(v  +  8)^-" 
etc. 

En  opérant  de  cette  façon,  on  retrouve  dans  —  les  «  —  1  premiers 

qn 

termes  du  développement  de  ~— ,  et  notre  question  revient  donc  à 

qn-\ 

déterminer  le  n''  terme  dans  le  développement  de  ■  ~.  Si  nous  romar- 
in 

quous  que  la  série  —  n'est  convergente  que  dans  le  cas  où  mod.  z 

<2V/(v+l7(7+2y;iasérie^danslecasoùmod.^<l/2(i/  +  l)(y+3) 

etc.,  il  est  clair  que  ces  valeurs  convergent,  à  mesure  que  ;/  augmente, 
de  plus  en  plus  vers  la  plus  petite  racine  positive  de  /"  [z)==0^  en  ex- 
ceptant du  moins  zéro. 

Si  Ton  compare  ce  résultat  avec  le  théorème  de  Schafheitlin  \ 


')  Journ.  f.  Math.,  Bd.  114,  p.  40. 
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qui  dit  que  la  première  racine  de  /"  {z)  =  0  est  plus  petite  que 
V  ^  (v  +  1)  (v  -Ç-  3),  on  reconnaît  que  l'on  trouve  pour  cette  racine  une 
limite  supérieure  plus  rapprochée  encore,  en  employant  les  racines  de 
Çu  ^5"  .,  savoir 

iXô  (v  +  2)  (v  +  3)  —  2  V/  (v  +  2)  {v  +  3)  (5  v^  +  26  v  +~38") 
l/"6  (v  +  2)  (y  +  4)  —  3  V'V+^Hv  +  4)  (v^  +  6  v  +  iT] 


2 
3 

etc 


2.  Si,  dans  la  fraction  continue  qui  est  l'expression  de ,  on  pose 

-z^  =  x  2  (v +/))=./;,  (^=1,2,  3...) 

il  vient 

r  a,  +     -       ^ 

^2  -t-  ^^-  +  etc. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  détermination  du  coefficient  général 
dans  le  développement 

Pour  revenir  à  notre  problème,  nous  n'aurons  qu'à  remplacer,  dans 
les  résultats,  les  valeurs  de  a  y  par  2  (i/  +/?)• 
Nommons  les  réduites  successives: 

l±  —  ±^ 
Q,  ~  ay 

^3  _  («2  «3  +  ^)  ^ 


Q3        '«i  «2  ûfs  +  («1  +  Û3)  ^ 
etc.;  il  résulte  alors  de  ce  qui  précède  que  : 
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(1)  ^  =/,  ^  -/,  ^^^  +  /.  ^'-  . . .  -/2,,  X'"  +  ^2»  +  ^  x2"  +  i  — . 

i^)l^--=A  ^-A  •'■•'■'  +A  ^'-■-  —A. ^•^"  + 

Si  Ton  j  pose 

iP2n  ^=  m^  X  '\-  m^  x*^  -]-  .  .  -|-  w„  ;r" 

y-irt  =  /î*o  +  /^l  ^  +  /^2  ^  +   •  •    +  /^N  ^•" 
i^2»i  H 1  =  //,  ;r  +  y/2  ^^  +  •  •  •  +  w„  +  i  ^"  +  ^ 

Q2»i  +  i  =  î'o  +  î'i  -^  +  î'î  -^^  +    •  •   +  ^n  ^", 

OU  trouverait  un  nombre  suffisant  d'équations  pour  déterminer  les 
coefficients /*/ en  multipliant  l'équation  (1)  par  Q.»,,  et  en  identifiant 
ensuite  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x.  Mais  cette  mt^thode 
ne  convient  pas  quand  il  s'agit  de  comprendre  la  manière  dont  ces 
coefficients  sont  composés. 

3.  Pour  atteindre  ce  but  nous  remarquerons  que,  si  Ton  pose 

(3)  ^^^J _  :?2n ^       ^"  +  ^        ^ ^2»  +  i  r ^0+^l^+--^n--l^"""^     , 

^  Q2n  J 

les  coefficients  wu  et  vu  (^=0,1,  .  .  .  .,  n  —  1)  sont  liés  aux  coefficients 
y  par  des  relations  bien  simples.  Ces  relations  sont  les  suivantes: 

n-  =  —  [f2n(^k  +  \  —fin-i  ^/.-  +  2+.+    (  — 1)"  + '^'^  V»  +  ^  +  1  f^n] 

Posons,  pour  les  prouver, 
et 

alors 
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Si  nous  introduisons  maintenant 


il  vient 


P.  "    //  "     77  "    // 


En  comparant  ce  développement  avec 
nous  reconnaissons  que 

'"'  =  ^- '  '^"'  i .  ,7^-^^M  ^"  =  2«  + 1'  2«  +  2, . . ) 

11  résulte  de  même  de 

-P'in  +  1      ^0     \ ^1 I  1 ^n 

X"  Qo,i  +  i  X  X <2^,  X Zn 

jT  =  ^  K  =     ^'-^"  +  ^  (^') 

donc 


P2n  +  1               W, 

'l     ^i 

;  ^i 

a?^y2n-f1           Vq  ^ 

2  — 

.?...'    

Si  Ton  compare  ce  développement  avec 
on  trouve 


154 


W.  KAPTBYN. 


Multiplions  maintenant  Téquation  (8)  par  62» +  i  et  remplaçons  j 
successivement  par  ^,  ^2,  .  .  .,  ^n;  il  vient  alors 


Il  résulte  de  ces  w  équations  que 


où 


avec 


Wk  = 


z; 


A  = 


1      2f,       -2,2...^,"-* 
1      Z^      2fj2...^j"-^ 

1      -2r„     ^Tn^  .  •Z,,''''^ 


n{n-\) 

=  (~  1)      -^      A- 


iV=  («,  —  «î)  («,  —  2,)   ....   (^,  —  ^„) 


et 


y>  =  (-j)* 


Posant 


{Zn-\  -     -2^n) 


1       5^1    ..  ^, 


k-\      zk+i 


1       ir  ^*^-1       irfc  +  1 

i,   2n  + 1  ^       ^2  •  •  ^2  ^2 

*2  . 


1       ^  ^^-1       ^A+i 


A,-,.= 


l   z,   ....  ^/ 


n—  t 


n-1 


n  — 4 


—  1 


-2^0    .  .  .  .  ^. 


fc  -1 


.  j2r< 


n  — 1 
n  -1 


1    ^,.1  ..Zi^i^-'^Zi^i^  +  K,Zi^i'"'^ 


on  obtient 


de  sorte  que 


1    Zn  -  •  '  '  Zfi 


fc-1 


i>  =  (-i)'.;z{-iy-i-^^'±^(f^A... 
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X Zi 


(6)         (-  1)"  2-   Nm  =  (-1)^-  £  (-1)-^    ll~^^i«. 
Pour  déterminer  A,/,  nous  écrirons 

X Zi 

nous  avons  alors 
OU  bien,  comme 

^k  ^^  Vq+Vx  Zi  +  .  .^VkZi^ 


Or, 


Vo^i 


pour  a?  =  -jj ,  z^,   .  .  .  .,  Zi^i,  Zi^\  .  .  .  .,  Zn\  ces  ;/  —  1  équations 

6k    ^^ 

permettent  donc  de  déterminer  les  n  —  1  inconnues  — ,^.  (^=1,  2, 
On  obtient  de  cette  façon: 


où 


f/t' 


(0) 


A'  = 


.^1 


n-l 

l 
n— 1 


U^iZ^i^i.  .  .^.-i""'^ 


Zi^iZ^i^i    .   .iTi^.^^-^ 


^        ^  1  *    »l— 1 

-^^n      ^n    •  •  •  -  *n 


7/=(-l)' 


2  k-\  „    A:+1 


n-l 
n-l 


i^i-l    Z^i^i.,  .Zi^i^-^     -^,-l''+^ 


^1-1 


n-l 


A— 1 


A  +  1 


Zi  +  X  Z^i^X.  .ZiJ^x'"-'^  ZiJ^x  '^1-'.  .  .^Ti  +  i"- 


^n         ^n        •  •  Zfx  Zfi 
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On  a  donc  en  premier  lieu 

(^2— ^j)-(^2— ^'-l)(^2— -/+l)-(-2— ^") 

(-2^1-1— -^i+l) (-î^i-i -..) 

(Zi  -i-i Zi  -1-  o)  .  •  (2^1  -H  1 -m) 


En  comparant  les  facteurs  de  ce  produit  avec  ceux  de  N ^  on  recon- 
naît aisément  que 


A'  =(-1) 


(,.-1)(,.-2)  ,  ^ 


2  ^^1^2  •  •  *-« 


-s^i        (^,— ^,)(r2— -r,)..(7,-,— -?,)(2— ^^^^..(z,— ^,0 


ou  bien,  en  changeant  les  signes  des  i —  1  premiers  facteurs  du  déno- 
minateur, 


A'=(-l) 


(n-i){n-2)     .  .  ^  ,T 


Zi  ^  2ri-|-1  (-*) 

Si  Ton  remarque  eu  outre  que 

Z\Zi'  '  'Zn __  , ^y y^ 

Zi  Vn 

il  vient 

Zi  H  2n  +  \  \Zi) 

En  second  lieu 

D'  ={-lYAi, 
donc 

c.  à.  d. 

U2n  +  i{Zi)  Zi  '•    ^^ 
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En  vertu  de  cette  relation,  (6)  donne 
OU  bien,  eu  égard  à  (5) , 

y^k=^f'lu  +1  Vk kn-{-2Vk      i  +^2rt+3î'/c  — 2 •  •  +  ( 1)'^  Ain  +  fc  +  1  Vq. 

Ce  résultat  peut  être  mis  sous  une  autre  forme  encore.  Il  résulte 
notamment  de 

«2n  +  l 

qu'après  multiplication  par  Q2n-\-\  les  coefiBcientsdej?*'^^,  a;"  +  ^,  .  .  .  . 
dans  le  second  membre  sont  tous  nuls.  Le  coefficient  de  ar^"  +  '^"''*  donne 
donc  : 

0  =  ^2n  +  Ar  +  lVo  +  /2n  +  A*ï',   +.  .  .  .   +  /2n+2ï'  fc_l  +/2n  +  l  V  k + 

-}-/2nVk-\-i  +/2n-1  V /,- +  2  +  •  •  •  ~\- fn -\- k -\- \  ^n. 

Il  s'ensuit  que 

(7)  Wk=/2nVk  +  i—/2n-\V  ki-2-\-  •  •  +  (— 1)^  +  *  +  Vn  +  &  +  1  ï'n- 

De  même  on  trouve 

(8)  V/c  =  — [/2njC*&  +  l— /2n-lA^^-  +  2+.+  {— ly  +  '^  +  yn  +  fc+ll^n]. 

4.  Passons  maintenant  à  la  détermination  des  coefficients  y.  Dans  ce 
but  nous  multiplions  F  équation 

Q2n  +  1  Q2n  tt2n  +  l  Q2n 

par  Q2n  +  i  Qîn;  si  nous  identifions  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  X,  nous  obtenons 

1  =  f^o^o  +  ^o  ^0 

0  =  jC*o  M?,  +  1^1  ««'o  +  î'o  «'i  +  î'i  «^0 

0  =  /C*o  «^2  +  /^i  ^^1  +  f^2^o  +  ^0  ^h  +  l'i  «^1  +  î'a  ^0 

0  =  /C^o«^n-1+A*itt?n-2  +  ..+/î*n«'o+î'o  Vn -1 +V,  Vh-2 +•• +  ï'»"o- 
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Et  si  nous  substituons  dans  ces  relations  les  valeurs  (7)  et  (8)  que 
nous  venons  de  trouver,  il  vient 

/l=(î'l^o)/2n-(v,A*o)/2«-1+...+(— l)"+Hî'nA*o)/n  +  i 
(9)  +(-!)"+ Vn  A*.  )/«  +  1 


Il  importe  de  remarquer  que  tous  les  coefficients  dans  les  seconds 
membres  de  ces  équations  se  composent,  pour  la  première  de  1,  pour 
la  seconde  de  2,  pour  la  troisième  de  8,  pour  la  dernière  de  w  détermi- 
nants du  deuxième  ordre.  Ces  nombres  se  réduisent  toutefois,  parce 
que  certains  déterminants  sont  nuls. 

Les  nombres  restants  sont  donnés  dans  le  tableau  suivant 


1 

1 

1 

1    . 

..    1 

1 

1 

1 

i 

2 

2 

2    . 

..   2 

2 

2 

2 

2 

3 

3 

3    . 

..  8 

3 

3 

2 

2 

3 

4 

4   . 

..  4 

4 

3 

2 

2 

3 

4 

5    . 

.   5 

4 

3 

2 

2 

3 

4 

5    . 

.    5 

4 

3 

2 

2 

3 

4 

4   . 

.    4 

4 

3 

2 

2 

3 

3 

3   . 

.    3 

3 

3 

2 

2 

2 

2 

2   . 

.    2 

2 

2 

2 

1 

1 

1 

1    . 

.    1 

1 

1 

1 

Le  nombre  le  plus  élevé  qui  figure  dans  ce  tableau  est  donc  -   ou 


n4-l 

—  - — ,  suivant  que  ;/  est  pair  où  impair.  En  résolvant  le  système  (9)  on 

constate  que  c'est  la  forme  que  prend  ( — 1)"  +  ^  /„  + 1  qui  convient  le 
mieux  pour  notre  but.  C'est  pourquoi  nous  nous  bornerons  à  considérer 
ce  coefficient  là. 

Examinons  d'abord  son  dénominateur.  Celui-ci  est  constitué  par  le 
déterminant  du  n''  ordre  : 

(10)      A  = 

i'^lf^o)    i^lf^o)  i^zf^o) iynf^o) 

(î'ii^o)    (»'3/^o)  +  (î'2/^l)    (l^4i^o)  +  (î'3A*l) i^nf^i) 


{Vnf^o)    i^nf^i) 


{Vnl^l) (Vn/t*H-i) 
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Pour  le  réduire,  nous  écrirons 

Q  2  n  - 1  =  Aq  +  A,  j:  +  • 
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^2n-2  =  >Co  +  )C,  X-\- 
Q2n-4=«0  +  ^I-^  + 

etc. 


+  «n-2i^"-- 


La  relation  connue 

Q2n  +  t  =«2«-|-  I  Q2n  +  iZ^Q2n  -  1 


donne  alors 


donc 


.n) 


{Vp  iC^j)  =  i^2  ^  P  -  i  —  A*P  ^1 

(ï'p  A*3)  =  A^3  ^ P- i  —  i^P  ^ 


Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  A ,  nous  pouvons  isoler  le  fac- 
teur jC*o;  la  première  colonne  devient  alors  A©  Aj  A^  . .  . .  An  — i.  Si  Ton 
retranche  maintenant  la  1*^*"®  colonne,  multipliée  par  jC*, ,  de  la  seconde, 
la  l*^**®  multipliée  par  /x^  ^®  ^^  troisième,  etc. ,  enfin  la  1^**®  colonne 
multipliée  par  fin-\  de  la  dernière,  on  obtient 


Al  (/c^o  Aj) 


(i^^o  ^2) (iC*o  A„_i) 

(1^0  ^3)  +  (i^i  >^) (i^i  ^n-i) 

K  ^4)  +  (i^i  ^) (i£*2  A„-i) 


■  ^n  Aq 
A*„Ai 


d^OÙ 


A  n  - 1    f^n\    A*n  ^I ^n  ^  n  -  2 

H  résulte  de  même,  de  la  relation 

Q2n  =  Û2rt  Q2n-t  +  ^  Q2n-2, 
^0  =  a  2  n  Aq 

^p=«2nAp  +  Xp-i  (/î=l,    2,     ..^ 1) 

^n  =  Xn-t 
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V^O  ^p)  —  ^0  ^ P  -  1 

(a*,  Ap)  =  A;,  Xo  — a,  Xp_t 

\f^2  ^P)  ^  ^P  ^I  ^2  X  p  -  1 

^n  ^p    =^^  ^;>  X  n  —  1 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  A,  ou  peut  doue  isoler  le  facteur 
— Xq;  la  deuxième  colonne  devient  ainsi  Xç  x,  x^  ...  x«_i.  Si  Ton 
ajoute  maintenant  x,  fois  la  1^'®  colonne  à  la  3*^,  Xj  fois  la  T  *^^  colonne 
à  la  4*  etc.,  enfin  x„  _2  fois  la  l*^'*'  à  la  7i^^  il  vient 


A  =  — iC*o\) 


Ao         xo  0 0 

A,  X,  (Aj  Xo) (An-lXo) 

Aj  X^  (A3  Xo)  +  (Aj  X,)  .  .  .  (An  -  1  X,) 

An-lXn-i  (A,i_t  X,) (A„-i  X»j_2) 


Dans  ce  nouveau  déterminant,  nous  multiplions  la  1^'"''  colonne  par 
Xo,  la  2*  par  Ao  et  nous  retranchons  la  2*  de  la  1*'**;  alors  le  premier 
terme  de  la  ligne  supérieure  disparaît,  de  sorte  que  Tordre  du  détermi- 
nant s'abaisse  d'une  unité.  Le  déterminant  prend  ainsi  la  forme: 


A  =  iC*o  Ao 


(A,  Xo)  (A2  Xo) (A„  _  1  Xo) 

(Aj  Xo)  (A3  Xo)  +  (Aj  X,) (An-4  Xi) 

(An -1X0)    (An-lX,) (An-tX„-2) 


Ce  déterminant  a  la  même  forme  que  (10).  Quand  on  remplace  dans 
ce  dernier  n  par  n — 1 ,  les  coefiScients  v  et  iz  deviennent  respectivement 
A  et  X,  et  Ton  trouve  précisément  le  dernier  déterminant  d'ordre  n — l. 
Cjg  dernier  peut  donc  être  réduit  de  la  même  façon  et  donne  en  pre- 
mier lieu 

(/,  «0)  {^2^0) ('h-2«o) 


et  puis 


(/„«2^o)     (^n-2<5i) (/„-2^n-3) 


A  =  a2«(0)     a2n-i(0) (4(0)      Q,  (0) 


OU 


(11) 


—  ^  2n, 


A  =  a, 


2)1-1 


«2,,. 
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5.  Pour  examiner  le  numérateur  de  ( — l)""^^/n  +  i,  nous  écrirons 
suivant  (9) 

(_l)n  +  i^y.^_^^  =  (_l)n.iX 

OÙ  A  a  la  signification  (11). 

Si  Ton  fait  subir  à  ce  déterminant  les  transformations  de  tantôt^ 
c.  à.  d.  que  Ton  isole  d'abord  le  facteur  f/^^,  et  que  Ton  retranche  ensuite 
des  2®,  3®,  .  .  .  .,  {71  —  ly  colonnes  la  l*-"^**  colonne,  multipliée  respec- 
tivement par  iC*i,  Afc^'  .    .  .,  iC*n-2,  on  trouve: 

^/«+i  =  A*o  X 

\     (f*o^)     (/*o^)    +(f*iA,)(/*oAj    +{Hi\)  ..(f*oA-i)     +(f*.^-») 

\      (f*oA,)      (f*o\)     +(f*i^)(/*o\)     +(/*,Aj  +  (/*,A,)..(/*,A_0     +(^A^«)-(/*.A,) 

^      (/'oAJ      (^oA.)     -\-{l^iK){l^o\)     +(/*iA»)  +  (f*,Aj..(f*,A._,)     +(f*,A._,)— <f*.A,) 

A— 1  (^oA—i)  (f*iA^i)— (f*.A„)  (f*»A^,)--(f*.A,)  .  .  (/*^A^i)  — ^.A^ 

A|»_i7-^A,    — -  /lA.A^  —  ^.A,  .  .  —  ^A._4 

Quand  on  élimine  maintenant  f^,  et  que  Ton  ajoute,  après  avoir  isolé 
le  facteur  —  Aq,  aux  3*,  4*,  .  .  .  .,  {71  —  1)®  colonnes  la  seconde,  multi- 
pliée respectivement  par  A,,  A^,  .  .  .  .,  Un— 3,  il  vient: 

A/n  +  i  =  —  A*o^o  X 

A,        *ii      (A,«o)       (a,0  +  (a,xJ   (a^xJ  +  (A,«J  ..(A._axJ  +  (A^X4) 

A,        «,      (A,«o)       (a*XoH(A,«0  (As«J  +  (A,«J-f  (A,«,)  .  .  (A^iXo)  +  (A-*xJ+(a^«,) 

A,        '^^      (A,0       (a.Xo)  +  (A,x,)   (A,0  +  (A»«,)  +  (A,x,)..(A^i^)  +  (A_aX.)H-(A.^_^; 

A^i   x,^  (Ai^iXo)  (A— |X,)  (A— iK,)  ..  (a._iK^ 

A_,  x^,      0  0  0  0 

On  peut  continuer  de  cette  manière,  en  déduisant  d'abord  de 

Q2n-1  =  Û2n-1  Q2n-2  +  ^  Q2n  — 3 
Aq  =  ^n  -  1  Xq 
Ap  =  Ûf2n-1  Xp  +  'p-1  (j»  =  1>  2>  •  • ,  ^ 1) 

et  de 

▲RCHIVES  NEERLANDAISES,   SERIE  n,  TOME  XI.  11 
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Q'in  - 2  =  <Ï2n  -  2  ©in  -3  +  ^  Qp,  -  4 
Zq  =  «2»»  — 2  'o 

^p  =  a2n-2  '/>  +  ^p-1  (;?  =  1^  ^>  •  •>  W  2) 

X„_i  =  ^n  — 2 

On  obtient  alors  de  même 
^/«+i  =  (—  l)Vo>'o>«o'o  X 

Al         X,         /,         «,         (/2«o)    ..    (/n-A)+(/n-5«,) 

^        Xj        /2         ô^        (/3 «o)    .  .    {in  -3^0)  +  ('^«-4^1  )  +  ('/i-5«2) 

A3         >C3  /.,         «3  (/4^o)    ••    (/n-2tfo)  +  0n-3«,)  +  (/,»-4«2)+(^.-5Ô3) 

An-2  Xn-2  '/i-2  ^n-2      0        .  .        0 
An-l  Xn-1       0         0  0        .  .        0 

et  enfin ,  si 

«/»  +  2  =  Co  +  ^I  -^  +    •  •    +  ^r  ^'" 
^  +  1  =  fo   +  f|  ^  +    •  •   +  ^«  ^ 

oiir  =  --}-l  ^^*=ô  ^*^^  ^^®  ^^  °^  ^  ^^  P^ir> 

et  r  =  — -—  et  s=  ——  dans  les  cas  où  «  est  impair, 

4f  JL 


(12)  A/;,+i= .... 

=  (~  1)'*  Q2.  (0)  Q2n-1  (0). .  Qh  +  2  (0) 


où  ^  =  ^  —  1  OU  — - — ,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

De  (11)  et  (12)  on  tire  maintenant  la  valeur  cherchée  de^n  +  i,  sous 
la  forme 


A,       X, 
A3      X3 

An-o^n- 

A/î— 1    X;i_ 

-2  '«-2^(1—2-  • 

_i  0     0 

..0  0 
0  0 

(13) 


a, 


n  +  t 


aJ'a 


n  —  \ 


A,         X,         /,         ^ 
A2         Xj         /j         ^ 


=  (-1)" 


An -2  J^n— 2  'n-2  ^n-2 
A„_i  X„_i     0        0 


.,2  ^2 

.  0  0 
.00 


6.  Revenons  maintenant  à  la  question  dont  il  s'agit.  Nous  remar- 
quons à  cet  effet  que 
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«.=«.  =2(v+l) 

Qj  =  «,  flî  +  a;  =  22  (1/  +  1)  (v  +  2)  +  ar 

64  =a,  «,a,+(a,+a3)dr=2»(v+l)(v  +  2)(v  +  3)+22(i'  +  2)* 

d'oi\  l'on  déduit  aisément: 

Q,.  =  2"(v  +  l)(v  +  2)..(v  +  «)ri+— Jjzili^ 

L  2-'  (v  +  1  (v  +  « 


(v+l)(v  +  «) 
2!  2M''  +  1)  (v  +  2)(v  +  «— l)(v+«) 
Le  dernier  terme  est 


^  2  !  2M''  +  1)  (v  +  2)  (v  +  «  — 1)  (v  +  «)  +  •  •  •  •  J  • 


2"  (v  +  1)  (,  +  2)  .  . .  (.  +  «) 
ou 

n-1 


2''(v+ 1) .  .(v +î!=-*)(v +'-4^).  .  .(.  +  «) 

suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 
Il  r&ulte  de  cette  formule  que 

_  (2«— jo— 1)(2«— ;>  — 2).  .(2«-  2ip) 
V —, ap  +  i  . 


(14) 


..    a2n-p-l(iO=l,  2,..,« 1) 

_(2«— j»— 2)(2»— ;9  — 3)...(2«— 2o— 1) 
"" J] «P  +  i 

••    <»2n-p     2ip=l,Z,.  .,n — 1) 

_(2«— j9  — 3)(2«— /)— 4).  .  .(2«  — 2/)— 2) 
'P—  ^ a^  +  i...... 

..    «2n-p-3  0j=l,  2,.  .,« — 2) 

■  A   _  (2«— yo  —4)  (2»—/)  — 5). .  .(2«— 2»— 3) 
9p jj- ap  +  i .... 

•  •   a2»-p-4(i0=l,  2, .  .,« — 4) 

y    _(«-;>+ 2)  («--;?+ 1).  .  .(«-2;)  +  3) 

'»" ^7 «i'  +  i 

/-  "+1N 

•  •    «n-/.  +  2fi)  =  l,2,.,,f  +  ij 

2    ^ 

_(«—/?+ !)(«—/')■  •  ■(«— 2/J  +  2) 
*" ^7 '^"+^ 


p! 


11» 
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tandis  que  Arï-t  =  «a„,  Xn-i  =  l,  /n  -2=(w  —  l)an-i>  ^n- 2=1  etc. 
On  vcit  ainsi  que,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair,  les  lignes  suc- 
cessives du  déterminant  sont  divisibles: 

la  V'^^  ligne  par  a^  .  ...  an 
la  2*     ligne  par  a^  ....  an  - 1 


n  pair 


la  Q^  ligne  par  an  ^  ^ 

la  1^*^®  ligne  par  a^  ....  an 
la  2®    ligne  par  a^  ....  «n  — i 


n  impair  < 


la  T— — J  ligne  par  flnjM  ^n  +  3 


Dans  le  premier  cas  on  peut  donc  extraire  le  facteur 


2  "*" 


et  dans  le  second  le  facteur 


n-l 


n-l 


a^  a^^.  .  .an-\-i    ^    an-\-z    ^     .  .  .an-i^fln 

2  2 

Dans  le  cas  où  m  est  pair  on  trouve  donc 

■2"'"         2"^ 


(15) 


-(-1)^-' 


A/ 


/. 


An  Z  n         '  71 

"2  2  "2 

2  ^  2  ^        2  ^ 


A«  -  2    ^H  -  2    'n  -  2 
A„  _  1    X„  _  i         0 


et  quand  //  est  impair 
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,"+*  <^n-i        a„  +  ^ia„  +  3  .  .  .  Oy,  a„  +  i/„  +  i  = 


(16) 


où 


(17) 


n  -  1 
=  (-1)      2 


/ 

'2 


2  2  2 

2  2  "         2 

An -2   JCn-2  /n-2 

An-1    Xn-1  0 


•    fi 


2 
2 

0 

0 


_  {2n—p—l),  .  .{2n—2p) 
p! 
,    _  {^n—p—2) .  .  .  (2n—2p—l) 

^p  —  -, ûtn-p-f-2  .  .  •^2n  — p -2 

(2n—p—S)  .  .  .  {2,71  — 2p— 2) 
/  p  —  z un -p -1-2  ...û^2n-p  — 3 


.    _{n—p+l)...{n-2p  +  ^) 

Les  degrés  en  a  des  deux  derniers  déterminants  sont  rendus  clairs 
par  les  deux  systèmes  suivants 


•  +  1 


2^ 


n—l 


n — 2  ;/— 3  n—^  ...    1        0 

«—2  w— 3  w— 4  ...    1       0 

7/— 2  w— 3  «—4  ...    1        0 

7/ — 3  n — i  w — 5  ...    0 

n — 5  n — 6  n — 7 
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1 

«—2 

«—3 

«—4  . 

.    1 

0 

2 

«—2 

a— 3 

«—4   . 

.    1 

0 

«— 1 
2 

^—2 

«—3 

«—4   . 

.    1 

0 

«—2 

«—3 

«—4   . 

.    1 

0 

«+3 

~2" 

« — 4 

«—5 

n— 6    . 

«—2 

3 

2 

1 

• 

»— 1 

1 

0 

0 

•   •        • 

. 

Quand  on  remplace  donc  û;,  par  fap  et  que  Ton  multiplie  les 

r-  +  l  J    V9^~^)    •  •  •  •  (^'  —  "iY  {n  —  \Y  lignes  respectivement 
par   t 


i' 


t 


n-h 


/n  — 3 


dans  le  cas  où  n  est  pair,  toutes  les  colonnes  sont  rendues  de  même 

(H-  1)  0)-2) 

degré  et  Ton  peut  extraire  le  facteur  t  ^  .Le  degré  en  a^,  est 

donc  le  même  pour  tous  les  termes,  savoir: 

fclJItS._(,+3+...(»-3))  =  ^-=*>. 

Quand  n  est  impair  et  que  Ton  multiplie  les 
( — - — J     V     ^  "y     ....(«  —  tf\n  —  \f  lignes  respectivement 

toutes  les  colonnes  deviennent  encore  du  même  degré.  On  peut  donc 

isoler  le  facteur  /  "^  ,  et  conclure  que  le  déterminant  est  homo- 

gène par  rapport  aux  grandeurs  Up  et  du  degré 

Du    premier   membre   de   (15)   on  peut  donc   extraire   le  facteur 

»<*+0h  +  4  ?«(»— 2) 

2       ^        et  du  2*^  membre  le  facteur  2     ■*      .  Hennissant  ces  facteurs 
on  obtient 
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2  2 

A,'       5c,'       /,'        e. 


(IH) 


=  (-l)-^ 


.  /  /  / 

An  ^ti  'it 

-2+'       2+'      2+< 


^«  -  2   Xn  -  2    'n  —  2 
An-1    3Cn-l        0 


0 
0 


où  l'on  doit  remplacer,  tant  dans  le  premier  membre  que  dans  le  second, 
ap  par  v  -\- p. 

De  même,  Téquation  (16)  conduit  à 

2  2 


(19)  =(-l)"-^ 


A  n  — 1  ^  n-ji  i  n  —  i 

2  2~  2 

A»  -f-ji  ;c^,  -M  hi  +  1 

2  ""2~  2 

^«  —  2  Xn_2  'n— 2 

An-1  Xrt  — 1  0 


2 


où  Ton  doit  également  remplacer  ap  par  v  -\-  p. 
Pour  w  =  4  on  trouve  ainsi 

2»  (.  +  1)-^'  (v  +  2)-^  (v  +  3)  (v  +  '10  (v  +  5)/,  = 

6  a^a^     5  «5     4 
lOa^a^     6^4      3       =2(v+ 2)(7v+ 19), 
4^4         1  0 


et  pour  «  =  5 
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2««(v  +  l)«(v  +  2)Mv  +  3)Mv  +  4)(v  +  5)(v  +  6)/e  = 
Sa^djO^      1  a^ay  6a<5   5 

=  2(v+2)(21vH-181v2+518v4-473). 


2\a^a^a^  15  «5^^  10^5   6 

20a4a5a6   10^4^5  4«4   1 

5^5  10     0 


Pour  finir,  je  remarquerai  encore  que  de 

''W  =  2^rf+T,,2,['-C;J]' 

où  «g  représente  les  racines  successives  de  /'  [z)  =  0,  on  déduit 


Ty  +  \ 


(^) 


P{z) 


;       V 
»=1 


2^ 


(«.')2 


,=/,^+A^='+/3^'+-- 


donc 


•^""lîiC*.")'^"- 


Si  Ton  prend  v  =  -,  il  vient 

où  5;i  représente  le  coefficient  de  Bornouilli.  Ce  qui  précède  donne 
donc  aussi  un  moyen  d'exprimer  ce  coefficient  sous  forme  de  déter- 
minant. 


CONSIDÉRATIONS  SUR  LE  PARALLÉLISME 
DES  GRANDEURS  ÉLECTRIQUES  ET  MAGNÉTIQUES, 


J.  A.  VOLLGRAPP. 


§  1.  Tous  les  physiciens  paraissent  portés  à  admettre  qu'il  existe  entre 
les  grandeurs  électriques  et  magnétiques  un  certain  parallélisme.  Toute- 
fois on  n'est  pas  entièrement  d'accord  ^sur  tout  ce  qui  se  rapporte  à 
ce  sujet. 

Hertz  s'est  laissé  guider  par  la  considération  de  ce  parallt^lisme , 
lorsqu'il  essaya  de  se  rendre  compte  du  rapport,  qui  existe  entre  la  théorie 
de  Maxwell  et  les  théories  plus  anciennes  basées  sur  Thypothèse  d'une 
action  à  distance  *).  Dans  ses  deux  mémoires  sur  les  équations  fonda- 
mentales de  rélectromagnétisme  ^),  ce  parallélisme  joue  également  un 
grand  rôle;  cependant  il  faut  remarquer  qu'il  s'y  borne  à  la  considération 
de  charges  magnétiques  invariables.  M.  Heaviside  ^)  parle  également 
(Je  Texistence  de  cette  analogie  entre  les  grandeurs  électriques  et  mag- 
nétiques. Mais,  comme  dans  son  système  les  charges  magnétiques  et  les 
courants  de  conduction  magnétiques  n'ont  qu'une  existence  fictive  *),  on 
peut  dire  que  cette  analogie  est  en  grande  partie  artificielle. 

Hertz  comprenait  fort  bien  que  ses  équations  fondamentales  ont  une 
forme  trop  simple,  pour  pouvoir  représenter  correctement  les  phénomènes 
électromagnétiques  et  optiques  dans  les  corps  en  mouvement.  Les  expé- 

')  „Ueber  die  Beziehungen  zwischen  den  MAxwELL'schen  electrodynamigchen 
Grundgleichungen  nnd  denGrundgleichungen  der  gegnerischen  Electrodynamik*', 
Wied,  Ann.  23,  1884. 

*)  „Ueber  die  Grundgleichungen  der  ElektrodyDamik",  Wied,  Ann.  40  et 
41,  1890. 

•)  „Electromagnetic  Theory'\  I,  1893. 

*}  „E1.  Th."  I  §  51:  „The  divergence  of  induction  measures  the  „magneti- 
fication"  if  there  is  any  to  measure,  which  is  a  very  doubtful  matter  indeed. 
There  is  no  évidence  that  the  flux  induction  has  any  divergence;  it  is  purely 
a  circnital  flux,  so  far  as  is  certainly  known,  and  this  is  most  intimately  con- 
nected  with  the  other  missing  link  in  a  symmetrical  electromagnetic  scheme, 
the  (unknown)  magnetic  conductivity." 
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rieuces  de  M.  A.  Eichenwald  *)  suffisent  pour  faire  voir  combien  Hertz 
avait  raison.  Il  faut  donc  modifier  les  équations;  mais  jusqu'à  quel  point 
faut  il  y  laisser  subsister  le  parallélisme  susdit?  Dans  la  théorie  des 
électrons,  où  l'accord  avec  le  résultat  des  expériences  de  M.  Eichenwald 
est  complet,  il  n'existe  pas  de  courant  magnétique  parfaitement  ana- 
logue au  „courant  de  Eontgen^',  observé  dans  ces  expériences  2). — M. 
Eichenwald  lui-même  n'est  apparemment  pas  convaincu  deTexistence 
d'une  différence  de  forme  entre  les  deux  équations  fondamentales  '). 

Le  but  de  cet  article  est  de  discuter  très  brièvement  les  opinions  de 
quelques  physiciens  sur  cett€  question  et  sur  une  ou  deux  questions  qui 
s'y  rattachent. 

Les  notations  employées  sont  celles  de  M.  E.  Cohn  *). 


')  Ann,  fi,  Phys.^ll,  1903  et  13,  liH)4:  „Ueber  die  magnetischen  Wirkungcii 
bewegter  Korper  im  electrostatischen  Felde." 

*)  H.  A.  LoRENTZ,  Encyclop,  d,  math.  Wiss.  V,  2,  1904,  „Electronen- 
theorie"  §  49:  „Schlie8slich  mSge  hervorgehoben  werden  dass  in  der  Elektronen- 
theorie  der  Parallelismus  zwischen  den  electrischen  und  den  magnetischen 
Erscheinnngen  nicht  so  weit  geht  wie  in  der  Théorie  von  Hertz.  Der  . . .  „mag- 
netische  Strom". . .  zerfâllt  nàmlich  in  die  Teile  îà  nnd  Rot.  [93.n)|.  Dieser  letztere 
ist  aber  nicht  mehr  genau  das  Analogon  zu  dem  RoNTOEN-strome,  fur  welchen 
wir  jetzt  den  Ansdruck  Rot.  \^.to]  gefnnden  haben;  diesem  aber  wûrde  der 
Vektor  Rot.  [Tt.w]  entsprechen."  —  Dans  les  notations  de  M.  Cohn,  employées 
ici,  93  et  Uï  s'appellent  B  et  u;  SW  est  (B — Af);  c'est  le  vecteur  /  de  l'équa- 
tion (4')  §  4;  f  est  (« — i^)  E  dans  un  corps  isotrope. 

*)  Ann.  rf.  Phys.  11,  p.  441:  „Zum  Schluss  will  ich  noch  bemerken,  dass 
ganz  analoge  Gesetze  auch  fur  die  Bewegung  der  Korper  im  magnetischen  Felde 
gelten  mussen.'* 

*)  „Das  Elektromagnetische  Feld".  E  est  la  force  électrique,  M  la  force 
magnétique;  ^  est  la  polarisation  électrique,  SDî  la  polarisation  magnétique; 
dans  les  corps  isotropes  on  a,  selon  Hertz,  ^  =  e  E^  SK  =  juAf  ;  dans  le  vide 
on  a  ^  :=  e^E,  SW  =  ii^M.  A  est  le  courant  de  conduction  électrique.  La  vitesse 
est  désignée  par  u.  T{A)  est  la  divergence  du  vecteur  /l,  c.  à  d.  l'expression 

(    v  -  +   -1  -  +  y~  \   î^  0^   il   n'y  a  pas  de  discontinuité,  et  rexpression 

(^l.v,  H-  As\)  aux  surfaces  de  séparation,  les  normales  de  part  et  d'autre 
étant  désignées  par  N^  et  iV,.  P{A)  est  la  rotation  du  vecteur  A\  sa  première 

composante  est  f   s"  —  1\     J'  ^  désigne  un  vecteur  dont  la  première  composante 

68t -^-.  \A,B]  est  un  produit- vecteur,  dont  la  première  composante  est 
{BzAii  —  By'\z).  V  est  une  constante  universelle;  dans  le  système  électro- 
magnétique on  a  4T/Le„  =  l  et  49rF=l,  et  par  suite  ^tf,  =        -j-^^^*",. 

j  •  x.\j    cm 
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§  2.  Les  équations  de  Heri'z  sont  les  suivantes  : 
(1)  JMsd»=  I  |a.v  dS  +  y  -^y  €.v  dS, 

(2)  li;,d»=-^^Jmsds. 

La  surface  S  et  son  contour  s  sont  entraînées  par  la  matière.  Il  n'y 
a  point  de  différence  essentielle  entre  la  matière  et  lYther:  en  chaque 
point  de  Tespace  Texistence  d'une  vitesse  unique  doit  être  admise. 

La  densité  de  la  charge  électrique  est  T  (€),  celle  de  la  charge  mag- 
nétique r  (îDî)  0. 

Hertz  ne  parle  ni  d'une  aimantation  /,  ni  d'une  induction  magné- 
tique B.  On  peut  introduire  ces  deux  vecteurs  en  posant 

(3)  r(/)  =  -r(gR), 


')  Hertz  donne  à  ces  charges  le  nom  de  ^charges  vraies"  et  introduit  en 
outre  les  „charge8  libres"  T  {E)  et  r  (M).  Un  morceau  de  fer  non-aimanté  et 
dépourvu  d'hystérésis  porte,  lorsqu'on  le  place  dans  un  champ  magnétique,  des 
charges  magnétiques  libres,  mais  il  ne  porte  pas  de  charges  magnétiques  vraies. 
Dans  ce  morceau  de  fer  on  a  r(7)  =  0,  d'après  l'équation  (3),  et  le  vecteur  / 
y  est  considéré  comme  nul;  mais  l'aimantation  /  de  Maxwell,  dont  il  est 
question  dans  l'équation  (4'),  incompatible  avec  l'équation  (3),  n'y  est  pas  nulle. 

*)  Pour  pouvoir  calculer  les  vecteurs  B  et  If  dans  des  cas  particuliers,  on 
doit  admettre  que  le  vecteur  /  est  connu  en  chaque  point.  Lorsque  dans  un 
champ  magnétique  uniforme  Mz'=M'  on  introduit  une  sphère  non-aimantée 
et  dépourvue  d'hystérésis  (7  =  0),  on  trouve  qu'après  l'introduction  de  la 
sphère  on  a 

R  =  M'—^Jr-,  parai  èle  à  l'axe  des  Z, 

n  i#  ^^ 

ex 

I     r.  w  ^^ 

I  By  =f*.%  =  — ^     -, 

oii  l'indice  1  se  rapporte  à  la  sphère,  tandis  que  les  grandeurs  appartenant  au 
milieu  ambiant  sont  sans  indice.  Dans  ces  équations  on  a 
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On  voit  que  les  vecteurs  /  et  B  ne  sont  pas  complètement  déterminés 
par  ces  équations;  cependant  on  leur  attribue  généralement  une  existence 
réelle;  la  remarque  faite  à  la  fin  du  §  4  suffirait  seule  pour  montrer 
qu'on  a  raison  de  le  faire. 

^  f 

L'équation  (2)  fait  voir  que  l'expression  r—  \  ^^dS  est  nulle  pour 

une  surface  fermée  quelconque:  la  charge  magnétique  doit  donc  être 
constante  pour  chaque  élément  de  volume.  Il  en  résulte  que  nous  ne 
pouvons  considérer  le  cas  où  Taimantation  d'un  corps  (c'est  toujours  des 
charges  magnétiques  vraies,  de  l'aimantation  dite  permanente  qu'il  s'agit) 
est  variable,  tant  que  nous  n'avons  pas  modifié  la  forme  de  l'équation  (2). 

§  3.  L'équation  (2)  peut  être  modifiée  à  cet  effet  de  deux  manières 
différente?. 

On  peut  d'abord  la  remplacer  par  l'équation  de  Maxwell 

(5)  JEAs  =  -jj^JBs-dS. 

En  effet,  des  équations  (3)  et  (4)  il  résulte 

(6)  r(^)  =  0; 

l'aimantation  /  peut  donc  varier  d'une  manière  quelconque  sans  que 
réquation  (5)  cesse  d'être  applicable. 

On  peut  aussi  introduire  un  courant  de  conduction  magnétique  A'  et 
écrire,  au  lieu  de  l'équation  (2), 

(?)  JE^aS  =  —yJAydS—y^J^NdS, 

Par  l'introduction  de  ce  courant  la  forme  des  deux  équations  fonda- 
mentales devient  la  même.  Nous  pouvons  choisir  le  courant  de  con- 
duction magnétique  de  telle  façon  que  les  équations  (5)  et  (7)  deviennent 
équivalentes.  Il  suffit  qu'on  ait 


a  étant  le  rayon,  r  la  distance  d'un  point  au  centre  de  la  sphère  et  /3  Tangle 
que  fait  avec  l'axe  des  Z  le  rayon  vecteur  de  ce  point. 
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(8)  As  dS=  ^  [(5— gR).vrf^1 
OU,  d'après  (3)  et  (4), 

(9)  AsdS=j\lsds\. 

§  4.  Les  remarques  suivantes  doivent  être  faites  au  sujet  de  Tintro- 
duction  de  ce  courant  de  conduction  magnétique  A'. 
a)  Au  lieu  de  Téquation  (4)  Maxwell  écrit  partout 

(4')  Bi=Mi+Ii'). 

L'équation  (4)  se  trouve  chez  Heaviside  et  chez  Cohn.  Ici  c'est  bien 
réquation  (4)  qui  doit  être  employée  :  si  nous  voulions  nous  servir  de 
l'équation  (4'),  Téquation  [%)  ne  saurait  être  considérée  comme  la  forme 
spéciale  que  prend  l'équation  (5)  pour  /=  const.  —  L'équation  (4') 
est  employée  dans  la  théorie  des  électrons. 

h)  Ce  qui  nous  autorise  à  introduire  le  courant  A'  défini  par  l'équa- 
tion (9),  c'est  la  considération  suivante.  Le  courant  de  conduction  élec- 
trique A  est  accompagné  d'un  dégagement  de  chaleur,  qui  s'écrit  par 
unité  de  volume  et  par  unité  de  temps 

(10)  W  =  Aa:Ea:+AyEy  +  A^E,, 

On  pourrait  même  dire  que  le  courant  de  conduction  électrique  est 
défini  par  cette  équation.  En  tout  cas  nous  pouvons,  par  analogie,  ap- 
peler „courant  de  conduction  magnétique"  un  vecteur  A'  qui  satisfait  à 
l'équation 

(11)  4/'  =  A^'  Ma:  +  Ay'  My  +  A,'  M,, 

où  4^'  est  le  dégagement  de  chaleur  par  unité  de  volume  et  par  unité 
de  temps  en  cas  de  variation  de  l'aimantation.  Or,  il  est  évident  qu'on 
ne  peut  rigoureusement  démontrer  que  les  équations  (9)  et  (11)  donnent 
partout  pour  A'  la  même  valeur;  mais  ce  qu'on  sait,  c'est  que  dans  les 
variations  cycliques  où  le  corps  considéré  ne  se  déforme  pas,  en  sorte 

que  a'  =  Yj  d'après  l'équation  (9),  et  oh.  M  ti  I  ont  constamment  à 


*)   A  vrai  dire ,  Maxwell  (qui   se   sert  d'autres  unités)  écrit  Bi  =  Mi-\- 
4^  II. 
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peu  près  la  même  direction,  le  dégagement  de  chaleur  s'exprime  par  la 
formule 

(12)  r  =  JMj^dt, 

rintegration  étant  étendue  à  une  période  entière. 

Il  semble  donc  permis  de  compléter  les  équations  de  Hertz  par  Tin- 
troduction  du  courant  de  conduction  A'.  Une  partie  du  courant  magné- 
tique (aussi  bien  qu'  une  partie  du  courant  électrique)  est  accompagnée 
d'un  dégagement  de  chaleur;  c'est  cette  partie  là  que  nous  appelons  le 
courant  de  conduction  magnétique. 

c)  M.  Heaviside  considère  comme  analogue  à  la  polarisation  électrique 
€  non  pas,  comme  Hertz,  la  polarisation  magnétique  3)î,  mais  l'induc- 
tion magnétique  B.  Dans  son  ouvrage,  l'expression  r  {B)  porte  le  nom  de 
densité  de  la  charge  magnétique  ou  „magnetification'";  d'après  Féquation 
(6),  admise  par  M.  Heaviside,  cette  expression  est  nulle;  la  charge  mag- 
nétique est  donc,  d'après  le  passage  cité  au  §1,  note  4,  une  grandeur 
fictive.  On  voit,  en  comparant  les  équaticms  (1)  et  (5)  entre  elles,  que 
lorsque  B  est  considérée  comme  analogue  à  S,  il  n'y  a  pas  de  terme  mag- 
nétique analogue  à  A,  et  si  l'on  veut  néanmoins  introduire  uu  courant 
de  conduction  magnétique,  ce  courant  sera  lui  aussi  une  grandeur  ima- 
ginaire. Hertz  ne  se  sert  pas  de  pareilles  fictions,  et  je  crois  pouvoir  dire 
queM.  Heaviside  se  trompe  en  disant  que  l'analogie  défendue  par  Hertz 
est  inexacte  ').  —  M.  Eichenwald  ajoute  aux  paroles  citées  au  §  1  la 
remarque  suivante:  „Seulement  nous  n'avons  pas  de  magnétisme  vrai"  ^). 
Ici  le  magnétisme  vrai  est  pris  dans  le  sens  de  la  „magnetification"  de 
Heaviside,  et  non  pas  dans  le  sens  que  Hertz  attribue  à  cette  expression. 

d)  L'opinion  d'après  laquelle  la  charge  magnétique  vraie  de  Hertz 
doit,  elle  aussi,  être  considérée  comme  une  grandeur  sans  existence  réelle') 


*)  „E1.  Th."  I  §  83  :  „1  may  hère  point  out  that  a  clear  récognition  of  the 
correct  analogies  between  the  electric  and  magnetic  sides  of  electromagnetism 
is  essential  to  permanently  useful  work.  Many  bave  been  misled  in  this  respect, 
especially  in  comparing  Maxwell^s  displacement  with  magnetic  polarisation. 
The  true  analogue  of  [C^  |  is  B.  Investigations  based  upon  the  false  foundation 
mentioned  can  lead  to  nothing  but  confusion." 

')  „Nur  haben  wir  keinen  „wahren"  Magnetismus." 

*)  Voir  Encyclop.  d.  math.  Wiss.  V,  2,  „Maxwell's  elektromagnetische 
Théorie"  §  15. 
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n'est  corroborée,  si  je  vois  bien,  par  aucun  passage  de  ses  mémoires. 
Cette  opinion  est  due,  me  semble-t-il,  à  une  confusion  entre  les  idées 
•  de  M.  Heaviside  et  celles  de  Hertz.  —  Heri^  introduites  polarisations 
comme  des  vecteurs  dont  les  composantes  sont  liées  à  celles  de  la  force 
électrique  ou  magnétique  par  des  équations  linéaires;  la  divergence  de 
ces  polarisations  est  la  charge  vraie.  H  n'est  pas  question  chez  lui  de 
polarisations  autrement  définies,  ni  d'une  charge  magnétique  égale  à  la 
divergence  de  l'induction  magnétique.  Il  dit,  en  parlant  d'un  terme  qui 
contient  la  divergence  de  la  polarisation  magnétique,  que  ce  terme  est 
nécessaire  pour  expliquer  l'induction  unipolaire  ');  il  ne  parlerait  évi- 
demment pas  ainsi  si  ce  terme  était  nul. 

é)  La  quantité  de  chaleur,  représentée  par  Téquation  (11),  est  une 
grandeur  réelle.  La  force  magnétique  M  étant  considérée  comme  exis- 
tant partout,  le  courant  A'  a  lui  aussi  une  existence  réelle,  et  il  en  est 
de  même,  d'après  Téquation  (9),  du  vecteur  /. 

§  5.  L'équation  (5)  peut  s'écrire 

(13)  riEsds=  —  yiUsd8, 

où  le  potentiel- vecteur  est  défini  par  les  équations 

(14)  P(n)  =  5, 

(15)  r(n)  =  o. 

Maxwell  2)  fait  voir  que  l'équation  (13)  peut  s^écrire 

(16)  VEa:  =  Ba:Uy  —  ByUa:—  -j^^  "  ^^'  «tC, 

où  u  est  la  vitesse  par  rapport  à  un  système  quelconque  d'axes  rectan- 
gulaires, considéré  comme  immobile;  on  prendra  en  général  un  système 
d'axes  entraînés  par  la  terre  dans  son  mouvement. 


*)  Gesamm.Werke  II,  p.  265:  „Endlich  bleibt  iibrig  ein  dritter  und  letzter 
Tell,  welcber  als  eine  durcb  konvektiv  bewegten  Magnetismus  erregte  elektri- 
scbe  Kraft  gedeutet  werden  und  znr  Erklarung  gewisser  Erscbeinungen  der 
unipolaren  Induktion  herangezogen  werden  muss". 

*)  „Electricity  and  Magnetism",  §  598. 
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La  fonction  '^  doit  être  déterminée  dans  chaque  cas  d'après  les  cir- 
constances du  problème.  Maxwell  lui  donne  le  nom  de  ^potentiel  élec- 
trique'' ').  Quelques  physiciens  ont  été  trompés  par  cette  dénomination. 
M.  PoiNCABÉ  2)  dit  que  d'après  les  idées  de  Maxwell  \p  est  un  potentiel 
électrostatique,  en  quoi  il  nous  semble  qu'il  fait  erreur;  car,  s'il  en 
était  ainsi,  on  devrait  avoir,  d'après  Maxwell, 

oii  p  désigne  la  densité  de  la  charge  électrique. 
Maxwell  écrit  au  contraire 

(iH)  p  =  rm, 

et  dans  les  corps  isotropes 

(19)  (£  =  f/l'; 

des  équations  (16),  (18)  et  (19)  il  résulte 


Les  équations  (17)  et  (20)  ne  sont  compatibles  que  si  l'on  a 


(.i),^[.H.«.+i.„«.+^^l]  +  n.{..}]  +  |[{..}]=o, 


équation  qui  n'est  pas  dans  Maxwell  et  qui  n'a  pas  de  sens. 

Voici  quelle  est  peut-être  l'origine  de  cette  erreur.  Les  théories  qui 
admettent  l'action  à  distance  —  de  Weber,  de  Neumann,  de  Helm- 


*)  „E1.  &  Magn.*'  §598:  „The  quantity  4^  is  indeterminatc  as  far  as  regards 
the  problem  now  before  us,  in  whicb  the  electromotive  force  round  the  circuit 
is  to  be  determined.  We  sball  fînd,  however,  that  when  we  know  ail  the  cir- 
cumstances  of  the  problem,  we  can  assign  a  definite  value  to  4^»  and  that  it 
represents,  according  to  a  certain  définition,  the  electric  po^en< m/ at  the  point 

(^  y  z)r 

')  „Electricité  et  Optique"  §166:  „La  fonction  ^  est  une  fonction  quelcon- 
que des  coordonnées  assujettie  à  la  seule  condition  d'être  uniforme.  Maxwell 
admet  que  c'est  le  potentiel  électrostatique  résultant  des  masses  électriques  qui 
peuvent  exister  dans  le  champ." 
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HOLïz,  —  considèrent  le  champ  électromagnétique  comme  la  résultante 
d'une  superposition  de  deux  champs  partiels,  dont  le  premier  est  dû 
aux  courants  et  aux  aimants,  et  le  second  aux  charges  électriques.  Hertz, 
dans  sa  thèse  '),  admet  cette  superposition  :  il  se  sert  d'un  système  d'équa- 
tions déduites  de  la  théorie  de  Weber.  Dans  le  cas  des  rotations  qu'il 
considère  toutes  les  grandeurs  sont  indépendantes  du  temps.  La  forme 
que  prend  dans  ce  cas  l'équation  (16),  savoir 

(22)  VEa^  =  Ba^Uy^ByUa:—  T^, 

correspond  à  la  forme  d'une  équation  employée  par  Hertz.  Seulement, 
chez  Hertz  ^  est  le  potentiel  électrostatique,  ce  qui  n'est  point  le  cas 
chez  Maxwell. 

On  sait  que  Hertz  reconnut  plus  tard  la  supériorité  de  Maxwell  2). 
Dans  sa  thèse,  il  parle  en  peu  de  mots  des  calculs  de  Maxwell,  mais 
ne  dit  pas  que  la  théorie  de  ce  dernier  conduit  à  d'autres  résultats  que 
celle  de  Webkr.  Comme  d'autre  part  Maxwell  donne  à  la  fonction  ^ 
le  nom  de  potentiel  électrique,  la  lecture  de  son  traité,  jointe  à  celle  de 
la  thèse  de  Hbrtz,  peut  faire  naître  dans  l'esprit  une  certaine  confusion. 
On  comprend  dès  lors  que  M.  J.  J.  Thomson,  dans  un  Appendice  ajouté 
par  lui  au  chapitre  IX,  Part.  IV,  du  traité  de  Maxwell  (troisième  édi- 
tion, 1892),  croit  devoir  combattre,  en  se  basant  sur  la  considération 
d'une  sphère  tournant  dans  un  champ  magnétique,  la  prétendue  opinion 
de  l'auteur,  d'après  laquelle  ^  serait  un  potentiel  électrostatique.  Il 
ajoute  qu'à  son  avis  la  fonction 

(23)  (p  =  ^p-^y  {na:Ua;  +  Uylly  +  UzU^) 

est  le  potentiel  électrostatique.  Plus  tard,  en  considérant  de  nouveau 


*)   „l]eber  die  Induktion  in  rotierenden  Kugeln",  1880. 

*)  „Au8breitung  der  elektrischen  Kraft",  p.  147:  „Die  Ergebnisse  der  Ver- 
sucbe,  welche  icb  iiber  schnelle  electrische  Schwingungen  angestellt  habe, 
scheinen  mir  der  MAXWELL'schen  Théorie  ein  Ue berge wicht  ûber  die  anderen 
Theorien  der  Elektrodynamik  zu  verleihen.  Gleichwohl  habe  ich  der  ersten 
Dentniig  jener  Versuche  altère  Anschauungen  zu  Grunde  gelegt,  indem  ich  die 
Erscbeinangen  zum  Teil  zu  erklaren  suchte  ans  dem  Zusammeiitreffen  der 
elektrostatischen  und  der  elektrodynamischen  Kraft.  Der  MAxwKLL'schen  Théorie 
in  reiner  Entwicklung  ist  ein  derartiger  Unterschied  fremd." 
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le  cas  de  la  sphère  tournante  ') ^  il  est  arrivé  à  la  conclusion  que  la  fonc- 
tion Cp  elle  aussi  n'est  pas  le  potentiel  électrostatique:  dans  la  théorie 
de  Maxwell,  la  décomposition  du  champ  en  deux  champs  partiels  n'a 
pas  de  sens. 

§  6.  Mais  que  voulait  dire  Maxwell  en  appelant  \p  le  potentiel 
électrique  dans  les  termes  cités  au  début  du  §5?  Dans  son  mémoire 
„0n  Physical  Lines  of  Force*'  ^),  on  trouve  une  équation  à  peu  près 
identique  avec  Téq nation  (16)  j  au  lieu  de  B  cette  équation  contient  le 
vecteur  fj[,M,  c'est  là  la  seule  différence.  Or  la  fonction  \p  y  est  appelée 
„tension  électrique"  ^).  Cette  expression  nous  amène  à  supposer  que 
Maxwell  a  voulu  dire  que  la  fonction  \p  détermine  une  force  pondéro- 
motrice;  comme  le  potentiel  électrostatique  (auquel  la  fonction  \p  se 
réduit  lorsque  le  champ  est  statique)  possède  certainement  la  propriété 
de  déterminer  une  force  pondéromotrice ,  la  fonction  \p  dans  un  champ 
quelconque  peut  alors  être  considérée  comme  un  potentiel  électrostati- 
que généralisé ,  comme  un  potentiel  électrique.  La  valeur  qu'il  attribue 
dans  son  traité  (§  619)  à  la  force  pondéromotrice  dans  un  champ  quel- 
conque confirme  cette  hypothèse:  d'après  cette  équation,  la  force  pondé- 
romotrice par  unité  de  volume  pour  un  corps  non-aimanté  et  qu'aucun 
courant  ne  traverse  a  pour  première  composante 

(24)  ^=-p'i- 

Dans  la  troisième  édition  on  a  corrigé  cette  équation  en  écrivant  avec 
M.  Fitz-Qerald 

(25)  X=pEa,; 

mais  rien  ne  prouve  que  Téquation  (£4)  ne  correspondait  pas  à  la  pen- 
sée de  Maxwell. 

Au  sujet  des  équations  (16)  et  (24)  nous  avons  encore  deux  remarques 
à  faire. 


')    „Receiit  Researches  in  Electricity  and  Magnetism",  1893,  chapitre  VII. 

')   Phil,  Mag.  1861. 

';  „^l/  is  a  function  of  (xyzt),  which  is  indeterminate  as  far  as  regards 
the  solution  of  the  original  équations,  but  which  may  always  he  determined 
in  any  case  from  the  circumstances  of  the  problem.  The  physical  interprétation 
of  4'  is  that  it  is  the  electric  tension  at  each  point  of  space.*' 
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a)  Les  coiisidérations  précédentes  n'expliquent  pas  pourquoi,  suivant 
les  idées  de  Maxwell,  la  fonction  vl^,  potentiel  qui  détermine  une  force 
pondéro motrice,  doit  figurer  dans  Téquation  (16).  On  sait  que  Maxwkll 
s'est  longtemps  ingénié  à  inventer  différents  mécanismes  dans  le  but  de 
ramener  la  théorie  de  l'électromagnétisme  à  la  mécanique  classique. 
Probablement  Tidée  en  question  est-elle  due  à  la  considération  d'un 
mécanisme.  Il  peut  avoir  songé  à  la  pression  \p  existant  dans  un  „fluide 
électrique". 

b)  En  écrivant  les  équations  (16)  et  (24),  Maxwell  n^a  pas  tenu 
compte  de  la  loi  de  la  conservation  de  Ténergie.  On  ne  peut  guère 
espérer  arriver  à  un  système  d'équations  compatibles  avec  cette  loi,  si  ce 
n'est  en  partant  de  cette  loi  même  et  des  équations  fondamentales.  C'est  là 
la  marche  suivie  par  Hertz  dans  le  calcul  des  forces  pondéromotrices  '). 

§  7.  INous  avons  vu  aux  §§  3  et  4  que,  pour  ce  qui  est  des  courants 
de  conduction,  le  parallélisme  entre  les  grandeurs  magnétiques  et  élec- 
triques n'est  pas  en  défaut. 

Lorsqu'on  introduit  des  axes  considérés  comme  immobiles,  les  équa- 
tions fondamentales  (l)  et  (7)  prennent  la  forme  suivante 

(£6)  VP{M)  =  A  +  €  +  w  r  (€)  +  P  [€.w] 

(27)  rr{E)  =  A'+  gR+  w  r  (9»)  +  7^  [9».^]. 

P  [€-7^]  est  le  courant  de  Eontgen.  —  Notons  que  l'équation  (27) 
peut  également  s'écrire 

(28)  —  FP{E)  =  B  +  P  [B.u], 

D'après  les  expériences  de  M.  Eichenwald  il  faut,  pour  les  corps  iso- 
tropes auxquels  s'applique  l'équation  (19),  remplacer  €  par  (f —  Sq)  E 
dans  l'expression  du  courant  de  Eontgen.  On  peut  considérer  s^  E 
comme  la  polarisation  de  l'éther,  et  (e — ^0)^^* comme  celle  de  la  matière: 
un  corps  diélectrique  en  mouvement  n'entraînerait  que  cette  dernière 
partie  de  la  polarisation.  Hertz  a  déjà  fait  allusion  à  la  nécessité  de 
distinguer  deux  parties  de  la  polarisation  ^).  Les  axes  peuvent  toujours 


*)    „Grund^leichungen  fiir  bewegte  Kôrper",  §  6. 

*)  „ Ausbreitung  der  elektrischen  Kraft'*,  Anmerk.  29  :  ^Zweckmâssiger  dUrfte 
es  sein,  die  Polarisation  des  Aethers  aïs  die  eine,  die  Polarisation  der  ponde- 
rabeln  Matcrie  als  zweite  Variabele  einzufiihren." 

12* 
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être  choisis  comme  il  a  été  dit  au  §  5;  rien  ne  nous  empêche  de  con- 
sidérer réther  aussi  comme  entraîné  par  la  terre  dans  son  mouvement, 
rhypothèse  d'un  éther  pondérable  ')  paraissant  compatible  avec  tous 
les  phénomènes. 

Or,  s'il  existait  entre  les  phénomènes  électriques  et  magnétiques  un 
parallélisme  complet,  et  si  les  équations  (26)  et  (27),  sauf  correction 
du  dernier  terme  de  chacune  d'elles,  pouvaient  certainement  être  admi- 
ses, une  partie  de  la  polarisation  magnétique  devrait  ne  pas  être  entraî- 
née par  un  corps  en  mouvement.  Faraday  2)  parle  en  effet  d'un  système 
de  forces  non-entraîné  par  un  aimant  en  mouvement.  Cette  idée  se 
.  retrouve  chez  M.  G.  Mie  ^)  Remarquons  de  plus  que  dans  les  paroles  de 
Hertz  citées  plus  haut  il  est  question  de  distinguer  deux  polarisations 
magnétiques,  tout  aussi  bien  que  deux  polarisations  électriques. 

Malgré  tout  il  ne  paraît  pas  que  le  dernier  terme  de  l'équation  (27) 
doive  subir  pour  les  corps  conducteurs  une  coiTCction  quelconque. 
Lorsqu'un  fil  conducteur  se  meut  dans  un  champ  magnétique,  la  force 
électromotrice  induite  dépend,  comme  l'indique  ce  terme,  du  nombre 
de  lignes  de  polarisation  que  le  fil  coupe  par  unité  de  temps.  Dans  le 
cas  de  Finduction  unipolaire,  les  deux  derniers  termes  de  Téquation  (£7) 
sont  en  jeu,  si  le  corps  a  une  aimantation  permanente,  le  dernier  seul 
lorsqu'il  a  une  aimantation  induite  *);  dans  l'un  et  l'autre  cas  le  dernier 

*)  Voir  p.  e.  H.  A.  Lorfntz,  Encyclop.  d.  math.  Wiss.  V  2,  „Elektronen- 
theorie^'  §  64. 

*)  „ Expérimental  Researches"  §3090:  „When  lines  of  force  are  spoken  of 
as  crossing  a  conducting  circuit,  it  mustbe  considered  as  affected  by  tbe/rans- 
lation  of  a  magnet.  !No  mère  rotation  of  a  bar  magnet  on  its  axis  produces 
any  induction  effect  on  circuits  exterior  to  it...  The  System  of  power  of  a 
magnet  must  not  be  considered  as  necessarily  revolving  with  the  magnet. . . 
The  magnet  may  even  in  certain  cases  be  considered  as  revolving  amongst  its 
own  forces  and  producing  a  full  electric  effect,  sensible  at  thegalvanometer". 
§  220:  „Thu8  a  singular  independence  of  the  magnetism  and  the  bar  in  which 
it  résides  is  rendered  évident.*' 

*)  „Entwiirf  einer  allg.  Théorie  der  Energie-ubertragung"  {Sitzungsber,  d. 
Wien.  Ak.  d.  Wiss.  Bd.  CVII,  Abth.  lia,  1898),  p.  1179:  „Befindet  sich  in 
dem  Raumelement  gewôhnliche  Materie,  so  niiissen  wir  jedenfalls  einen  Teil 
dieser  [electrischen  oder  magnetischen]  Energieform  als  innere  Energieform 
bezeichnen,  da  sie  bei  Ortsanderungen  der  Materie  zum  Teil  mitgefiihrt  wird. 
Ein  Teil  aber  ist,  so  viel  wir  heute  wissen,  unabhàngig  von  der  Materie  und 
folgt  den  Bewegungen  wenigstens  nicht  unmittelbar." 

*)  Nous  admettons  que  le  corps  et  le  champ  sont  parfaitement  symétriques 
par  rapport  à  Tuxe  de  rotation. 
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terme  de  Téquation  (28)  est  seul  en  jeu.  Ici  aussi  les  observatious  con- 
tirment  d'une  façon  satisfaisante  Téquation  (27).  Seul  M.  0.  Grotrfan 
a  observe  une  force  électroinotrice  supérieure  de  plus  de  14%  à  celle 
qu'indique  la  théorie  '). 

Pour  les  corps  non-conducteurs  le  dernier  terme  de  l'équation  (27) 
lie  correspond  pas  aux  résultats  expérimentaux.  M.  J.  J.  Thomson  ^)  le 
soupçonnait  depuis  longtemps;  les  expériences  de  M.  R.  Blondlot  ^)  et 
de  M.  1 1 .  A.  WiLsoN  *)  l'ont  démontré.  —  Notons  que  d'après  la  théorie 
des  électrons  le  champ  est  déterminé  par  Téquation  (28)  lorsque  le  corps 

tournant  est  conducteur,  et  qu'il  faut  multiplier  par  le  facteur ~  le 

champ  calculé  d'après  cette  équation  lorsque  le  corps  considéré  est  non- 
conducteur,  ce  qui  est  conforme  aux  expériences  de  MM.  Blondlot  et 
WiLSON  ^). 

Il  semble  donc  au  premier  abord  qu'une  équation  unique  de  la  forme 
(27)  ne  puisse  servir  à  calculer  le  champ,  à  la  fois  pour  les  corps  con- 
ducteurs et  pour  les  corps  non-conducteurs  en  mouvement. 

Toutefois  M.  E.  Cohn  ®)  a  proposé  de  conserver  les  deux  équations 

*)  „Uiiipolare  Induktion",  Ann.  il.  Phys.^  6,  1901.  Si  Ton  considère  ce 
résultat  comme  digne  de  confiance  et  si  Ton  admet  d'après  les  expériences  de 
F.\RADAY  (Exp.  Res.*'  §3092)  et  de  M.E.Hoppe  {Ann.d,  Phys.S,  1902)  qu'il 
n'y  a  pas  de  courant,  lorsque  l'aimant  tourne  avec  un  fil  conducteur  reliant 
deux  points  arbitrairement  choisis  de  sa  surface,  il  faut  admettre  que  l'expression 
ordinaire  pour  la  force  électromotrice  induite  dans  un  fil  conducteur  mobile 
n'est  pas  non  plus  absolument  exacte. 

')  ^Rec.  Res."  §  438:  „The  question  as  to  whether  or  not  the  [équation  (27)]  is 
true  for  movin^  insulators  as  for  moWng  conductors,  is  a  very  important  one. 
The  truth  of  [this  équation]  for  conductors  bas  been  firraly  established  by  expe- 
riment,  but  we  hâve,  so  far  as  1  am  aware,  no  expérimental  vérification  of 
[it]  for  insulators. . .  Now  it  is  quite  conceivable  tbat  though  a  conductor,  or 
a  dielectric  with  a  considérable  inductive  capacity ,  might  when  in  motion  pro- 
duce a  considérable  disturbance  of  the  Faraday  tubes  in  the  ether  in  and 
around  it,  yet  little  or  no  efl^ect  might  be  produced  by  the  motion  of  a  sub- 
stance of  small  spécifie  inductive  capacity  such  as  a  gas,  etc." 

*)  „Sur  l'absence  de  déplacement  él.  lors  du  mouvement  d'une  masse  d'air 
dans  un  champ  magnétique''  C.  i?.  133,  1901. 

*)  „0n  the  electric  efi'ect  of  rotating  a  dielectric.  in  a  magnetic  field.'*  Proc, 
Roy,  Soc,  73,  1904,  p.  490. 

*)  Voir  Encyclop.  d.  math.  Wiss.  V  2,  „Elektronentheorie"  §  45. 

•)    „Ueber    die   Gleichungen   des   electromagnetischen   Feldes   fiir   bewegt 
Kôrpor,  Ann.  d.  Phys.^  7,  1902.  M.  Coun  y  pose   V=zl  et  écrit 
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fondamentales, (26)  et  (27),  et  de  n'apporter  aucune  correction  aux  der- 
niers termes  de  ces  équations,  mais  de  remplacer  par  d'autres  formules 
réquation  (19)  et  son  analogue.  Dans  les  équations  de  M.  Cohn  le  paral- 
lélisme entre  les  grandeurs  électriques  et  magnétiques  —  abstraction 
faite  des  courants  de  conduction,  le  courant  A'  étant  supposé  nul  — 
est  parfait.  Les  résultats  des  expériences  de  MM.  Eichenwald  et 
WiLsoN  sont  d'accord  avec  la  théorie  de  Cohn.  ')  On  peut  donc  dire 
qu'aujourd'hui  encore  la  considération  du  parallélisme  entre  les  gran- 
deurs électriques  et  magnétiques  a  une  certaine  valeur  heuristique. 

§  8.  L'énergie  électrique  est  souvent  considérée  comme  potentielle, 
et  l'énergie  magnétique  comme  cinétique.  D'après  beaucoup  de  physi- 
ciens cette  distinction  est  presque  indispensable. 

Elle  l'est  en  efiFet  si  l'on  veut  se  servir  des  équations  de  Laqrange. 

Mais  il  est  difficile  de  dire  quelle  est  Tidée  dominante  dans  les  tra- 
vaux de  Maxwell  et  de  ses  successeurs.  D'après  M.  Potncaré  ^)  la 
partie  essentielle  du  traité  de  Maxwell  est  celle  où  il  applique  les 
équations  de  Lagrange.  L'effort  constant  que  fait  Maxwell  pour 
localiser  rénergie  n'est  il  pas  plus  caractéristique  encore?  •**)  Remarquons 
à  ce  propos  qu'il  faut  en  tout  cas  distinguer  deux  parties  de  l'énergie, 
dont  l'une  appartient  à  la  matière,  l'autre  à  Téther  *),  et  peut-être  une 


*)  E.  Cohn.  „Zur  Electrodynaniik  bewegter  Système"  (Sitzungsber.  d.  Kôn. 
preuss.  Ak.  der  Wiss.  10  Nov.  1904)  §6:  „Ein  thatsàchlicher  Unterschied 
bleibt  aber  bestehen  zwischen  den  LoRENTz'schen  Gleichungen  und  den  mei- 
nigen,  sobald  man  auch  die  paramagnetischen  und  diamagnetischen  Korperin 

den  Kreis  der  Betrachtung  zieht Obwohl  nun  hier,  im  Gegensatz  zu  deo 

sonstigen  Differenzen,  eine  Abweichung  in  Gliedern  erster  Ordnung  besteht, 
so  scheint  dennoch  praktisch  ein  Experimentum  crucis  aucb  in  dieser  Be- 
ziehung  ausgeschlossen  zu  sein". 

*)  „ Electricité  et  Optique",  Introduction  :  „Pour  démontrer  la  possibilité  d'une 
explication  mécanique  de  Télectricité,  nous  n'avons  pas  à  nous  préoccuper  de 
trouver  cette  explication  elle-même,  il  nous  suffit  de  connaître  l'expression  des 
deux  fonctions  T  et  U  qui  sont  les  deux  parties  de  l'énergie,  de  former  avec 
ces  deux  fonctions  les  équations  de  Lagrange  et  de  comparer  ensuite  ces  éq^ua- 
tions  avec  les  lois  expérimentales." 

')  „E1.  and  Magn."  §  62:  „The  peculiar  features  of  the  theory  are: 
That  the  energy  of  electrification  résides  in  the  dielectric  médium,  etc." 

§  866.  „Whenever  energy  is  transmitted  from  one  body  to  another  in  time, 
there  must  be  a  médium  or  substance  in  which  the  energy  exists  after  it 
leaves  one  body  and  before  it  reaches  the  other". 

*)  Voir  le  passage  de  M.  G.  Mie,  cité  au  §  7. 
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troisième  appartenant  aux  deux  simultanément.  On  n'a  pas  réussi  à 
dévelopj)er  celte  idée  d'une  manière  entièrement  satisfaisante. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  n'est  pas  étonnant  que  Tidée  d'une  distinction 
à  faire  entre  deux  catégories  d'énergie  —  l'énergie  ciuétique  et  l'énergie 
potentielle  —  existe  encore  aujourd'hui  chez  presque  tous  les  physi- 
ciens ').  En  effet,  les  théories  anciennes,  où  Taclion  à  distance  est 
admise,  ne  peuvent  évidemment,  depuis  que  la  loi  de  la  conservation 
de  l'énergie  est  connue,  se  passer  de  l'énergie  potentielle.  En  abandon- 
nant l'idée  d'iftie  action  à  distance  on  aurait  pu  se  proposer  d'aban- 
donner en  même  temps  Thypothèse  des  deux  catégories.  Mais  des  idées 
qui  peuvent  sembler  superflues  ne  disparaissent  pas  nécessairement.  Les 
considérations  du  §  5  par  exemple  fout  voir  que  les  meilleurs  physiciens, 
tout  en  se  servant  des  équations  de  Maxwell,  d'après  lesquelles  il  n'y 
a  qu'un  seul  champ  électromagnétique  et  non  pas  deux  champs  super- 
posés, ont  néanmoins  quelque  peine  à  reconnaître  que  dans  un  champ 
quelconque  il  n'existe  pas  de  potentiel  électrostatique. 

Ce  qui  est  certain,  c'est  que  dans  les  travaux  de  Heri^z  antérieurs 
aux  „Prinzipien  der  Mechauik",  ainsi  que  dans  ceux  de  Cohn  et  de 
beaucoup  d'antres  physiciens  encore,  les  équations  de  Lagrange  ne 
jouent  ni  un  rôle  prépondérant,  ni  même  un  rôle  quelconque:  on  peut 
étudier  le  champ  électromagnétique  sans  poursuivre  le  but  de  réduire 
tous  les  phénomènes  à  la  mécanique  classique. 

Avons-nous  des  raisons  suffisantes  pour  dire  que  l'énergie  électrique 
et  l'énergie  magnétique  ont  des  caractères  opposés? 

Uirecht,  le  \l  nov.  1901.. 


*)  Hertz.  „Die  Prinzipien  der  Mechanik"  1894  Einleitung:  „E8  ist  aber 
als  eine  erste  allgemeine  Erfahrung  einzufûhren,  dass  die  vorhandene  Energie 
sich  stets  in  zwei  Telle  zerfallen  lâsst,  von  welchen  der  eine  allein  darch  die 
gegenseitige  Lage  der  Massen  bedingt  ist,  der  andere  aber  von  ihrer  abso- 
luten  Geschwindigkeit  abbàngt." 


SUR  l'excitation  par  traumatisme, 

LK  PARASITISME  ET  L'ÉCOULEMENT  GOMMEUX  CHEZ  LES  AMYGDALÉES 


M.  W.  BEIJEBINCK  et  A.  BANT. 


11  y  a  déjà  longtemps  qu'on  a  reconnu  *)  qu'un  hyphomycète,  vivant 
en  parasita  dans  lYcorce  des  Amygdalées,  appelé  Coryneutn  heijef'mchii 
par  M.  OuDEMANS  [Hedwigia,  5  sept.  1883,  n*^.  8),  mais  probable- 
ment identique  à  Clasferosporium  arnygdalearum  Sacc.  (=  Helmiulho- 
sporium  carpophilum  (Lev.)  Adkrh.),  donne  lieu  à  un  écoulement  de 
gomme  abondant  et  persistant,  quand  on  l'inocule  dans  le  cambium  de 
ces  arbres. 

Au  commencement,  on  a  émis  de  divers  côtes  des  doutes  sur  l'exac- 
titude de  cette  observation,  qui  a  été  confirmée  d'autre  part.  Actuelle- 
ment il  ne  saurait  plus  régner  de  l'incertitude  à  ce  sujet;  la  preuve  en 
a  été  fournie  au  moyen  des  cultures  pures  ^)  du  champignon  eu  ques- 
tion. Ce  sont  particulièrement  les  recherches  détaillées  de  M.  Adbrhold') 
qui  ont  étendu  à  plus  d'un  point  de  vue  notre  connaissance  du  phéno- 
mène de  la  gommose  parasitaire. 


*)  M.  W.  Beijerinck,  Maladie  de  la  gomme  chez  les  plantes;  ces  Archives^ 
19,  1886. 

')  Les  caltures  pures  sont  d'une  préparation  bien  plus  difficile  qu'on  ne 
Tattendrait  d^nn  champignon,  dont  la  croissance  est  aussi  vigoureuse.  11  est 
recommandable  de  se  servir  d'une  décoction  de  feuilles  de  pêcher  dans  de  Tagar  à 
peptone,  ou  de  l'agar  à  moût  dilué,  et  on  obtient  alors,  soit  une  forme  très 
virulente,  très  sporulante,  ou  une  forme  peu  virulente,  avec  peu  de  spores,  ou 
même  un  mycélium  stérile,  qui  se  comporte  comme  saprophyte,  ou  du  moins 
comme  un  faible  parasite.  Depuis  1886  j'ai  fait  de  nombreuses  expériences  avec 
de  pareilles  cultures  pures. 

*)  Ueber  Clasterosporium  carpophilum  (Lév.)  ÀDERH.unddessenBeziehuDgen 
zum  Gummifluss.  Arbeiten  dey  Biolog,  AbleiL  des  Gesundheitsamtes ^  Bd.  II. 
1902,  Heft  5.  p.  515. 
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Mais,  dans  toutes  les  recherches  antérieures,  on  n'a  pas  assez  fait 
attention  an  rapport  qui  existe  entre  Tëcoulement  gommeux  et  l'excita- 
tion produite  par  une  blessure,  ni  à  celui  entre  cette  excitation  et  le 
parasitisme;  voilà  comment  il  se  fait  qu'une  théorie  satisfaisante  du  pro- 
cessus manque  encore  complètement.  Les  nouvelles  expériences,  que  j'ai 
entreprises  avec  le  concours  de  M.  A.  Rant,  dans  le  but  de  faire  la 
lumière  sur  ce  côté  de  la  question,  ont  permis  de  se  faire  une  meilleure 
idée  de  la  relation  entre  ces  phénomènes,  dont  les  pages  suivantes  don- 
nent un  aperçu  préliminaire,  et  qui  sera  traitée  plus  en  détail  à  une 
autre  occasion. 

Comme  objets  d'expérience  nous  nous  sommes  surtout  servis  du  pêcher 
et  du  pêcher-amandier  '),  parce  que  ces  espèces  sont  très  sensibles  à  des 
lésions  et  y  réîigisseut  aisément  par  un  écoulement  de  gomme.  Le  ceri- 
sier, le  prunier  et  l'abricotier  ne  donnent  pas  aussi  facilement  de  la 
gomme  quand  on  les  blesse,  mais  présentent  d'ailleurs  des  phénomènes 
identiques. 

Nous  communiquerons  d'abord  les  observations  faites  sur  des  tiges  très 
jeunes,  encore  vertes,  puis  celles  sur  des  tiges  plus  âgées,  présentant  un 
ou  plusieurs  anneaux  totalement  lignifiés. 


1.     Lésion  du  cambium  déjeunes  rameaux  verts. 

Quand  en  plein  été  on  blesse  jusque  dans  le  cambium  et  le  bois  secon- 
daire déjeunes  pousses  du  pêcher  ou  du  pêcher-amandier,  on  constate 
qu'en  moins  d'une  semaine,  parfois  même  en  4  jours,  des  gouttelettes 
de  gomme  apparaissent  sur  quelques  blessures.  Près  du  sommet  de  la 
pousse  Fécoulement  gommeux  est  faible;  puis  vient  une  zone,  longue 
de  1  à  2  décimètres,  où  le  phénomène  est  le  plus  intense  ;  plus  bas 
encore  il  diminue  de  nouveau,  et  il  finit  par  disparaître  complètement 
quand  on  s'éloigne  davantage  du  sommet.  La  région  la  plus  sensible 
est  donc  celle  qui  e4  située  au-dessous  et  tout  près  de  la  zone  du  maxi- 
mum de  croissance  longitudinale,  mais  ce  n'est  pas  cette  zone  elle- 
même.  La  raison  pour  laquelle  elle  ne  se  confond  pas  avec  cette  zone, 
c'est  sans  doute  que  récoulement  gommeux  est  en  rapport  avec  la  crois- 


*j    Amygdalus  amygdalo-persica;    Duhamel   Dumonceal,   Arbres  fruitiers, 
Tab.  4;  Grenikr  et  Godron,  Flore  de  France,  T.  I,  1848,  p.  512. 
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sauce  en  épaisseur  cambiale,  aussi  bien  celle  du  cambium  que  celle  du 
procambium  ;  or,  dans  les  ])arties  qui  s'allongent  encore  cette  croissance 
est  faible,  et  les  autres  tissus  parenchjmateux  sont  incapables  de  se 
transformer  en  gomme.  Cette  circonstance  est  d'une  importance  capitale 
pour  l'explication  du  phénomène. 

Il  importe  aussi  de  remarquer  le  fait  que,  quand  on  fait  Texpc^rience 
sous  la  forme  considérée  ici,  les  portions  du  rameau  déjà  recouvertes 
d'une  couche  subéreuse  ne  présentent  pas  non  plus  d'écoulement  gom- 
meux,  quand  en  été  on  les  blesse  au  cambium.  Mais  je  montrerai  tan- 
tôt qu'il  n'en  est  pas  ainsi  en  toutes  circonstances,  et  que  cela  dépend 
notamment  de  la  saison  ;  on  doit  donc  conclure  que  c'est  l'état  physio- 
logique dans  lequel  se  trouve  le  tissu  qui  détermine  la  possibilité  ou 
l'impossibilité  de  la  formation  de  la  gomme. 

L'examen  microscopique  des  blessures  où  se  forme  de  la  gomme  a 
appris,  que  cette  substance  sort  de  fins  canaux  qui  se  trouvent  à  l'inté- 
rieur de  l'anneau  de  cambium,  qu'ils  touchent  directement  par  la  face 
extérieure.  Au  point  de  vue  anatomique  cette  gomme  correspond  donc 
à  l'aubier  secondaire,  qui  s'est  arrêté  dans  son  développement  et  est 
devenu  fluide  quand  il  était  encore  à  l'état  cambial  ou  cellulaire.  La 
formation  de  canaux  séparés  résulte  du  fait,  que  les  cellules  du  cam- 
bium des  rayons  médullaires  se  transforment  bien  pins  difficilement  eu 
gomme  que  le  jeune  bois  entre  ces  rayons.  Cependant  la  gommose  peut 
finir  par  affecter  aussi  les  rayons  médullaires  en  voie  de  formation,  et 
il  se  forme  alors  des  cavités  gummifères  plates  ou  des  canaux  elliptiques 
larges.  Les  cellules  et  faisceaux  de  cellules  trichomatiques,  bien  connues 
et  souvent  figurées,  qui  pénètrent  dans  les  canaux  gummifères,  provien- 
nent d'ordinaire  de  la  transformation  du  jeune  cambium  des  rayons 
médullaires. 

La  situation  et  l'extension  des  canaux  gummifères  sont  étroitement 
liées  à  la  localisation  et  l'importance  de  la  blessure.  Quand  la  lésion 
est  faible,  on  ne  trouve  les  canaux  que  dans  son  voisinage  immédiat; 
ce  n'est  que  quand  la  blessure  est  pénétrante  et  atteint  la  moelle  des 
rameaux  que  les  canaux  se  forment  sur  tout  son  pourtour.  Les  canaux 
atteignent  une  longueur  de  1  à  10  mm.;  leurs  extrémités  sont  situées 
à  peu  près  sur  une  ellipse,  dont  la  blessure  occupe  le  foyer  inférieur 
(c.  a.  d.  tourné  vers  la  base  du  rameau).  Ainsi  donc  l'excitation  trau- 
matique  peut  s'observer  un  peu  plus  loin  vers  le  haut  que  vers  le  bas 
de  la  blessure,  et  latéralement  elle  s'étend  encore  moins  loin  que  dans 
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le  sens  longitudinal.  Quand  la  lésion  oflTre  peu  d'étendue,  p.  ex.  quand 
on  a  pratiqué  une  petite  incision  transversale  ou  simplement  une  piqûre, 
on  observe,  d'accord  avec  ce  qui  précède,  que  les  canaux  les  plus  larges 
sont  au  centre  et  que  latéralement  ils  deviennent  d'autant  plus  étroits 
qu'ils  sont  plus  t^oignés  de  la  blessure. 

Résumant  ce  qui  précède,  nous  arrivons  à  cette  conclusion,  que  la 
gomme  traumatique,  qui  se  forme  en  été  dans  les  jeunes  rameaux  verts, 
sous  rinfluence  d'une  excitation  s'étendant  elliptiquement  autour  de 
la  blessure,  se  forme  aux  dépens  de  l'aubier  en  voie  de  dévelopj)emeut, 
tandis  que  tous  les  autres  tissus ,  dont  le  développement  est  plus  avancé 
ou  achevé,  quelles  que  soient  leur  nature  et  leur  situation,  ne  sont  pas 
affectés  par  Técoulement  gommeux.  En  un  mot,  le  phénomène  repose 
sur  une  transformation  pathologique  du  tissu  ligneux  embryonnaire, 
causé  par  une  excitation  traumatique. 

2.  Lésion  du  cambinm  de  branches  jpJns  âgées. 

Quand  on  coupe  aux  mois  de  février  et  mars  des  branches,  âgées 
d'un  an  ou  plus  âgées  encore,  d'un  pêcher,  d'un  pêcher-amandier,  d'un 
abricotier,  d'un  cerisier  ou  d'un  prunier,  et  qu'on  les  place  avec  leurs 
bases  dans  l'eau  dans  une  chambre  chauffée,  on  observe  au  bout  de  5 
à  10  jours  que  toutes  les  branches  saines  et  vigoureuses,  sans  exception, 
laissent  suinter  de  la  gomme  par  l'anneau  cambial  de  la  section.  Des 
coupures  que  l'on  pratique  à  cette  époque  dans  de  pareils  rameaux,  tra- 
versant récorce  et  pénétrant  jusque  dans  le  cambium,  présentent  le  même 
écoulement,  qui  est  surtout  sensible  quand  la  section  est  oblique  ou 
transversale,  tandis  qu'il  l'est  moins  quand  la  plaie  est  longitudinale. 

Des  blessures  analogues,  faites  à  l'air  libre  dans  cette  saison,  ne 
donnent  pas  lieu  à  un  écoulement  gommeux,  sans  doute  parce  que  la 
température  est  trop  basse  pour  rendre  possible  les  processus  biochimi- 
ques nécessaires  au  phénomène.  D'autre  part,  ces  mêmes  branches, 
quand  on  les  blesse  de  la  même  façon  en  été,  ne  réagissent  pas  par  un 
écoulement  de  gomme,  pas  plus  quand  on  les  conserve  dans  Feau  dans 
une  chambre  que  quand  on  les  laisse  sur  l'arbre.  Il  en  résulte  clairement 
que  c'est  surtout  de  Tétat  particulier  du  cambium  au  printemps  que 
dépend  la  formation  de  la  gomme.  Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  quand  la 
plaie  est  infectée  par  Cvri/neum,  qui  excite  toujours  à  une  production  de 
gomme  abondante. 
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Quand  on  examine  au  mois  de  février  Tanneau  cambial  au  voisinage 
d'une  section  d'où  coule  la  gomme,  on  observe  ce  qui  suit: 

On  constate  en  premier  lieu  qu'en  cette  saison  le  „cambium"  se 
compose  de  plusieurs  couches  et  non  d'une  couche  unique  de  cellules. 
Dans  tous  les  cas,  le  contraste  entre  l'écorce  et  le  bois  n'est  pas  fort 
marque  dans  ce  tissu  cellulaire,  et  il  est  impossible  d'indiquer  où  s'éta- 
blira la  limite  entre  les  deux.  Mais  ce  qui  est  particulièrement  intéres- 
sant, c'est  la  formation  de  canaux  gummifères  dans  ce  manteau  cam- 
bial, composé  de  pluî^ieurs  (4  à  6)  couches  de  cellules,  dans  le  voisinage, 
et  même  jusqu'à  une  distance  considérable  des  portions  lésées,  d'une 
façon  qui  est  tout  à  fait  la  même  que  nous  l'avons  décrit  tantôt  pour 
les  jeunes  rameaux  verts.  Il  est  vrai  que,  vu  le  manque  de  différencia- 
tion dans  le  cambium,  et  l'inactivité  de  la  croissance  en  épaisseur, 
leur  origine  dans  la  partie  qui  correspond  à  l'aubier,  et  non  à  Técorce 
secondaire,  est  difficile  à  établir,  et  -îxige  un  examen  minutieux  et  pour- 
suivi du  développement  du  bois.  Mais  on  arrive  à  la  conclusion  certaine, 
que  la  gomme  se  forme,  dans  ce  cas  aussi,  aux  dépens  du  bois  embry- 
onnaire. 

Dans  cette  épreuve  en  chambre  avec  des  branches  âgées,  l'extension 
et  la  disposition  des  canaux  gummifères  sont  plus  nettes  et  d'un  examen 
plus  facile  que  pour  les  jeunes  rameaux.  C'est  au  milieu  de  leur  lon- 
gueur que  ces  canaux  ont  la  plus  grande  largeur,  et  leurs  extrémités 
sont  étroites;  les  canaux  du  milieu,  c.  àd.  ceux  qui  sont  les  plus  rap- 
prochés de  la  blessure,  sont  les  plus  volumineux.  Ici  aussi  les  canaux 
aboutissent  à  l'intérieur  d'une  ellipse,  dont  la  plaie  occupe  à  peu  près 
le  foyer  inférieur.  On  reconnaît  donc  facilement  que  l'excitation  se  pro- 
page plus  loin  dans  le  sens  du  sommet  que  vers  la  base  de  la  pousse; 
une  circonstance  que  Ton  pourrait  expliquer  en  admettant  que  l'excita- 
tion se  propage  dans  le  xylème  avec  la  ^s^ève  ascendante."  L'observa- 
tion de  M.  Adekholu,  que  rinfection  par  Ourijutum  de  blessures  faites 
au-dessus  d'un  „anneau"  sans  écorce,  dans  un  rameau  annelé  par  inci- 
sion ,  donne  lieu  à  un  écoulement  gommeux  beaucoup  plus  fort  qu'au- 
dessous  de  l'anneau,  n'est  pas  en  désaccord  avec  cette  supposition,  puis- 
que la  „sève  descendante"  apporte  au-dessus  de  Tanneau  les  aliments, 
dont  Cort/ueum  a  besoin  pour  se  développer  et  qui  manquent  bientôt 
au-dessous  de  Tanneau. 

Des  deux  côtés  d'une  blessure  latérale,  les  canaux  s'étendent  d'autant 
pins  loin  que  la  lésion  est  plus  profonde  et  plus  étendue;  il  est  donc  pos- 
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sible  de  transformer  en  on  système  de  canaux  gammifères^  par  des  in- 
cisions profondes^  i'annean  cambial  presque  toat  entier,  tout  comme 
pour  les  sections  transversales.  Ici  comme  pour  des  rameaux  verts ^  le 
cambium  des  rayons  médullaires  produit  bien  plus  di£Bcilement  de  la 
gomme  que  les  portions  interradiales,  qui  produisent  plus  tard  le  vrai 
bois.  Pourtant^  quand  Texcitation  traumatique  est  très  énergique,  le 
cambium  des  rayons  médullaires  se  liquéfie  également^  et  les  canaux 
communiquent  alors  latéralement  en  donnant  naissance  à  des  cavités 
plates. 

En  r^umé ,  nous  arrivons  pour  les  branches  âgées  aux  mêmes  con- 
cl usions  que  pour  les  jeunes  pousses:  Técoulement  gommeux  est  dû 
à  une  liquéfaction  de  Taubier  embryonnaire,  produite  par  excitation 
traumatique. 

Le  fait  bien  connu  ^  que  Ton  observe  souvent  (mais  pas  toujours) 
chez  les  Amygdalées,  dans  le  bois  de  tout  âge,  des  cavités  et  des  canaux 
gununifères,  s'accorde  parfaitement  avec  ce  qui  précède,  quand  on  ad- 
met que  les  canaux  du  vieux  bois,  éloigna  du  cambium ,  se  sont  for- 
més il  y  a  longtemps  déjà,  quand  la  région  dévastée  était  encore  à  Tétat 
embryonnaire.  Le  boiê  cot/iplèlemetit  formé  ne  se  Uquéjie  jamais.  Il 
résulte  encore  de  ce  qui  précède,  que  le  cambium  n'est  pas  détruit  par 
le  processus,  car,  en  dehors  des  cavités  à  gomme,  il  a  formé  régulière- 
ment les  anneaux  ligneux  annuels. 

Quelle  est  la  dimension  que  peut  atteindre  un  canal  gummifère,  et 
comment  il  se  fait  que  la  même  couche  de  cambium  forme  alternative- 
ment du  bois  et  de  la  gomme,  sous  Tinfluence  d'une  excitation  trau- 
matique persistante,  comme  dans  le  cas  d'infection  par  Corjfueumy  voilà 
des  questions  non  encore  résolues. 

3.  Excitation  produite  par  des  poisons  ou  par  brûlure. 

Bien  que  nous  ne  sachions  pas  pour  le  moment  ce  qu'on  doit  entendre 
par  excitation  traumatique,  il  est  cependant  à  supposer  qu'il  s'agit  d'une 
influence  des  cellules  mourantes,  nécrobiotiques ,  sur  les  cellules  cam- 
biales vivantes.  On  peut  donc  s'attendre  à  ce  que  des  poisons  violents, 
introduits  dans  le  cambium,  agissent  d'une  manière  analogue,  et  peut- 
être  bien  plus  énergique  encore,  qu'ime  simple  blessure,  puisque  la  dif- 
fusion du  poison  peut  entraîner  la  mort  d'un  nombre  plus  grand  de 
cellules   successives.  Il  était  d'ailleurs   probable  que  des  lésious  par 
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brûlure  se  comporteraient  de  même,  quoique  plus  faiblement  que  de 
forts  poisons.  Cette  supposition  a  été  reconnue  exacte. 

Je  me  suis  servi  comme  poison  de  sublimé  corrosif,  et  en  été  j'ai 
obtenu  avec  cette  substance  des  résultats  décisifs  déjà  au  bout  de  4  à  7 
jours:  des  piqûres  faites  dans  de  jeunes  rameaux  verts  de  pêcher,  et 
infectées  par  ce  poison,  donnaient  beaucoup  plus  de  gomme  (^u'on 
n'aurait  pu  l'attendre  de  simples  piqûres.  Puisque  le  sublimé  est  un 
poison  mortel  pour  les  champignons,  le  traitement  par  cette  substance 
excluait  toute  possibilité  que  la  cause  immédiate  de  la  gommose  fût  la 
présence  d'une  bactérie  parasite,  p.  ex.  une  bactérie  mucogène  non 
cultivable;  la  gomme  n'est  donc  pas  un  mucus  bactérien,  ainsi  que  le 
prétendent  quelques  auteurs  peu  experts.  Le  fort  écoulement  gommeux 
produit  par  le  champignon  Corynenm  s'explique  par  le  fait  qu'il  engendre 
un  poison  violent,  agissant  comme  le  sublimé,  et  qui  produit  une  exci- 
tation traumatique  de  longue  durée. 

La  circonstance,  que  les  plaies  infectées  par  le  sublimé  se  résolvent 
en  gomme,  même  chez  les  parties  âgées  des  branches  et  à  une  époque 
où  la  lésion  seule  ne  donnerait  lieu  à  aucun  écoulement,  est  d'accord 
avec  l'action  particulièrement  intense  de  ce  poison.  C'est  ainsi  qu'au  mois 
de  juillet  des  rameaux  d'abricotier  assez  vieux  ont  fourni  beaucoup  de 
gomme  par  des  Mesures  traitées  au  sublimé ,  alors  qu'en  cette  saison  les 
mêmes  blessures  guérissent  aisément,  quand  elles  ne  sont  pas  empoison- 
nées, par  formation  d'un  cal,  mais  sans  produire  de  la  gomme. 

Les  lésions  par  brûlure  ont  donné  le  même  résultat,  quoique  moins 
marqué;  ce  qui  est  facile  à  comprendre,  puisque  le  sublimé,  en  péné- 
trant lentement  par  diffusion  dans  les  tissus  mourants,  détruit  pendant 
longtemps  de  nouvelles  cellules,  de  plus  en  plus  éloignées  de  la  blessure. 
Pour  les  brûlures  au  contraire,  que  j'ai  provoquées  au  soleil  au  moyen 
d'une  loupe,  le  champ  atteint  est  et  reste  limité.  11  est  évident  qu'au 
centre  d'un  pareil  champ  on  trouve  des  cellules  mortes,  entourées  d'une 
zone  de  cellules  nécrobiotiques,  ces  dernières  ayant  ceci  de  caractéris- 
tique, que  leur  protoplasme  est  mort,  tandis  que  les  enzymes  ou  autres 
substances  enzymateuses  ont  conservé  leur  activité.  Particulièrement 
dans  ce  cas  la  conclusion  semble  inévitable,  que  l'influence  de  ces  der- 
niers corps,  c.  àd.  des  substances  nécrobiotiques,  sur  les  cellules  vivantes 
qui  les  environnent  est  la  cause  de  l'écoulement  gommeux. 

Cette  manière  de  voir  nous  fait  supposer  qu'il  y  a  quelque  analogie 
entre  la  transformation  du  bois  embryonnaire  en  gomme  et  l'action  des 
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enzymes  cytoly tiques,  rappelant  la  „cytase"  des  physiologistes,  qui  peut 
dissoudre  des  cellules  entières,  et  non  la  même  notion  chez  les  botanistes, 
par  laquelle  ils  ont  en  vue  la  liquéfaction  de  la  paroi  cellulaire  seule- 
ment, et  pour  laquelle  les  noms  plus  spéciaux  de  cellulase,  gélase  et 
pectosinase  conviennent  mieux. 

L'hypothèse  émise  en  1886  (L  c),  que  la  substance  enzymateuse, 
engendrant  la  gomme,  proviendrait  du  champignon  Corpieum^  s'écarte 
de  la  manière  de  voir  actuelle,  en  ce  sens  que  Ton  peut  maintenant  con- 
sidérer comme  démontré,  que  l'action  excitante  du  champignon  repose 
sur  un  poison,  et  que  ce  sont  les  cellules  végétales  nécrobiotiques  elles- 
mêmes  qui  sécrètent  l'agent  de  la  gommose. 

Cet  agent  quitte  sans  doute  les  cellules  et  agit  sur  les  cellules  envi- 
ronnantes jusqu'à  une  certaine  distance;  c'est  ce  qu'on  peut  conclure  du 
fait,  que  la  gomme  ne  provient  pas  exclusivement  des  cellules  de  la 
plante,  mais  peut,  dans  le  cas  d'une  infection  par  Coryneum,  être  for- 
mée en  partie  par  la  transformation  des  cellules  mycéliennes  du  cham- 
pignon lui-même,  ainsi  que  je  l'ai  représenté  dans  mon  mémoire  de 
1886.  J'y  ajouterai  encore  que  l'étude  des  cultures  pures  a  démontré, 
que  ces  cellules  mycéliennes,  qui  ont  la  propriété  de  se  transformer, 
ne  se  rencontrent  que  dans  les  plaies  gummipàres  des  Amygdalées  et  ne 
se  forment  jamais  dans  les  cultures  sur  un  autre  terrain  que  le  bois  vivant. 

L'hypothèse  que  les  enzymes  cytoly  tiques,  provenant  des  cellules 
nécrobiotiques,  seraient  la  cause  de  la  maladie  de  la  gomme,  se  trouve 
corroborée  indirectement  par  le  fait  que,  chez  les  plantes  supérieures,  on 
constate  l'activité  d'un  corps  cytolytique,  lors  de  la  formation  des 
trachéides  et  des  vaisseaux  dans  le  méristème  cellulaire  ou  dans  le  pro- 
cambium.  Ici  la  transformation  repose  indubitablement  sur  une  cyto- 
lyse,  dans  laquelle  les  parois  longitudinales  lignifiées  des  éléments 
atteints  restent  seules  intactes,  tandis  que  les  matières  produites  par  la 
cytolyse  consistent,  au  moins  partiellement,  en  corps  de  nature  gom- 
meuse,  que  Ton  peut  retrouver  dans  les  vaisseaux. 

Suivant  notre  manière  de  voir,  l'excitation  traumatique  ne  ferait 
donc  qu'activer  un  processus  qui  se  produit  déjà  dans  la  vie  normale,  et 
notamment,  puisque  l'écoulement  gommeux  n'est  réellement  important 
que  dans  l'aubier  secondaire ,  précisément  là  où  la  cytolyse  physiolo- 
gique doit  être  certainement  la  plus  forte  dans  les  conditions  normales. 

La  gomme  que  l'on  trouve  dans  beaucoup  d'espèces  de  bois  se  laisse 
donc  ranger  sans  difficulté  dans  le  même  ordre  de  phénomènes.  En  effet. 
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si  notre  hypothèse  est  exacte^  il  faut  que  la  gomme  qui  se  produit  dans 
la  formation  normale  des  vaisseaux  soit  résorbée  dans  les  circonstances 
ordinaires;  mais  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'étonner  que  cette  résorption  n'est 
pas  toujours  complète,  et  que  bien  souvent  une  partie  de  la  gomme 
échappe  à  cette  résorption  et  se  retrouve  alors,  comme  produit  physio- 
logique, même  dans  les  vaisseaux  complètement  développés. 

Voici  comment  nous  pouvons  résumer  provisoirement,  d'après  ce 
qui  précède,  la  théorie  de  l'écoulement  gommeux  : 

1.  La  plante  normale  engendre  des  substances  cytolytiques,  qui  con- 
tribuent à  la  formation  des  vaisseaux  et  des  trachéides. 

2.  La  gomme  physiologique  qui  se  forme  par  leur  action  est  ordi- 
nairement résorbi'C,  mais  dans  certaines  circonstances  on  peut  encore  la 
retrouver  comme  telle  dans  le  creux  des  vaisseaux  mûrs. 

3.  L'écoiUement  gommeux  repose  sur  une  activité  excessive  de  pa- 
reilles substances  cytolitiques,  engendrées  par  les  cellules  nécrobiotiques, 
la  nécrobiose  signifiant  la  fonction  cellulaire  qui  subsiste  après  la 
mort  du  protoplasme,  les  substances  enzymateuses  ayant  conservé  leur 
activité. 

4.  Les  poisons,  comme  le  sublimé  corrosif  ou  le  poison  produit  par 
Corpieum,  augmenteraient  donc  indirectement  la  cytolyse  dans  le  cam- 
bium  et  dans  l'aubier  qui  en  résulte. 

Il  est  clair  que,  dans  cette  théorie,  deux  processus  peut-être  tout  à 
fait  différents,  savoir  la  cytolyse  et  la  lignification,  n'ont  pas  été  suffi- 
samment séparés.  Mais  la  possibilité  que  les  corps  qui  participent  à  la 
lignification,  comme  la  vanilline,  le  méthylfurf urol ,  la  pyrocatéchine 
etc.,  prennent  également  part  à  la  cytolyse,  rend  infructueuse  pour  le 
moment  toute  spéculation  relative  à  ce  sujet. 


4.  Influence  de  saprophytes  sur  Vexcitation  traumatique  et  C écoulement 
de  gomme  chez  de  jewnes  rameaux  verts.  Parasitisme, 

Nous  avons  vu  tantôt  que  dans  les  expériences  de  traumatisme, 
faites  sur  de  jeunes  rameaux  en  juillet,  ces  rameaux  n'étaient  capables 
de  produire  de  la  gomme  que  sur  une  faible  longueur;  les  parties  rela- 
tivement âgées  ne  produisent  pas  de  gomme  en  été,  mais  leurs  blessures 
guérissent  rapidement  et  radicalement  par  formation  d'un  cal. 

En  comparant  entre  eux  plusieurs  des  rameaux  ainsi  blessés,  on 
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constate  une  différence  notable  quant  à  la  longueur  de  la  zone,  où  se 
trouvent  les  blessures  présentant  récoulement  gommeux;  cette  zone 
peut  notamment  être  plus  courte  que  1  décimètre,  mais  elle  en  peut  aussi 
dépasser  deux. 

Voici  quelle  semble  être  Texplication  de  ce  phénomène  important: 
D'après  notre  manière  de  voir,  l'écoulement  gommeux  est  la  consé- 
quence directe  d'un  processus  nécrobiotique;  toutes  les  causes  qui  pro- 
duisent la  nécrobiose  donnent  donc  lieu  à  cet  écoulement.  Or,  si- de 
simples  blessures  suflBsent  déjà  à  la  produire  dans  des  conditions  déter- 
minées, d'autres  circonstances  aussi,  entraînant  la  mort  des  cellules, 
doivent  avoir  la  même  conséquence.  Pour  ce  qui  regarde  les  sapro- 
phytes, c.  à  d.  les  microbes  qui,  sans  engendrer  des  poisons  spécifiques, 
vivent  des  sucs  végétaux  ou  se  développent  dans  ces  liquides,  ces 
organismes  doivent,  quand  ils  se  multiplient  outre  mesure,  entraîner 
la  mort  des  cellules  voisines  de  leur  hôte  en  empêchant  l'accès  de 
Toxygène,  et  occasionner  ainsi  une  augmentation  de  l'excitation  trau- 
matique,  quand  ils  sont  introduits  dans  des  blessures.  Si  cette  idée  est 
exacte,  on  peut  s'attendre  à  ce  qu'une  jeune  ])ousse  portant  des  sapro- 
phytes offre  des  blessures  produisant  de  la  gomme  en  nombre  plus 
grand  que  d'autres  qui  n'en  portent  pas.  Pour  mettre  cette  supposition 
à  répreuve,  j'ai  pris  des  rameaux  tout  à  fait  semblables,  et  je  les  ai 
blessés  d'une  façon  identique;  chez  quelques-uns  d'entr'eux  j'ai  intro- 
duit Demalium  pullulaus  dans  la  blessure.  Ce  champignon  est  un  véri- 
table saprophyte  des  Amygdalées  et  il  se  trouve  très  souvent,  sans 
qu'on  s'en  aperçoive,  sur  des  feuilles  tendres,  mais  saines,  sur  des 
rameaux  et  surtout  sur  de  jeunes  fruits;  mais  il  n'est  pas  assez 
répandu  pour  infecter  toute  blessure  obtenue  par  une  simple  lésion. 
Ma  prévision  a  été  pleinement  confirmée:  le  jenne  rameau  vert,  artifi- 
ciellement infecté  par  le  champignon,  portait  des  blessures  présentant 
la  gommose  jusqu'à  une  distance  du  sommet  bien  plus  grande  que  le 
rameau  non  infecté.  Mais  les  portions  âgées  de  la  pousse  possèdent 
Kimmunité  à  Tégard  de  ces  saprophytes,  ce  qui  fait  que  des  plaies 
infectées,  faites  dans  des  branches  âgées  de  deux  ou  plusieurs  années, 
guérissent  normalement,  sans  donner  de  la  gomme;  donc  tout  autre- 
ment, comme  on  voit,  que  dans  les  cas  d'infection  par  Corynemn, 

J'ai  obtenu  un  résultat  analogue  au  moyen  d'un  saprophyte  que  j'ai 
isolé  et  déterminé  comme  Fhyllosticta  persicae.  Avec  des  bactéries 
isolées  de  la  gomme  je  n'ai  pas  réussi  à  produire  le  même  phénomène; 
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j'ai  reconnu  qu'ils  étaient  absolument  inactifs,  probablement  parce 
qu'ils  ne  pouvaient  pas  se  développer  suffisamment  dans  les  sucs  des 
cellules  tuées  par  la  lésion,  pour  produire  l'asphyxie  des  cellules  non 
atteintes,  en  empêchant  complètement  Taccès  de  Toxygène.  Mais  ou 
trouvera  certainement  d'autres  espèces  de  bactéries,  qui  se  comporteront 
comme  les  saprophytes  dont  je  viens  de  parler  *). 

Je  profiterai  de  cette  occasion  pour  faire  quelques  remarques  sur  la 
flore  saprophytique  normale  des  plantes  supérieures  en  général. 

MM.  BuRRi  et  DùGGELi  sont  d'avis  que  c'e^t  une  espèce  déterminée 
de  bactéries,  qu'ils  ont  appelée  Bacillus  herbicola^),  qui  est  non  seu- 
lement le  principal  représentant,  mais  pour  ainsi  dire  Tunique  repré- 
sentant de  cette  flore.  Bien  que  j'accorde  que  cette  bactérie  '*),  que  j'ai 
moi-même  découverte,  il  y  a  déjà  plusieurs  années,  et  que  j'ai  appelée 
B.  anglomerans  *),  est  universellement  répandue,  des  recherches  éten- 
dues m'ont  cependant  appris  qu'il  y  a  encore  d'autres  microbes  qui 
jouent  un  rôle  important  comme  sa))rophytes  normaux. 

Pour  ce  qui  regarde  en  premier  lieu  la  manière  dont  se  présente  le 
B.  anglomerans  (=  B.  herbicola)  et  sa  répartition,  je  recommande  le 
procédé  suivant  pour  découvrir  cette  espèce:  on  n'a  qu'à  laisser  germer 
une  graine  (le  trèfle,  le  froment,  le  chanvre,  le  lin,  Brassica^  Vicia, 
Phalaris  et  bien  d'autres  semences  encore  ont  été  employés)  sur  un 
morceau  de  papier  buvard  humide,  placé  dans  un  thermostat  de  25  à 
•  30°  C.  Dès  que  la  racine  de  l'embryon  apparaît,  plusieurs  cellules  de 
la  calyptra  sont  déjà  écorchées,  et,  dans  la  masse  mucilagineuse  ainsi 
formée,  notre  bactérie  ne  manque  presque  jamais  de  se  développer. 


*)  Cette  prévision  a  déjà  été  confirmée  par  des  recherches  récentes  de  MM. 
Aderhold  et  RuHLAND,    Centralbl,  f.  Bakteriologie.    Bd.  15,  pag.  376,  1905. 

■)  Die  Bakterienflora  gesunder  Samen  und  Keimpflanzen  (Centralbl,  f,  Bakt^ 
Abt.  II,  Bd.  XII,  1904,  p.  602). 

•)  L'histoire  de  cette  bactérie  prouve  d'une  façon  caractéristique  que  la  déter- 
mination des  espèces  bactériennes,  même  les  plus  vulgaires,  n'est  pas  de  la 
compétence  de  tout  le  monde.  La  présence  de  cette  bactérie  sur  les  racines  de 
toute  espèce  de  plantes  à  conduit  Frank  à  leur  attribuer  la  formation  des 
tubercules  des  Papilionacées,  ainsi  qu'il  résulte  clairement  de  sa  fig.  34,  PI.  I 
des  Landwv  tscJiaftL  Jahrb,  1890.  Son  Rhizobium  leguminosarum  n'est  donc 
pas  autre  chose  que  mon  B.  anglomerans  ou  que  le  B,  herbicola  de  MM.  BuRRi 
et  DiioGELi,  et  il  n'a  absolument  rien  à  voir  dans  les  tubercules  des 
Papilionacées. 

*)  Botanische  Zeilung ,  1888,  p.  749. 
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puisqu'elle  supporte  bien  rexsiccatiou  et  qu'elle  existe  toujours  dans  la 
poussière  qui  couvre  Tenveloppe  de  la  graine.  On  n'a  donc  rien  d'autre 
à  faire,  qu'à  saisir  au  moyen  d'une  pincette  les  graines  qui  ont  germé, 
et  à  tracer  au  moyen  de  l'extrémité  de  la  racine  des  traits  inoculatoires 
sur  la  surface  d'une  plaque  de  gélatine  appropriée,  p.  ex.  au  bouillon 
de  viande.  Au  bout  de  1  à  2  jours  on  obtient  ainsi  des  séries  entières 
de  colonies,  parfois  constituées  exclusivement  par  le  B,  anglomerans ^ 
d'autres  fois  mélangées  d'autres  bactéries  communes.  L'espèce  en  ques- 
tion se  reconnaît  aisément  aux  zooglées  très  caractéristiques  (qui  se 
rencontrent  pourtant  sous  la  même  forme  chez  d'autres  espèces  encore), 
et  le  plus  souvent  aussi  à  la  couleur  jaune  ou  brun  clair  des  colonies; 
mais  ces  dernières  ne  sont  pas  rarement  incolores,  ce  qui  rend  le  diagnos- 
tic un  peu  plus  difficile. 

Tandis  que  M.  Dîiggeli  prétend  que  B,  herbicola  se  rencontre  aussi 
en  grandes  quantités  sur  les  feuilles  de  toute  es])èce  de  plantes,  mes  pro- 
pres recherches  m'ont  donné  la  conviction,  que  cela  n'est  pas  rare,  il  est 
vrai,  mais  que  leur  existence  sur  les  feuilles  est  loin  d'être  aussi  géné- 
rale que  dans  le  mucus  de  la  calyptra  des  sommets  des  racines.  En  outre, 
la  véritable  flore  saprophytique,  du  moins  celle  des  feuilles  des  arbres, 
que  j'ai  étudiée  spécialement,  consista  principalement  en  de.  tout  autres 
microbes,  notamment  des  Dématies,  des  Blastomycètes,  parmi  lesquels 
on  doit  ranger  les  levures  rouges  et  incolores  du  sol,  et  certaines  moi- 
sissures très  communes ,  appartenant  aux  genres  Trichosporium ,  Cladw 
sporium  et  Epicoccum  '):  par  contre,  les  bactéries  ne  s'y  présentent  que 
rarement  en  quantités  considérables,  et  je  m'étonne  que  MM.  Buuiii  et 
Duggeli  n'aient  pas  remarqué  ce  fait  pourtant  très  évident.  Ce  sont 
surtout  les  Dématies  qui,  en  plusieurs  espèces,  constituent  la  majeure 
partie  de  cette  flore,  et  c'est  précisément  pour  cela  que  je  me  suis  servi, 
pour  mes  expériences  d'infection  de  blessures  cambiales,  d'une  espèce 
de  ces  microbes  fort  répandue  sur  les  Amygdalées.  Le  fait,  que  les  Déma- 
ties se  rencontrent  comme  véritables  saprophytes  dans  l'écorce  de  bran- 
ches mortes  de  diverses  Amygdalées,  ne  diminue  en  rien  leur  importance 
au  point  de  vue  de  la  „flore  normale"  des  plautes,  car  il  est  évident 
que  les  microbes  de  cette  flore  doivent  trouver,  sur  les  feuilles  tout  à 


*)  De  nombreuses  expériences,  faites  avec  des  végétaux  qui  étaient  absolu- 
ment dépourvus  de  pucerons,  ont  prouvé  qu*en  général  il  ne  s'agit  pas  ici 
d*un  développement  dans  le  miellat  formé  par  ces  insectes. 

13* 
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fait  saines,  Tune  oq  Tautre  uourriture  par  laquelle  ils  deviennent  des 
saprophytes  '),  et  qu'ils  pourront  se  nourrir  encore  mieux  dans  les  cel- 
lules mortes  de  leur  hAte. 

Pour  notre  but,  il  semble  inutile  de  pénétrer  plus  avant  dans  les 
nombreuses  questions  qui  se  présentent  ici,  et  qui  sont  encore  loin  d^^'^tre 
épuisées;  revenons  donc  à  la  maladie  de  la  gomme. 

Pour  ce  qui  regarde  maintenant  les  parasites  proprement  dits,  qui 
provoquent  Técoulement  gommeux,  nous  n'avons  pu  découvrir,en  dehors 
du  Coryneum  particulièrement  actif,  que  Monilia  frucfigena  sur  des 
rameaux  d*abricotier  et  aussi,  mais  avec  bien  moins  de  certitude,  une 
Ct/tospora  fort  répandue  sur  les  branches  de  cerisier.  11  est  vrai  qu'avec 
cette  dernière  es])èce  nous  n'avons  pu  produire  d'écoulement  gommeux 
ni  chez  le  pêcher,  ni  chez  le  cerisier,  mais  nous  avons  eu  plus  de  succès 
en  infectant  fortement  le  prunier  avec  ce  parasite  ^). 

Ce  qu'il  y  a  de  caractéristique  dans  l'action  du  parasitisme  en  géné- 
ral, c'est  la  grande  intensité  des  phénomènes  d'empoisonnement,  obser- 
vés dans  les  blessures  infectées  et  dans  leur  voisinage;  ces  phénomènes 
sont  si  intenses,  que  de  jeunes  rameaux,  dans  le  cambium  desquels  on 
a  introduit  Coryneum^  périssent  aisément  sur  toute  leur  longueur,  pen- 
dant que  les  tissus  deviennent  bruns,  et  alors  c'est  seulement  de  la  zone 
de  transition  entre  les  tissus  morts  et  vivants  que  découle  la  gomme. 
En  infectant  avec  précaution,  p.  ex.  de  petites  piqûres,  on  peut  facile- 
ment conserver  le  rameau  vivant  et  obtenir  un  écoulement  de  gomme 
par  toutes  les  blessures.  Partout  où  il  y  a  du  cambium.  on  peut  pro- 
voquer en  toute  saison,  au  moyen  de  Coryneutn^  un  écoulement  abon- 


*)  Il  faut  évidemment  que  cette  nourriture  soit  absorbée  à  Tétat  dissous.  11 
rst  probable  que  cette  absorption  n'a  lieu  que  par  un  temps  pluvieux,  et  non 
par  un  échange  osmotique  entre  les  cellules  du  microbe  et  de  la  plante.  £n 
faveur  de  cette  manière  de  voir  on  peut  citer  le  fait,  que  les  plantes  qui  ne 
sont  pas  humectées  par  la  pluie  (comme  Dobinia^  Crambe^  Hypericum  etc.') 
ne  portent  qu'un  nombre  relativement  restreint  de  germes,  tandis  que  les  feuilles 
(^ue  la  pluie  mouille,  telles  que  celles  de  Sambucus^  Ulmus^  Fraxinns^  du 
pencher,  du  prunier  etc.,  représentent  le  cas  ordinaire,  où  les  feuilles  sont 
pour  ainsi  dire  couvertes  de  germes.  Ce  fait  nous  fait  comprendre  la  significa- 
tion biologique  du  revêtement  cireux  {fleur  ou  pruine)  qui  recouvre  les  feuilles 
des  plantes  non  mouillables,  comme  moyen  d'éviter  le  dépôt  de  germes  de 
microbes  en  général  et  de  parasites  en  particulier. 

*)  De  nombreux  essais  pour  produire,  sous  Tinfluence  d'un  poison  ou  de 
parasites,  un  écoulement  de  gomme  chez  Elaea'jnus  ar^enf^a  ont  été  infructueux. 
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dant  de  gomme  chez  toutes  les  Amygdalées  examinées;  au  point  de  vue 
anatomique,  on  observe  alors  les  mêmes  phénomènes  que  Ton  obtient 
par  un  simple  blessure  ou  par  empoisonnement  par  le  sublimé,  mais  à 
un  degré  beaucoup  plus  fort,  et  c'est  encore  une  fois  la  formation, 
dans  la  région  cambiale,  de  canaux  gummifères  que  Ton  retrouve  plus 
tard  dans  le  bois  secondaire^  qui  est  ce  qu'il  y  a  de  plus  frappant. 

5.  Comparaison  de  V  écoulement  gommeux  avec  F  écoulement 
de  gomme-résine. 

L'écoulement  de  gomme  chez  les  Amygdalées,  comme  conséquence 
d'une  excitation  par  traumatisme,  n'est  pas  du  tout  un  phénomène 
isolé;  au  contraire,  jusque  dans  les  détails  anatomiques,  il  est  identique 
à  des  cas  bien  étudiés  d'écoulement  de  gomme-résine  chez  les  Dicoty- 
lées,  où  Ton  a  même  observé  avec  certitude  un  mycélium  parasitaire, 
que  l'on  n'a  toutefois  pas  exactement  interprêté.  Pour  l'écoulement  de 
gomme-résine  on  a  deux  cas  à  considérer.  Ou  bien  il  n'y  a  pas  de 
canaux  résinifères  dans  la  plante  saine,  et  ces  canaux  ne  prennent  nais- 
sance que  par  suite  d'une  excitation  traumatique  [Styrax  benzoin),  tout 
corame  chez  les  Amygdalées,  ou  bien  la  plante  normale  contient  déjà 
de  pareils  canaux  (Canarium,  Shorrea,  Toluifera),  Mais  M.  Svendsen  ') 
a  clairement  démontré  pour  ce  dernier  cas  que  les  canaux  normaux  n'ont 
rien  à  voir  dans  la  formation  de  la  gomme-résine  pathologique,  qui 
découle  de  nouveaux  canaux,  formés,  par  suite  de  la  lésion,  dans  la 
région  cambiale,  d'accord  avec  ce  qui  s'observe  chez  Styrax  benzoin 
aussi  bien  que  chez  les  Amygdalées. 

Ce  mode  de  formation  des  canaux  gommeux  n'est  d'ailleurs  pas  seule- 
ment la  règle  pour  la  gomme  et  la  gomme-résine,  mais  encore  pour  la 
résine  traumatique  elle-même,  comme  l'a  démontré  M.  Tsirch  ^). 

11  résulte  des  descriptions  anatomiques  de  ces  auteurs,  que  le  produit 
pathologique  dérive  partout  de  la  liquéfaction  du  jeune  bois  secondaire 
embryonnaire,  de  sorte  que  la  gommose  aussi  bien  que  l'écoulement  de 
gomme-résine  et  de  résine  proprement  dite  doivent  être  considérés  inva- 


')  Svendsen,  Harzfluss  bel  den  Dikotylen  {Archiv  for  Matheniatik  og  Natur- 
videnshab  a^HELLAND,  Sars,  Torup,  26, 1, 1905).  Dans  ce  travail  sont  décrites 
les  préparations  faites  par  M.  le  Prof.  Treub  à  Buitenzorg.  On  y  tronve  au8si 
la  bibliographie. 

*)  Ueber  den  Harzfluss.  Flora  Bd.  93,  p.  180,  1904. 
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riablemeut  comme  des  troubles  pathologiques  dans  le  processus  de  la 
lignification. 

La  comparaison  est  rendue  encore  remarquable  par  le  fait  que,  dans 
tous  les  cas,  le  parasitisme  semble  jouer  le  même  rôle,  c.  à  d.  qu'en 
prolongeant  une  excitation  traumatique  il  active  Técoulement  de  résine 
et  de  gomme-résine  de  la  même  manière  que  la  gommose. 

L'exactitude  de  cette  assertion  a  déjà  été  établie  expérimentalement 
pour  la  gomme  damar,  de  Tîle  d'Obi  près  de  Célèbes,  ce  qui  résulte 
d'un  rapport  sur  cette  substance,  soumis  au  Gouvernement  Hollandais 
par  le  forestier  en  chef  M.  S.  P.  Ham,  et  dont  l'auteur  a  eu  Tobligeance 
de  me  procurer  une  copie.  M.  Ham  a  constaté  que  cette  gomme-résine, 
produite  par  une  Diptérocarpée  (suivant  Boerlage  une  espèce  de  Eopea 
non  encore  décrite),  coule  beaucoup  plus  abondamment  et  régulièrement 
quand  on  infecte  au  préalable  les  blessures  par  des  morceaux  de  la 
même  gomme. 

Les  échantillons  employés  pour  Tinfection  contenaient,  sans  aucun 
doute,  le  mycélium  ou  des  spores  d'un  parasite,  et  il  est  évident  qu'il 
s'ouvre  ici  pour  la  botanique  pratique  un  vaste  champ  d'étude  des 
moyens  pour  obtenir,  d'une  façon  plus  rationnelle  et  en  plus  grande 
quantité,  les  substances  précieuses  considérées  ici.  Dans  ces  recherches 
il  s'agira  en  premier  lieu  d'obtenir  en  cultures  pures  les  parasites  actifs, 
et  ensuite  on  devra  examiner  quelle  est  la  meilleure  méthode  pour 
infecter,  au  moyen  de  ces  organismes,  des  blessures  artificielles.  Avec 
Coryneuyn  on  obtient  fort  simplement  une  infection  générale  de  plu- 
sieurs blessures,  en  arrosant  les  branches  lésées,  ou  même  les  arbres  en- 
tiers, d'une  eau  contenant  les  spores.  L'eau  et  les  spores  pénètrent  aisé- 
ment par  capillarité  dans  les  piqûres  et  les  incisions,  que  dans  ce  pro- 
cédé on  ne  peut  rendre  ni  trop  fortes,  ni  trop  nombreuses,  parce  que 
le  résultat  est  certain  et  qu'autrement  le  parasitisme  pourrait  prendre 
un  développement  tel,  qu'il  entraînerait  la  mort  de  parties  végétales, 
dans  lesquelles  un  parasitisme  plus  modéré  aurait  donné  lieu,  pendant, 
longtemps,  à  une  excrétion  abondante. 

Delft,  Laboratoire  de  Microbiologie 
de  l'Université  Technique. 
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L'expérience  suivante,  faite  à  Delft  en  diverses  saisons ,  en  coUabo- 
ratioa  avec  M.  le  Dr.  N.  Goslixgs,  et  répétée  par  M.  Goslings  à  * 
Wageningue  et  par  M.  le  Prof.  Moll  an  jardin  botanique  de  Groningue, 
donne  lieu  à  une  fermentation  active,  produite  par  une  sarcine,  à  coté 
de  laquelle  on  ne  reconnaît  au  microscope  aucune  autre  bactérie;  cette 
fermentation  peut  fournir,  quand  elle  est  bien  conduite,  une  culture 
presque  parfaitement  pure  de  la  sarcine.  La  simplicité  de  Texpérience  a 
été  obtenue  à  la  suite  de  nombreux  tâtonnements  préliminaires,  qui  nous 
avaient  appris  petit  à  petit  les  conditions  vitales  du  microbe  examiné. 

On  prend  du  bouillon  avec  3  à  10  %  de  glucose,  ou  de  l'extrait  de  malt, 
acidifiés  au  moyen  d'acide  phosphorique  au  titre  de  6  à  8  ou  1 0  cm^.  d'acide 
normal  sur  100  cm.^  de  liquide  de  culture;  ou  introduit  le  liquide  dans 
un  flacon  que  Ton  remplit  ou  dans  un  ballon  ouvert.  L'infection  est  obte- 
nue par  une  grande  quantité  *)  de  terreau,  dont  on  a  éliminé  au  préalable 
les  portions  les  plus  lourdes  et  les  plus  grossières,  mais  où  il  est  resté  né- 
anmoins assez  de  matières  fixes,  pour  se  déposer  dans  le  liquide  de  culture 
en  une  couche  de  5  à  7  mm.  d'épaisseur  et  même  davantage.  La  culture 
s'opère  dans  un  thermostat  de  87°  C.  Au  bout  de  12  heures  déjà  le 
liquide  fermente  énergiquement;  la  fermentation,  qui  dure  de  £4  à  36 
heures,  est  accompagnée  de  la  formation  d'une  grosse  écume  à  la  sur- 
face, formée  par  des  bulles  de  gaz  s' élevant  du  fond.  Taudis  que  le  liquide 
lui-même  reste  privé  de  microbes,  Timage  microscoj|ique  du  dépôt 
laisse  voir  une  culture  pure,  magnifique  et  exubérante,  djpauâ  sarcine, 
dont  les  cellules  élémentaires  mesurent  la  plupart  environ  3,5  /x;  de 


')  Quand  on  emploie  peu  de  terreau  Téprenve  est  incertaine. 
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sorte  que  Tespèce  appartient  aux  formes  les  plus  grosses  que  Ton  con- 
naît, et  que  les  paquets  de  sarcines  multicellulaires  sont  même  visibles  à 
Toeil  nu.  Ces  paquets  sont  incolores  pour  la  plupart  et  transparents, 
et  présentent  des  faces  irrégulières.  Cà  et  là,  bien  que  d'une  façon 
beaucoup  moins  générale,  on  voit  une  forme  brunâtre,  transparente, 
formant  des  paquets  plus  régulièrement  cubiques,  dont  les  cellules  me- 
surent 2  à  '2,5  ^. 

y  écume  qui  surnage  sur  le  liquide  en  fermentation  consiste  en  un 
mucus  qui  emprisonne  les  gaz  pendant  quelque  temps.  Ce  mucus  est 
produit  par  la  face  externe  des  cellules  des  sarcines,  et  peut  donc  être 
appelé  „ mucus  végétal."  En  outre  les  parois  sont  formées  de  cellulose, 
qui  se  colore  en  bleu-violet  par  le  chlorure  de  zinc  iodé.  Cette  réaction 
a  été  découverte  en  1865  chez  la  sarcine  de  Testomac  par  Suringar  '), 
qui  se  basa  sur  cette  propriété  pour  défendre  la  nature  végétale  de  cet 
organisme,  sans  doute  identique  à  la  forme  en  petites  cellules  de  notre 
sarcine  de  fermentation.  La  forme  à  grandes  cellules  ressemble  plutôt 
aux  figures  que  M.  Lindner  ^)  donne  de  sa  Sarcina  ^naximay  trouvée 
dans  ce  qu'il  appelle  „Butter8auremaischen",  c  à.  d.  du  moût  présen- 
tant une  fermentation  butyrique  spontanée.  Je  ne  suis  pourtant  pas  con- 
vaincu que  les  deux  formes  appartiennent  réellement  à  deux  sarcines 
différentes,  car  c'est  un  fait  bien  connu  que,  chez  des  microbes  de  ce 
genre,  on  peut  rencontrer  chez  une  même  espèce  de  grandes  différences 
morphologiques. 

Le  gaz  résultant  de  fermentations  pures  ou  brutes  est  toujours  un 
mélange  d'environ  75%  d'anhydride  carbonique  avec  £5  %  d'hydro- 
gène, où  Ton  ne  trouve  pas  de  méthane.  Dans  les  cultures  brutes  dans 
le  moût  se  forme  ordinairement  une  quantité  assez  grande  d'acide  lacti- 
que, dont  le  titre,  p.  ex.  dans  un  liquide  nourricier  d'un  titre  initial 
de  6  cm^  pour  100,  peut  s'élever  jusqu'à  20  cm\  Cette  formation 
abondante  d'acide  lactique  doit  être  attribuée  à  la  présence  d'un  Lacio- 
hacilluSy  identique  ou  presque  identique  au  ferment  lactique  de  l'indus- 
trie. La  culture  pure  de  notre  sarcine  au  contraire  ne  produit  que  des 
traces  d'acide,  le  titre  s'élevant  à  2  ou  3  cm^.  dans  le  moût  neutralisé. 


^)  W.  F.  R.  SuRiNGAR,  Dd  Sarcine  {Sarcina  ventriculi  Goodsir),  p.  7, 
Leeuwarden  1865.  On  y  trouve  de  très  bonnes  figures. 

-)  Mikroskopische  BetriebscontroUe  in  den  Gàrungsgewerben  3e  Aufl.  p. 
432,  1901. 


UNE  SARCINE  DE  FERMENTATION  ANABROBIE  OBLIGATOIRE.        201 

Quand  on  se  sert  d'une  quantité  de  terreau  suffisamment  grande, 
c.  à  d.  quand  on  part  d'un  nombre  relativement  grand  de  germes,  (jui 
ont  par  là,  dans  la  concurrence,  Tavantage  sur  tous  les  autres  microbes, 
et  que  le  terreau  empêche  le  libre  accès  de  Pair,  on  trouve  que  Texpé- 
rience  réussit  entre  des  limites  très  larges.  Dans  ce  cas  on  obtient  la 
sarcine  tout  aussi  bien  dans  un  ballon  ouvert  que  dans  un  Jlacon  fermée 
ce  qui  prouve  que  notre  sarcine  peut  supporter  certainement  une  petite 
quantité  d'oxygène,  conformément  à  la  théorie  générale,  d'après  laquelle 
des  traces  d'oxygène  libre  sont  même  indispensables  pour  les  anaérobies 
obligatoires.  Pourtant  il  va  sans  dire  que  la  culture  sous  la  pression 
ordinaire  de  Tatmosplière  est  impossible.  La  teneur  en  acide  peut  varier 
entre  3  et  11  cm^  d'acide  phospliorique  normal  pour  100  cm',  de 
liquide  de  culture.  L'acide  phosphorique  peut  être  remplacé  par  de 
Tacide  lactique,  et  même  par  de  Tacide  chlorhydrique,  pourvu  que  le 
titre  de  ce  dernier  ne  dépasse  pas  6  à  7  cra^  pour  100  cm'.,  mais  non 
par  de  l'acide  nitrique. 

Au  lieu  de  glucose  on  peut  se  servir  de  sucre  de  canne,  mais  l'ex- 
périence ne  réussit  pas  avec  du  sucre  de  lait  ou  de  la  mannite.  La  seule 
source  d'azote  dont  on  puisse  se  servir  est  la  peptoue, telle  qu'on  la  trouve 
dans  uu  extrait  de  malt  ou  dans  du  bouillon;  des  sources  d'azote  plus 
simples,  comme  l'asparagine,  l'urée,  l'ammoniaque  et  le  salpêtre  ne 
conviennent  pas  comme  nourriture  azotée  pour  la  sarcine  de  fermen- 
tîition.  Les  limites  de  la  température  sont  larges;  elle  peut  varier  entre 
28°  C.  et  4P  C. 

Bien  qu'il  soit  donc  permis  de  modifier  Texpérience  sous  plusieurs  rap- 
ports, le  procédé  décrit  au  commencement  est  le  plus  recomipandable, 
parce  qu'il  se  ra])proche  le  plus  de  Toptimum  des  conditions  vitales;  mais 
l'usage  d'un  ballon  ouvert  au  lieu  d'un  flacon  fermé  a  souvent  été 
reconnu  avantageux  peur  les  cultures  brutes  de  la  sarcine  du  terreau. 

Une  propriété  particulièrement  apparente,  et  très  importante  sous 
plusieurs  rapports,  est  la  facilité  avec  laquelle  la  fonction  fermentatrice, 
qui  se  manifeste  par  la  faculté  de  mettre  un  gaz  en  liberté,  disparaît 
sous  l'influence  d'un  produit  d'excrétion,  ])robablement  Tacide  engendré 
par  les  Lactobacillus ,  ce  qui  fait  que  des  transports  de  matériaux  âgés  et 
infectés  sont  infructueux.  Pour  assurer  le  succès  des  expériences  avec 
notre  sarcine,  il  est  donc  indispensable  d'inoculer  les  liquides  de  cultures 
nouvelles  avec  des  matériaux  où  la  fermentation  est  encore  en  train. 

Les  fermentations  les  plus  énergiques  s'obtiennent  quand  on  laisse  le 

H» 
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processus  s'opérer  dans  un  flacon  fermé  avec  tube  abducteur  du  gaz , 
en  faisant  usage  du  dépôt  obtenu  dans  un  ballon  ouvert,  tandis  que  le 
renouvellement  répété  du  liquide  de  culture  au-dessus  du  dépôt  formé  dans 
un  flacon  bouché  conduit  à  un  affaiblissement,  ou  même  à  l'arrêt  complet 
de  la  fermentation;  ce  qui  ne  se  laisse  expliquer  qu'en  acceptant  qu'une 
aération  bien  modérée  augmente  Facti  vite  vitale  de  cet  organisme  anaérobie. 

Quand  on  veut  poursuivre  la  culture  par  transport  de  petif^s  quan- 
tités des  matériaux  d'une  fermentation  brute,  on  doit  prendre  deux 
précautions.  En  premier  lieu,  le  transport  doit  se  faire  dans  un  liquide 
privé  d'air  par  ébuUition,  avec  lequel  on  a  rempli  complètement,  avant 
le  refroidissement,  un  petit  flacon,  afin  que  pendant  ce  refroidissement 
l'air  ne  puisse  se  dissoudre.  En  second  lieu,  on  doit  élever  le  taux  de 
l'acide  à  8  ou  10cm^,  un  taux  inférieur  à  7  étant  maintenant  insuffisant; 
quand  le  degré  d'acidité  est  trop  faible,  les  ferments  lactiques  peuvent 
l'emporter  sur  la  sarcine  et  la  refouler. 

La  nécessité  d'écarter  complètement  l'air  prouve  que  la  sarcine  de 
fermentation  est  analogue,  sans  aucun  doute,  aux  organismes  anaéro- 
bies  ordinaires.  On  ne  s'y  serait  pas  attendu,  peut-être,  à  cause  du 
succès  de  Texpérience  d'accumulation  brute  dans  un  ballon  ouvert.  Mais 
on  constate  le  même  fait  chez  le  ferment  butyrique,  pourtant  univer- 
sellement reconnu  comme  anaérobie  obligatoire,  de  sorte  qu'à  propos 
de  la  respiration  de  la  sarcine  on  doit  parler,  comme  chez  le  dernier 
ferment,  de  microaérophilie. 

Dans  des  éprouvettes  profondes  contenant  de  Tagar  avec  de  l'extrait 
de  malt,  on  obtient  à  37°  C.  aisément  des  cultures  pures,  où  Ton  recon- 
naît la  sarcine  à  la  grosseur  frappante  et  au  développement  particulière- 
ment rapide  de  ses  colonies.  Quoique  la  sarcine  ne  se  développe  pas  du 
tout  sur  des  plaques  d'agar  exposées  à  l'air  libre,  il  est  évident  que  ses 
paquets  sont  visibles  sur  ces  plaques,  même  à  un  faible  grossissement, 
et  qu'on  peut  les  en  enlever  à  l'état  pur.  Quand  on  se  sert  de  trop  peu 
d'acide  pour  l'accumulation  brute,  il  se  développe  sur  les  plaques  d'agar 
à  moût  à  l'air  libre  des  colonies  de  ferments  lactiques,  appartenant  au 
genre  physiologique  Lactobacilltis y  et  qui  se  développent  tout  aussi  bien 
en  présence  de  l'air  qu'à  l'abri  de  ce  dernier,  mais  dont  les  conditions 
vitales  sont  pour  le  reste  à  peu  près  identiques  à  celles  de  la  sarcine. 
Dans  ce  cas  l'expérience  nous  apprend  donc  en  même  temps,  qu'il 
existe  dans  tout  terreau  de  véritables  ferments  lactiques,  un  fait  dont 
la  preuve  était  encore  à  fournir. 
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Quand  on  emploie  beaucoup  d'acide,  p.  ex.  10  cra^.  ou  plus  d'acide 
normal  pour  100  cm^.  du  liquide  de  culture,  les  fonctions  vitales  de  la 
sarcine,  telles  que  la  rapidité  de  sa  croissance  et  son  pouvoir  d'absor- 
ber de  l'oxygène,  sont  diminuées,  et  il  se  développe  alors  certaines  levu- 
res alcooliques,  propres  au  terreau;  mais  leur  développement  peut  être 
arrêté,  et  on  peut  les  écarter,  en  même  temps  que  les  autres  impuretés, 
comme  les  moisissures,  les  Miicoret  les  Oïdium,  en  empêchant  Taccès  de 
l'air,  c.  à.  d.  en  opérant  les  cultures  en  flacon  bouché.  Mais  dans  ces 
conditions  il  est  nécessaire  de  rendre  la  nutrition  aussi  avantageuse 
que  possible  pour  la  sarcine,  et  de  ne  pas  laisser  la  température  s'abais- 
ser au-dessous  de  37°  C. 

L'absence  du  Grafiuloùacfer  sacc^arobult^ricum,  cause  de  la  fermenta- 
tion butyrique,  qui  se  produit  pourtant  si  facilement,  à  l'abri  de  l'air, 
dans  du  bouillon  au  glucose  et  dans  de  l'extrait  de  malt,  doit  être  attri- 
buée au  degré  d'acidité  d'environ  8  cm^.  et  davantage,  qui  entrave  son 
développement. 

Bien  que  la  présence  de  l'acide  soit  donc  moins  désavantageuse  pour 
la  croissance  de  la  sarcine  que  pour  celle  des  bacilles  lactiques  et  du 
ferment  butyrique,  on  peut  néanmoins  prouver  aisément  que  7  cm', 
d'acide  pour  100  sont  moins  avantageux  que  3  à  5  cm',  pour  le  déve- 
lopi)ement  de  la  sarcine  même;  la  forte  teneur  en  acide  ne  sert  donc 
qu'à  rendre  possible  la  concurrence  avec  les  ferments  dont  il  vient 
d'être  question.  Si  l'on  dispose  de  véritables  cultures  pures,  obtenues 
en  transportant  assez  tôt  les  microbes  dans  de  l'extrait  de  malt  avec 
plus  de  8  cm',  d'acide  phosphorique,  on  peut  constater  qu'après  un 
nouveau  transport  dans  un  liquide  nourricier  absolument  exempt 
d'acide  la  croissance  et  la  fermentation  sont  encore  énergiques,  bien 
que  l'intensité  en  soit  moindre  que  pour  le  titre  optimal  ^ acide  de  2,  à  S 
cm^,,  c.  à  d.  pour  l'acidité  produite  par  la  sarcine  elle-même.  Ou  voit  par 
toutes  ces  considérations  combien  sont  larges  les  limites  des  conditions 
vitales  de  la  sarcine,  dès  que  la  concurrence  avec  tous  les  autres  micro- 
bes est  exclue. 

Notre  sarcine  peut  être  desséchée  sans  perdre  sa  vitalité,  ce  qui 
explique  sa  présence  dans  tout  terreau,  où  le  veut  peut  apporter  des 
germes  développés  ailleurs. 

La  découverte  de  cette  fermentation  certainement  inattendue  est 
résultée  de  l'examen  de  la  question  générale  des  organismes  du  sol, 
capables  de  se  développer  dans  un  liquide  nourricier  contenant  du  sucre. 
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en  présence  d'acide  et  moyennant  une  aération  imparfaite.  A  une  tem- 
pérature de  80°  environ  et  plus  basse  encore,  la  levure  alcoolique, 
Mucor  racemosus  et  Oidium  terricola  sont  les  plus  forts,  mais  on  observe 
déjà  quelques  sarciues.  Vers  40*^  C.  la  plupart  des  levures  alcoolique 
du  terreau,  ainsi  que  Mucor  et  Oidium,  ne  peuvent  plus  concourir 
avec  la  sarcine,  ni  avec  les  lacto bacilles,  qui  remportent  donc  la  vic- 
toire. Ce  fait  établi,  pour  arriver  à  la  culture  exclusive  de  la  sarcine, 
il  ne  restait  plus  qu'à  constater  Tanaérobiose  obligatoire  de  cet  orga- 
nisme, ainsi  que  sa  faculté  de  résistance  plus  grande  que  celle  des  bacilles 
lactiques  et  des  ferments  butyriques  vis  à  vis  des  acides  inorganiques. 

J'ai  déjà  fait  remarquer  le  parfait  accord  qui  existe  entre  la  forme 
en  petites  cellules  de  la  sarcine  de  fermentation  et  la  description  que 
SuRiNGAii  a  donnée  de  la  sarcine  de  Testomac,  et  je  présume  que, 
partout  où  il  s'agit  de  la  sarcine  de  Testomac  non  cultivable,  dont  parle 
p.  ex.  DE  Baiiy  '),  on  doit  réellement  songer  à  la  sarcine  de  la  fermen- 
tation. C'est  ce  que  semblent  prouver  nombre  de  remarques  faites  dans 
la  bibliographie  ancienne,  citée  par  Suuingar.  Mais  notre  expérience 
d'accumulation,  qui  prouve  que  les  conditions  vitales  de  la  sarcine  de 
fermentation  sont  précisément  de  telle  nature,  que  la  vie  de  cet  orga- 
nisme ne  serait  pas  impossible  dans  notre  estomac,  constitue  une  preuve 
bien  plus  convaincante. 

Il  sera  aisé  de  tranclier  cette  question  eu  répétant  mon  expérience, non 
avec  du  terreau  comme  matière  d'infection,  mais  en  prenant  le  contenu 
stomacal  dans  un  ])areil  cas  de  sarcine  gastrique.  11  est  possible  que  le 
„non  cultivable"  de  dk  Baiiy  ait  la  même  signification  que  „anaérobie", 
car  on  sait  combien  il  est  difficile  de  cultiver  des  organismes  auaérobies, 
aussi  longtemps  que  l'on  ne  connaît  pas  exactement  leurs  conditions  vitales. 

11  importe  de  faire  observer  que  des  expériences  d'accumulation  et 
d'inoculation  avec  le  contenu  stomacal  ne  pourront  donner  un  résultat 
décisif,  que  quand  on  disposera  de  matières  encore  en  voie  de  fermen- 
tation; des  matières  conservées,  ne  développant  plus  de  gaz,  ne  seront 
d'aucun  usage  2). 


*)  Vorlesungen  iiber  Bactérien,  lo  Aufl.  p.  96,  1887. 

*)  Depuis  que  ces  lignes  ont  été  écrites,  j'ai  eu  roccasion  de  faire  quelques 
expériences  avec  du  contenu  stomacal  contenant  la  Sarcina  ventriculi,  mis  à 
ma  disposition  par  M.  le  Prof,  van  Leersum  de  Leyden.  Quoique  les  sarcines 
semblassent  être  encore  vivantes,  toutes  les  tentatives  de  culture  eut  échoué. 
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Je  ne  doute  pas  d'ailleurs  de  l'exactitude  des  observations  de  MM. 
Falkenheim  [ArcJdv  f,  expérimenta  Pathologie  und  Pharmacologie^  10, 
339,  1885)  et  Migula  (System  der  Bactérien,  II,  259,  1900),  qui  ont 
vu  la  sarcine  de  Testomac  donner  des  colonies  de  microcoques  aérobies. 
Il  est  vrai  que  je  ne  suis  pas  parvenu  à  confirmer  cette  observation  à 
propos  de  la  sarcine  de  fermentation,  mais  chez  d'autres  espèces  de 
sarcines  j'ai  constaté  avce  certitude  la  transformation  en  microcoques. 
D'autre  part,  avec  des  microbes  anaérobies,  n'appartenant  pourtant  pas 
au  genre  sarcine,  j'ai  pu  obtenir  par  sélection  des  colonies,  facultative- 
ment anaérobies,  qui,  pour  la  reste,  étaient  identiques  sous  tous  les  rap- 
ports aux  organismes  anaérobies  obligatoires  qui  avaient  servi  de  se- 
mence. Une  pareille  transformation  chez  certains  individus  de  la  sarcine 
de  fermentation  ne  semble  donc  pas  impossible. 

Les  anciens  observateurs  cités  par  Suringar  (I.  c),  comme  Schloss- 
BERQEB  (1847),  Simon  (1849)  et  Cramer  (1858)  avaient  déjà  essayé, 
mais  en  vain,  de  cultiver  la  sarcine  gastrique  par  une  espèce  d'épreuve 
accumulatoire,  dans  laquelle  ils  ont  fait  usage,  comme  liquide  de  cul- 
ture, de  „suc  gastrique  artificiel"  additionné  de  diverses  substances.  Ce  qui 
camctérise  bien  les  idées  biologiques  de  cette  époque,  c'est  le  fait  qu'ils 
se  servaient  pour  leurs  infections,  non  du  contenu  stomacal  même, 
mais  de  levure  de  bière,  croyant  que  la  sarcine  provenait  de  cellules 
de  levure,  qui  présentent  quelque  ressemblance  avec  elle  et  que  l'on 
trouve  toujours  dans  Testomac  à  côté  de  la  sarcine. 

Delft,  Laboratoire  de  Microbiologie 
de  l'Université  Technique. 


NOTES   SUR   LA   RÉFLEXION  MÉTALLIQUE, 


B.  SISSINGH. 


I. 

Sur  la  théorie  de  la  réflexion  de  la.  lumière  par  des  corps 
imparfaitement  transparents. 

1.  Les  lois  de  la  réflexion  métallique  ont  été  déduites  pour  la  pre- 
mière fois  par  Cauchy  *),  plus  tard  par  MM.  Ketteler  ^)  et  Voigt  ^, 
et  enfin  M.  Lokentz  les  a  tirées  de  la  théorie  électromagnétique  de  la 
lumière.  En  suivant  des  voies  tout  à  fait  différentes,  ces  divers  auteurs 
sont  arrivés  absolument  aux  mêmes  résultats.  Le  rapport  qui  existe 
entre  les  théories  mécaniques  a  été  rendu  clair  par  M.  Drudb  *).  En 
1892  M.  Lorentz  ®)  a  déduit  de  deux  principes  fondamentaux,  bien 
simples,  les  lois  de  la  réfraction  par  des  prismes  métalliques,  déjà  don- 


')  Cauchy,  ConipL  Rend,  2,  427,  1836;  8,  553,  658,  1839;  9,  726,  1839; 
26,  86,  1848;  Joum.  de  Liouv.^  (1),  7,  338,  1839.  Calciiy  ne  donne  que 
des  considérations  générales  sur  la  voie  qu'il  a  suivie.  La  déduction  des  résul- 
tats a  été  donnée  e.  a.  par  Béer,  Pogg,  Ann.^  92,  402,  1854;  Ettingshal- 
SEN,  Sitzttngs-Ber,  Akad.  Wien,  4,  369,  1855;  Eisenlohr,  Pogg.  /4nn.,  104, 
368,  1858;  Lundquist,  Pogg,  Ann.,  152,  398,  1874. 

*)  Pogg,  Ann.,  160,  466,  1877;  Wied,  A  tin,,  1,  225,  1877;  3,  95,  1878; 
22,  204,  1884.  Pour  diverses  raisons,  entre  autres  à  la  suite  de  remarques 
faites  par  M.  Voigt,  M.  Ketteler  a  modifié  ses  développements  et  leur  a 
donné  une  forme  définitive  dans  sa  „Theoretische  Optik,"  1885. 

*)  Wied.  Ann.,  23,  104,  554,  1884;  31,  233,  1887;  43,  410,  1891. 

*)  Over  de  théorie  der  terugkaatsing  en  breking  van  het  licht,  1875; 
Schi.omilch's  Zeitschr.  f.  Math,  u.  Physik,  23,  196,  1878. 

•)  Gôttinger  Nachrichten,  1892,  366,  393. 

•)  Wied,  Ann,,  46,  244,  1892. 
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nées  par  MM.  Voigt  ')  et  Deude^).  Il  n'a  introduit,  à  cet  effet,  aucune 
hypothèse  particulière  au  sujet  de  la  nature  des  vibrations  lumineuses. 
Cette  étude  de  M.  Loreni^  nous  permet  de  développer  d'une  manière 
bien  simple  la  théorie  de  la  réflexion  métallique. 

2.  Le  mouvement  lumineux  le  plus  simple  qui  puisse  se  produire 
dans  un  métal  est  représenté  par 

A  e^^^ sin  {cl  —  qa?  —  s).  (1  ) 

Dans  cette  expression,  x  est  la  distance  à  la  surface  limite  du  métal. 
Ce  mouvement  se  produit  quand  la  lumière  tombe  normalement  sur  le 
métal.  Il  se  présente  alors  cette  particularité,  que  les  surfaces  de  même 
phase,  déterminées  par  le  facteur  gouiométrique  de  (1),  se  confondent 
avec  les  surfaces  de  même  amplitude,  déterminées  par  le  facteur  expo- 
nentiel. En  supposant  le  métal  isotrope  et  admettant  que  l'écart  de  la 
position  d'équilibre,  dans  le  mouvement  lumineux,  est  une  grandeur 
vectorielle,  déterminée  par  des  équations  différentielles  linéaires  et  ho- 
mogènes, M.  LoRENTZ  a  déduit  les  autres  mouvements  lumineux  pos- 
sibles dans  le  métal.  Supposons  que  la  surface  limite  du  métal  soit  le 
plan  YZ  et  que  les  surfaces  d'onde  planes  soient  perpendiculaires  au 
plan  XZ,  Il  peut  exister  alors  un  mouvement  lumineux  représenté  par 

A  e-P  '»  sin  [ct—Ql^—s),  (2) 

quand  il  est  satisfait  aux  relations 

P^  —  Q^=p'—q\  (3) 

PQ  cos  (d5,  —  x^)  =p  q.  (4) 

Les  surfaces  d'égale  amplitude  et  d'égale  phase  sont  données  par 
/,  =  Cte  et  I2  =  Cte.  /,  est  la  distance  au  plan  où  Tamplitude  est  A , 
tandis  que  /^  est  la  distance  au  plan  où  la  phase  a  la  valeur  *.  x^  et  x^ 
sont  les  angles  que  les  normales  aux  plans  d'égale  amplitude  et  d'égale 
phase  font  avec  l'axe  des  x, 

3.  De  (3)  et  (4)  on  peut  déduire  immédiatement  les  équations  fon- 


*)  Wied.  Ann.,  24,  144,  1885. 
*)  Wied.  Ann.,  42,  666,  1891. 
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damentales  de  la  propagation  de  la  lumière  dans  les  métaux.  Dans  le 
cas  où  le  mouvement  résulte  de  la  pénétration  de  lumière  du  milieu 
environnant  dans  le  métal,  les  surfaces  d'égale  amplitude  sont  paral- 
lèles au  plan  limite.  Le  facteur  exponentiel  de  (2)  prend  alors  la  forme 
e"^^  et  Xy  =  0.  Dans  ce  cas  on  peut  nommer  ^j  l'angle  de  réfraction, 
tout  comme  dans  les  milieux  transparents.  Si  nous  représentons  cet 
angle  par  x ,  Téquation  (4)  devient 

PQcos  x=^pq,  (5) 

Posons  maintenant  7^  =  2  t  >t  :  A,  A  étant  la  longueur  d'onde  dans 
l'air  et  k  le  coefficient  d'absorption.  Dans  (2)  Q  =  2t  :A,,si  A,  représente 
la  longueur  d'onde  dans  le  métal.  Soit  A  :  A,  =  ;/;  on  peut  alors  dire 
que  n  est  T indice  de  réfraction  du  métal,  conformément  à  ce  que  Ton 
a  dans  les  milieux  transparents.  Ainsi  Q  =  2  tt  ^^  :  A.  Soient  k^  et  w^ 
les  valeurs  que  prennent  l  ei  n  quand  la  lumière  se  propage  dans  le 
métal  perpendiculairement  au  plan  limite.  Alors  on  a  dans  (1) 
p  =  'Ztt  k^  :  A,  ^  =  2  TT  «Q  A. 

Introduisant  ces  valeurs  dans  (3)  et  (5)  on  obtient: 

kncos  X  =  ^0  ^0-  (^) 

Afin  qu'au  plan  limite  il  y  ait  continuité  des  mouvements  lumineux 
dans  le  métal  et  dans  l'air,  il  faut  que  Ton  ait  sm  i:  sin  x  =  K  :  A,  =  a 
ou  sin  i  =  n  sin  Xy  i  étant  Tangle  d'incidence.  Il  résulte  de  (6)  et  (7) 
que  l'indice  de  réfraction  aussi  bien  que  le  coeflBcient  d'absorption  dé- 
pendent de  la  direction  de  propagation,  c.  à.  d.  de  la  direction  de  la 
normale  aux  surfaces  d'égale  phase. 

Si  l'on  met  (7)  sous  la  forme 

B  «2  co^  a.  =  B  {71^  —  sin^  i)  =  k^^  «0^,  (8) 

il  résulte  de  (6)  et  (8): 

2«2  =  _  k,^+V,^  +  Sm^  i-^y/\k^2^^^2_^  ,i,,2  •)2  ^  4„^2  ^^2  j     (9) 

2*2  =     ko^  —  n^^  +  sin^  i  +  v^  •  k^^  —  n^^  +  siuH)^  +  4^n^^  k^^  |  (10) 
Ces  équations  expriment  la  façon  dont  k  et  ;/  dépendent  de  l'angle. 
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que  la  direction  de  propagation  de  la  lumière  qui  tombe  sur  le  métal 
fait  avec  la  normale  au  plan  limite  '). 

Pour  un  miroir  d'argent  opaque,  déposé  par  le  procédé  Martin  sur 
une  plaque  de  verre,  à  laquelle  il  adhérait  fortement,  j'ai  trouvé  pour 
Tangle  d'incidence  principal  /  et  pour  Tazimuth  principal  //  les  valeurs 
/  =  7£°  34'.8,  H  =  42°2r.7  2).  11  s'ensuit  : 


;  =  o° 

20° 

40° 

60' 

80° 

90° 

«  =  0,295 

0,450 

0,800 

0,928 

1,02 

1,04 

i  =  2,88 

2,90 

2,95 

3,01 

3,04 

3,05 

J'ai  trouvé  de  même,  pour  un  miroir  d'acier')  /=  77**  23'.5, 
//==2«°3i',  de  sorte  (lue 

î  =  0°  i  =  I       «  =  90° 

w  =  2,684         2,794.         2,799 
/fc  =  3,404         3,491  3,496 

Ainsi  qu'il  résulte  de  (9)  et  (10),  k  et  u  augmentent  avec  l'angle 
d'incidence  /.  U  résulte  de  (8)  que  Ton  a  toujours  n^  ]>  sin^  i.  Des 
milieux  qui  absorbent  la  lumière  ne  peuvent  donc  jamais  la  réfléchir 
totalement. 

4.  Dans  un  sens  perpendiculaire  aux  plans  d'égale  amplitude ,  Tarn  • 
plitude  diminue  dans  le  rapport,  de  1  :  e~^  sur  une  étendue  égale  à 


*)  Les  équations  (6)  et  (7)  ont  été  déduites  pour  la  première  fois  par  M. 
Kettelkr  (voir  e.  a.  Pogg.  Ann,^  160,  408,  1877),  et  on  les  rencontre  évi- 
demment aussi  dans  la  théorie  de  Voigt.  Dans  cette  dernière,  la  grandeur  qui 
correspond  à  P  est  mise  sous  la  forme  2t  k  :  a,  ,  de  sorte  que  le  coefficient 
d'absorption  ft  que  nous  introduisons  ici  est  remplacé  par  nk  chez  M.  Yoigt.  La 
remarque  de  M.  Drude  {Wied,  Ann,^  35,  515,  1888),  que  ces  équations  se 
trouvent  déjà  chez  Cauchy,  est  inexacte.  Elles  ne  résultent  pas  d'emblée  de 
cette  théorie.  Ce  qui  le  prouve  bien,  c'est  que  Béer  {Pogg.  Ann.^  92,  412, 
1854)  a  donné  à  leur  place  d'autres  relations,  qui  étaient  inexactes.  Des  dé- 
ductions des  équations  fondamentales  ont  été  données  par  Wernicke  {Pogg. 
Afin.  159,  226,  1876)  et  Ketteler  {Pogg,  Ann.  160,  468,  1877).  Voir  aussi 
Ketteler,  Wied.  Ann.,  49,  512,  1893  et  Theoretische  Optik,  p.  198,  §85, 
Zur  Geschichte  der  Hauptgleichungen. 

*)  SissiNOH,  ces  Archives,  20,  207,  1886. 

*)  SissiNGH,  Verh,  Akad,  v,  Wetensch.,  A-nisterdam,  deel  28;  Wied  Ann., 
42,  132,  1891. 
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A-  2  T>fe.  Dans  les  plans  d'égale  phase,  les  points  dont  les  amplitudes 
sont  dans  le  même  rapport  sont  à  une  distance  A  :  2  tt  /•  8171  {x^  —  x^). 

Diaprés  les  équations  (6)  et  (7)  w  dépend  de  k.  La  vitesse  de  propa- 
gation est  donc  liée  à  la  manière  dont  Tamplitude  varie  dans  un  plan 
d'égale  phase.  Si  ijt  =  0,  les  équations  (6)  et  (7)  donnent  /:==iQ,  n  =  n^. 
Il  s'ensuit  qu'  il  ne  peut  y  avoir  coïncidence  des  plans  d'égale  phase  et 
d'égale  amplitude  que  dans  le  cas  où  la  propagation  s'effectue  perpen- 
diculairement au  plan  limite.  S'il  en  était  ainsi  pour  toute  direction, 
k  serait  nul  en  vertu  de  (S)  et  la  substance  serait  absolument  trans- 
parente. 

Si  les  plans  d'égale  phase  et  d'égale  amplitude  sont  perpendiculaires 
entr'eux,  x  =  90°.  Pour  une  lumière  venant  de  l'extérieur  les  plans 
d'égale  amplitude  sont  parallèles  au  plan  limite,  de  sorte  que  pour 
X  =  90°  les  plans  d'égale  phase  y  sont  perpendiculaires.  Alors  la  pro- 
pagation a  lieu  parallèlement  au  plan  limite.  Cela  est  d'accord  avec  ce 
qui  résulte  de  (7)  et  (8).  Pour  x  =  90°  on  a,  en  vertu  de(9),^Q  n^  =  0, 
donc,  suivant  (8),  ou  bien  ^  =  0,  ou  bien  n  =  sifi  i.  Le  premier  cas 
nous  reporte  dans  les  milieux  complètement  transparents.  Pour  n  =  sin  i 
il  y  a  réflexion  totale.  Mais,  dans  les  milieux  absorbants,  cela  n'est 
possible  que  si  ^q  ^q  =  0  ou  bien,  comme  ^/^ >0 ,  quand  ^q  =  0.  Le 
milieu  aurait  donc  un  coefficient  d'absorption  nul  dans  une  direction 
perpendiculaire  au  plan  limite.  Comme  tel  n'est  pas  le  cas  pour  les 
métaux ,  la  réflexion  totale  n'existe  pas  pour  ces  corps,  ainsi  que  je 
l'ai  déjà  dit  plus  haut. 

On  voit  que,  dans  le  cas  d'une  réflexion  totale  sur  des  milieux  abso- 
lument transparents,  les  surfaces  d'égale  phase  et  d'égale  amplitude 
sont  perpendiculaires  entr 'elles  dans  le  second  milieu,  quand  la  direc- 
tion de  propagation  y  est  parallèle  au  plan  limite.  M.  Voigt  a  fait 
voir  qu'il  en  est  également  ainsi  dans  le  cas  d'un  mouvement  lumineux 
émergeant  d'un  prisme  formé  d'une  substance  absorbante,  quand  il  y 
tombe  des  ondes  planes  et  que  les  dimensions  du  prisme  sont  grandes 
par  rapport  à  la  longueur  d'onde.  ^) 

De  (6)  et  (7)  on  peut  déduire  {i'^^  —  n^^)  cos  x  =  nQ  k^  Ç -V 

Il  s'ensuit  que  x  s'écarte  de  plus  en  plus  de  -  à  mesure  que  le  ra 


')  Wied.  ^nn.,  24,  153,  1885. 
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k 
port    -  augmente;  on  retrouve  ainsi  un  résultat  de    M.   Voigt.   ') 
11 

5.  EiSENLOHR^)  a  démontré  qu'en  introduisant  un  indice  de  réfrac- 
tion complexe  on  retrouve  bien  simplement  les  résultats  obtenus  par 
Cauchy  pour  la  réflexion  métallique. 

On  reconnaît  de  la  manière  suivante  qu'à  l'indice  de  réfraction  des 
corps  transparents  correspond,  dans  les  métaux,  une  grandeur  complexe. 
Quand  on  tient  compte  des  conditions  (3)  et  (4),  l'expression  (2)  repré- 
sente un  mouvement  lumineux  possible.  /,  et  /j  sont  les  distances  du 
point  où  s'effectue  le  mouvement  (2)  au  plan  d'égale  amplitude  où 
l'amplitude  est  A  et  au  plan  d'égale  phase  où  la  phase  est  b.  Au  lieu 
de  (2)  on  peut  encore  écrire 

jg-P.X'-jHz  ^i^  (ct—q^  X — qiZ—s)y  (11) 

puisque  les  plans  d'égale  phase  et  d'égale  amplitude  sont  perpendicu- 
laires au  plan  XZ.  Les  normales  abaissées  du  point  jr,  z  sur  les  deux 
plans  en  question  ont  respectivement  pour  longueur  (/;,  x  -\-  p.^  z)  : 
\  /^,^+V^U^i-^  +  ^2^)  î  ^^il^  +  Î2^  de  sorte  que  P  =  V>, 2+^02.^, 

Un  autre  mouvement  lumineux  possible  est 

jg-p^x-j\z  ÇQ^  ^çi — ^^  ^ — ^^  ^ — ^y 

Aux  équations  différentielles,  qui  sont  supposées  homogènes  et  liné- 
aires, on  satisfait  donc  aussi  en  posant 

Jq-Vxx-p^z  j  çQg  f^çi — ^^  j, — ^^  ^ — ^)  ^  ^  ^i^  (^i — g^  j, — q^  2 — ^)  I 
ou 

^e±i  î(cr-ar(<7,T'p,)-z((/,  =FO»i)-«!  (12) 

Pour  un  milieu  absolument  transparent  jo,  =p^  =  ^.  Alors  la  vitesse 
de  propagation  est  v  =^ciV  q^'^  +^2^*  ^^  bien,  comme  c=  — , 


t?  =  27r  :  T  ^?i^  +  ^2^-  S^  ^  e^^  ^^  vitesse  de  la  lumière  dans  Tair,  et 
n  l'indice  de  refraction  du  milieu  absolument  transparent,  on  a 


')  Wied,  Ann„  24,  150,  1885. 
*)  Pogg.  Ann.,  104,  368,  1858. 
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Il  résulte  de  (12)  que  dans  uu  métal  y,  est  remplace  par  ^,  +  //>,  et 
^2  par  q^  hF  //>2'  Si  n,n  est  donc  la  grandeur  qui,  dans  un  métal,  cor- 
respond à  l'indice  de  réfraction  de  la  substance  absolument  transparente, 
on  a 

^22»2 

^n?  =  ^"2-  I  —Pi^+qr—Pi^+qi^  +  2/(/>,^,  +Piqi)  !  • 

Les  cosinus  des  angles  que  les  normales  aux  surfaces  d'égale  ampli- 
tude et  d'égale  phase  forment  avec  les  axes  A"  et  Z  sont  successivement 


Tenant  compte  des  valeurs  que  nous  venons  de  trouver  pour  F  et  Q, 
et  introduisant  l'angle  x,  compris  entre  les  plans  d'égale  phase  et  d'é- 
gale amplitude,  nous  trouvons  /?,  ^,  -\-  p^q^  =  F  Q  cos  x.  Donc 

ou  bien,  eu  égard  à  (3)  et  (5), 
4;r 


^   {-p-'  +  q-'TZipq). 


Ce  qu'on  appelle  Tindice  de  réfraction  complexe  du  métal  est  donc 

VT 

déterminé  par  Um  =  (^  -F  ip)  ^ — •  Soit  Aq  la  longueur  d'onde  dans  le 

métal  pour  une  lumière  incidente  perpendiculaire;  alors,  en  vertu  de  (1), 

^  =  —  =  —  —  et /j  =   — — ,  donc  Um  =  n^  +  /^q. 
Aq  a  a 

6.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  suivant  l'exemple  de  Eisen- 
LoiiR  ') ,  on  peut  transformer  les  expressions,  qui  déterminent  les  am- 
plitudes dans  la  réflexion  par  des  corps  transparents,  en  celles  pour  la 
réflexion  métallique,  en  remplaçant  u  par  ;/q  T  i^q.  Supposons  que  le 
faisceau  incident  ait  l'intensité  1  et  soit  polarisé  dans  le  plan  d'inci- 
dence. Le  mouvement  lumineux  réfléchi  peut  être  représenté  par  la 


*)    Voir  aussi   Lorentz,    Théorie  der    teragkaatsing  en  breking,  p.   163, 
Sciilômlich's  Zcitschrift^  23,  206,  1878. 
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partie  réelle  de  — — -rr- ,- — ;  e  ^^^^^  '^^K  Dans  cette  expression érï» r=  — 
sw  (t-j-  r)  H 

c-  —     ,     *«;/(/  —  r)  .     .     .     ,    ^  n     T 

o\  nous  posons  h  =  w^  h-  /a-q,    .-,.-; — ^  devient  Ae  '''".   l^e  mouve- 

^ui  [i  -f-  r) 

ment  lumineux  réfléchi  par  le  métal  est  la  partie  réelle  de  Ae^^^^^  +x-B)^ 
où  A  est  l'amplitude  et  H  la  différence  de  phase  avec  le  rayon  incident. 
On  arrive  de  cette  manière  aux  expressions  connues  pour  la  réflexion 
métallique.  Qu'il  me  soit  permis  de  les  réunir  ici  en  un  tableau,  et  de 
les  faire  suivre  par  celles  qui  permettent  de  déduire  les  constantes  opti- 
ques d'un  métal  des  grandeurs  mesurées,  ainsi  que  par  deux  formules 
d'approximation  pour  le  calcul  de  Tangle  d'incidence  principal  /  et  de 
Tazimuth  principal  H,  au  moyen  de  Wq  ®^  '^'o- 

Lumière  polarisée  parallèment  au  plan  d'incidence. 
Réflexion  par  des 
corps  transparents  métaux 

Intensité 
Lumière  incidente  Lumière  réfléchie 


sm\i — r)  ^2    (^^*  * — ^'^^  —  ^^^^  *)^  "1"  ^^ 

nu^i-j-r)  ^  ~  ^cos  i+V  n^  —  sî^  if  +  F 

DifiFérence  de  phase  avec  le  faisceau  incident 

%kcosi 


180°  lg(pp- 


1_^2_^2 


Lumière  polarisée  perpendiculairement  au  plan  d'incidence. 
Intensité 


tg^ij — /)  2  n'^coiP'[i — x) -\- tc^  cos'^  i 


Diff'érence  de  phase  avec  le  faisceau  incident 
0°  pcmr  0  <  *  <  / 


tgq>n=C 


180°    „       /<i<90° 

'Ik  (kP-  +  n^cof?'x — mi^-i)  cos  i 


C=T-r. 


{lc^—7i?'cos'^x—8i7r'i)cosH—7i?'cos'^xco8iLi—k'^ 

On  déduit  encore  de  là 

9,ksi7i  i  tg  i 
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»  et  iî?  se  rapportant  au  mouvement  lumineux  dans  le  métal^  qui  résulte 
d'ondes  planes  tombant  sous  Tincidence  i.  L'angle  de  réfraction  x  est 

déterminé  par  sin  x  = . 

7.  Les  expressions  ainsi  obtenues  sont  conformes  à  celles  de  Cauchy. 
D'abord,  les  relations  du  §  6  peuvent  être  mises  sous  la  même  forme; 
on  n'a  qu'à  poser,  comme  Béer  '), 


ncos  x  =  y  n^  —  sin^  i=^  Ucosu,     k=  U sin  u.  (1 3) 

Parla 

2 <^os^  i  -\-  U^  —  ZUcos  i  cos  u 

^       cos^  i  -{-  U^  -{-  Z Ucos i  coêu' 
Si  Ton  pose 

2  Ucos  i  cos  u  ' 
on  a 

De  cette  valeur  de  /  il  résulte  encore 

(cos  i\ 
^arcf^—r-j.  (14) 

Puis  il  vient 

/^  cos  i\ 

tg  (Pp  =  stnufg  \Ji  arc  ig  — —  \ . 

Mettons  Rn  :  Rp^=  tg  h-,  alors 

iî^  cos'^  {i — x)  -f-  ^2  ^<^*^  ^ 


tff^à  = 


n^  cos'^  (ê  -\-oi)'\-  k'^  cos'^  i' 


L'expression  correspondante  de  Cauchy  donne  la  valeur  de  cos  2^. 
De  la  valeur  de  tg'^  h  il  résulte ,  en  yertu  de 

/-.      .    ri,x    /T    .    ,    ^,x  ^,  2n  cos  X  siu^  i  cos  i 

cos  %h  =  (1—/^  %h)  \{^-\-tg  %h) ,  cos  %h  =  . 


(^^^  cos^x  -^-U^)  cos^  i  +  sin  *i' 


*)  Béer,  Pogg.  Ann.,  92,  413,  1854. 
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D'après  (13)  cela  se  transforme  en 

cos  2 à  =  coê  u  8in  (  2  arc  tg j  .  (  1  d) 

De  même 

.  I  ^         ^  X         .         %U  sinifg  i  .        ,    /  ^         .  ^n  i  fg  i\  ,^  ^. 

t0{<Pn  —  (pp)=sm  u  ^2_Z^;,2^7^2/  =*^^'  '^  fgi^larcfg — ^^—^.(16) 

Les  expressions  {\^)^  (1^)»  (1^)  oiit  la  même  forme  que  les  formules 
correspondantes  de  Cauciiy,  seulement  U  est  remplacé  par  (xp,  confor- 
mément à  la  notation  de  M.  Louentz,  et  /(  par  l'angle  r  +  «•  0 

De  même  qu'on  peut  déduire  de  i,  [/  et  u  les  grandeurs  Jip,  Ji^,  (pp 
et  <pn  qui  déterminent  le  faisceau  réfléchi^  on  peut  se  servir  de  i  et  de 
deux  de  ces  quatre  grandeurs  pour  calculer  U  et  u,  U  et  7i  dépendent 
donc  de  Tangle  d'incidence  et  des  propriétés  optiques  du  métal,  absolu- 
ment de  la  même  façon  que  les  grandeurs  correspondantes  (xp  et  r  +  « 
de  Cauchy.  On  voit  en  même  temps  que  deux  grandeurs  constantes 
sont  suffisantes  pour  déterminer  la  façon  dont  les  métaux  se  conduisent 
au  point  de  vue  optique.  Ce  sont  ici  les  grandeurs  ;/<,  et  ^q,  qui  ont 
une  signification  physicjue  déterminée;  chez  Cauchy  ce  sont  les  gran- 
deurs (7  et  T,  dont  la  signification  n'est  pas  aus^i  évidente.  Mais,  quel 
que  soit  le  système  de  deux  grandeurs  déterminatrices  que  Ton  choisisse, 
les  amplitudes  et  les  phases  des  deux  composantes  du  faisceau  refléchi, 
polarisées  Tune  dans  le  plan  d'incidence,  Tautre  perpendiculairement  à 
ce  plan ,  auront  la  même  valeur.  Les  deux  systèmes  de  formules  sont 
donc  identiques. 

Caucuy  ^)  représente  par  «r^'^rindicede  réfraction  imaginaire.  Comme 
cette  grandeur  est  représentée  ici  par  Vq  -f"  '^*o  ^'^  ^  (t  cosr  =  «o» 
(T sin  T  =  kç^.  Les  grandeurs  auxiliaires  p  et  w  ont  été  introduites  par 
Cauchy  pour  déterminer  ce  qu'on  appelle  l'angle  de  réfraction  imaginaire 
Ty  déterminé  par  sin  r  =  sini  :  (//^  -\-  iIcq)  *).  Afin  d'exprimer  p  et  « 
au  moyen  des  grandeurs  employées  ci-dessus,  on  doit  remarquer  que 


')  LoRENTz.  Théorie  der  terugkaatsing  en  breking,  p.  16G.  Suivaut  la  nota- 
tion de  EisENLCHR  (loc.  cit.  pp.  369,  370)  U=câ^  u=  s-^ru.  Comme  Bp  et 
Bn:  Bp^  4>/;  et  ^n —  (Pp  ont  la  même  forme  que  chez  CxVuchy,  il  en  est  de  même 
pour  Bn  et  <^«. 

*)  LoRENTz,  Théorie  der  terugkaatsing  en  breking,  p.  164,  Schlômlich's 
Zeilschr.,  23,  p.  206.  Eisenlohr,  loc.  cit.  p.  369. 
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cos'^  r  sin^  i  :  sin^  r  =  cos^  r  {pq  +  iAq)^  =  («q  +  iAq)^  —  sin^  i, 

ou  bien,  en  vertu  de  (6)  et  (7)  et  de  la  relation  sin  i  =  n  sin  x, 

cofg  T  du  i  =  ncos  X  -\-  ik. 

Comme  chez  Cauchy 

cos  r  =  pe^"  *)  et  Mq  +  ik^  =  (r<?""  y  n  co8  x  -\-  tk  =^  pre  (''^+*') 
ou  bien 

UC08  X=   U COSU  =  ptT  COS  (t  -f-  Cà),  (17) 

k=  Uitinu  =  pfT  sin  (r  +  où),  (18) 

Les  équations  (17)  et  (18)  permettent  de  transformer  les  unes  dans 
les  autres  les  grandeurs  auxiliaires  des  deux  systèmes,  savoir  celles  de 
Gauchy  et  celles  que  nous  avons  introduites.  ^) 

8.  Suivant  le  §  7,  on  a 

r.  7  ^U s'mifgi      ,  .^        ^  .        .  ^U sin  i  ta  i 

cos%h=cosu  -  2     -   •  2  '1  r'^^9\^>^—^v)=^^^^^Tfî i    i  i  - 

U^  -\-  sur  itg^i  U^ — stn^  t  Ig^  t 

Ces  deux  équations  peuvent  servir  à  déterminer  fJ  et  u,  et  permet- 
tent donc  de  déterminer  les  constantes  optiques  n^  et  k^  à  Taide  des 
équations  (13),  (6)  et  (7). 

Il  résulte  des  valeurs  de  cos  2A  et  tg  {(pn  —  cpp)  que 

.    ^ ,        ,^        ^x        ^^  —  sm'^ifg^i 

sni  U  cos  {(pn—(pr)  =  772    .      »  2  ~/  2" 

U^  -\-  snr  i  tg^  s 


ou  bien 


stn  U  cos  {(p,—(pr)  =  y.^  1    "•  2  •  /  Y"-  •  (1^) 


La  formule  (19)  et  la  valeur  de  cos  2 h  donnent 

6^tf,M  «  = ,^^-  -  ----——.  (20)  ') 


*)  Voir  la  note  2  de  la  page  précédente. 

*)  Voir  aussi  Kettei.er,  Wied,  Ann,  1,  242,  1877;  22,  212,  1884.  Des  for- 
mules pour  calculer  p  et  «  ont  été  données  par  Lorentz,  Théorie  der  terug- 
kaatsing  en  breking,  pp.  164,  165,  et  Eisenlohr,  Pogg,  Ann.^  104,  370, 1858. 

')  Cette  équation  a  déjà  été  donnée  par  M.  Ketteler,  Wied,  Ann,^  1,  241, 
1877. 


REFLEXION  METALLIQUE.  217 

D'autre  part 

.    ^  »    .    /^        .*.  X         ^  Usin  u  siîi  i  fg  i 


On  tire  de  là,  en  faisant  usage  de  la  valeur  de  fg  {(pn — 0p), 

.            sin  i  tgi  sin  {(pn  —  <pp)  sin  2A 
U 8inu=^—. — T-- Z.T-  ^\  •  (^1)    ) 

1  COS  ((pn 0p)  8171  2A 

On  peut  donc  se  servir  de  Tazimuth  rétabli  h  et  de  la  différence  de 
phase  cPn — (Pp  relative  à  un  angle  quelconque,  pour  calculer  U  cos  u  et 
UsinUj  ou  ncos  x  et  k,  relatifs  à  cet  angle.  Commun  cos  x^=\^  ^i^ — m^/, 
on  obtient  alors  Uq  et  k^  au  moyen  de  (6)  et  (7).  Ces  deux  grandeurs 
permettent  ensuite  de  calculer  (p,, — (pp  et  h  pour  n'importe  quel  angle. 

9.   On  introduit  généralement  Tangle  d'incidence  principal  /,  pour 

lequel  (pn — <Pp  =  ^.   L'azimuth  rétabli  relatif  à  cet  angle  est  appelé 

Tazimuth  principal  //.  De  (20)  et  (21),  aussi  bien  que  de  (15)  et  (16) 
on  peut  déduire 

Ui  =  sin  Itgl    ,    cos  ui  =  cos  2  H,  (22) 

où  toutes  les  grandeurs  affectées  de  l'indice  1  se  rapportent  à  Tincidence 
principale. 

D'après  (18)  on  a: 

kl  =  fl[  si?i  ui  =  sin  I  tg  I  sin  2  H^  (23) 

[n^  cos^  oi)i  =  np-  —  sin^  I  =  sin*^  I  tg'^  I  cos^  2  R 

v{^  =  fg'^  /  (1  —  sin'^  I  sin^  2  H),  (24) 

L'équation  (24)  peut  encore  s'écrire  : 

ni^  +  ki'^  =  lg^I.^)  (25) 

Les  constantes  optiques  Hq  et  kg  peuvent  être  tirées  de  : 

Wo^  —  '^o^  =  '^r  —k{^  =  tg^I{\  —  2  sin'^  I sin^  2  H) 

Uq  ^q  =  {n  cos  x)[  ki=  ^  sin^  I  fg^  I  sin  4  H,  (26) 


*)  Voir  la  note  3  de  la  page  précédente. 

*)   M.  Ketteler  considère  cette  éq^uation  comme  l'équivalent  de  la  loi  de 
Brewster,  Wied.  Ann.,  1,  242,  1877. 

15* 
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10.  En  éliminant  ui  et  ki  entre  les  équations  (26)  et  (25),  on  obtient 
une  équation  du  6""®  degré  pour  déterminer  fgl^  quand  ;/q  et  ^„  sont 
connus.  On  peut  trouver  d'ailleurs  des  formules  d'approximation ,  pour 
déterminer  /  et  Jï  au  moyen  de  n^  et  k^.  De  m'^ — ki'^  =  ^/^^ — k^^  et 
kivnj^ — sin^I=  n^k^  il  suit 


Substituant  cette  valeur  dans  «/^  +  ^/^  =  '^i/^^  ^^  obtient 

mi"  I  +  2*/«2  /(^^2  _  ^^2)  +  (>t^,2  _[_  ,,^2)2  ^^i,,4, if^^i,        (27) 

Or,  dans  les  métaux  n^^  +  ^o^  ^^t  assez  grand  par  rapport  aux  deux 
premiers  termes  du  1*  '*  membre  de  (27).  On  a  donc  approximativement 

,i,,2/^^2/=^^2_^,,^2^ 

d'où  résulte,  au  même  degré  d'approximation,  mi^I  =  1- 


Introduisant  ce  résultat  dans  (27)  on  obtient 

nn  If.gl=  V%^+^^  \\  +  \  ^^^£7^\^--\-        (28) 

Voici  comment  on  trouve  une  formule  d'approximation  pour  H,  De 
(23)  et  (210  on  déduit 

n{^  —  kP'  =  ;/o2  —  k^^  =  dn'^  l  +  dn^Itg^  I  cos  4  H, 
donc 

7fQ^  —  kQ^  —  sin^I 

cos4iH=  - — rr  77-7 . 

n?r  1  ig  1 

1  —*  cos  4  R 

On  tire  de  là,  en  remarquant  que  fg'^%H=^  -r—, --=,  et  en  faisant 

^  11*/  \-\-cos^H 

usage  de  la  valeur  approchée 
qui  résulte  de  (27), 
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/,2//=J^jl+.«^/^-^-^-,j.  (29).) 

11.  Je  ferai  remarquer  enfin  que  ces  relations  sont  applicables  pour 
toute  valeur  de  k,  La  réflexion  par  des  corps  absolument  transparents 
est  donc  un  cas  particulier  de  la  réflexion  métallique  ^). 


II. 

DÉDUCTION  DES  EQUATIONS  FONDAMENTALES  DK  LA  RÉFLEXION 
MÉTALLIQUE  DE  LA  THÉORIE  DE  CaUCUY. 

1 .  J'ai  fait  remarquer  dans  la  première  note  que  les  théories  de  la 
réflexion  métallique  données  par  Cauciïy,  Kettkler,  Voigt  etLoRENTZ 
conduiçent  à  des  résultats  identiques.  Il  faut  donc  qu'il  soit  possible  de 
déduire,  dans  la  théorie  de  Cauchy  aussi,  les  deux  relations,  données 
par  les  trois  dernières,  entre  Tindice  de  réfraction  et  le  coefficient  d'ab- 
sorption, pour  une  lumière  qui  tombe  normalement  ou  obliquement  sur 
le  métal,  c.  à  d.  les  équations  fondamentales  du  mouvement  lumineux. 
Ces  équations  fondamentales,  ou  peut  les  obtenir  d'abord  en  songeant 
à  la  relation  entre  les  grandeurs  que  la  théorie  de  Cauchy  et  les  autres 
introduisent  pour  décrire  le  phénomène.  Cauchy  détermine  l'angle  de 
réfraction  imaginaire  r  par  les  relations  si7tr=siu  i:  78*'^ et  cosr=pe*^  ^). 

•    2  * 

Il  suit  de  là  1 =  p^e^",  de  sorte  que 

(^2  cos2t  =  /j2  ^2  c^g  2  (r  +  cy)  +  sm^  i.  (80) 

(r2  êin  ^T  =  p^7^  shi  2  (t  +  a;).  (31) 

Si  nous  faisons  attention  aux  relations  entre  (t,  t  et  Wq,  k^^  l'indice 
de  réfraction  et  le  coefficient  d'absorption  pour  l'incidence  normale, 
ainsi  qu'aux  équations  (17)  et  (18),  les  équations  (30)  et  (31)  ne  sont 


*)  M.  Drude  a  donné  des  formules  d'approximation  analogues  dans  Winkel- 
MANN,  Physik  1«  éd.  II,  1,  pp.  823  et  824;  2nie  éd.,  VI,  2,  pp.  1209  et  1800. 
*)  Voir  Voigt,  Wied.  Ann,,  24,  146  et  147,  1885. 
•)  Voir  chap.  I,  p.  216. 
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autre  chose  que  les  équations  fondamentales,  données  au  chap.   I, 
forra.  (6)  et  (7). 

2.  Mais,  vu  le  rapport  intime  entre  les  diverses  théories  de  la 
réflexion  métallique,  il  doit  être  possible  de  déduire  ces  équations  fon- 
damentales de  la  théorie  de  Cauchy,  sans  songer  à  ses  rapports  avec 
les  autres.  L'idée  fondamentale  de  la  théorie  de  Cauchy  est  l'introduc- 
tion d'une  grandeur  complexe  comme  indice  de  réfraction.  Représentons 
ce  dernier  de  nouveau  par  Wq  -|-  //{-q  =  o-e"",  de  sorte  que 


et 

91^  =  0"  cos  T,         ^0  =  (T  sin  T 

(32) 

sin  r  =  mi  i  :  ct^'t 

(3.3) 

et  posons  encore 

C6».?  r  =  p<?'«. 

(3+) 

Supposons  que  le  plan  XZ  d'un  système  de  coordonnées  rectangu- 
laires soit  le  plan  d'incidence  de  la  lumière  pénétrant  dans  le  métal,  et 
que  le  plan  l^^soit  la  surface  limite  du  métal,  Taxe  des  2^  étant  dirigé 
du  milieu  ambiant  vers  le  métal.  Alors  le  vecteur  déterminant  le  mou- 
vement lumineux  dans  le  rayon  réfracté  est  déterminé  par 


(7'      xcosr-\-zstnr 
A  sîu  2t ^ (//o  +  ik^) 


(85) 


A  étant  la  longueur  d'onde  dans  l'air.  *)  La  phase  est  déterminée  par 
rapport  à  un  point  dans  le  plan  limite. 

Au  moyen  de  (38)  et  (84'),  Téquation  (85)  se  transforme  en 

AsmZx)- — ^X ("o+"^o)|-  (36) 

Cette  équation  satisfait  aussi  aux  équations  différentielles  du  vecteur 
lumineux  dans  le  métal,  supposées  homogènes  et  linéaires,  quand  on 
remplace  la  fonction  sinus  par  une  fonction  cosinus. 


*)  M.  LoRENTz  a  prouvé  que,  quand  on  introduit  un  indice  de  réfraction  ima- 
ginaire, on  obtient  à  la  surface  limite  la  continuité  nécessaire  des  valeurs  du 
vecteur  lumineux  dans  les  deux  milieux. 

Voir  Théorie  der  terugkaatsing  en  breking,  1876,  p.  160. 
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Si  nous  appelons  (p  Tare  qui  figure  dans  (36),  ces  équations  sont 
également  satisfaites  par 

A  cos(p  —  i  A  sin  (p  '). 
Le  vecteur  lumineux  dans  le  métal  peut  donc  être  représenté  par 

-2t.  (4 -6)  (37) 

où 

çx  sm  Où  —  z  nm J {-{pxcosu-f-z  sin  i )  —,  (38) 

,  Z'  ,  .      .C09T\71q  /"  .  .      .*/wT\Ao     /Qo\ 

o  =^  [px  C08  Où  -\-  Z  stm \ [pxsm  Où  —  z  sim J  — .  (39) 

3.  Il  suit  de  (37)  que  les  surfaces  d'égale  amplitude  sont  représen- 
tées par: 

a  =  p^x-\-q,z=C,  (40) 

où,  d'après  (38), 

.     .  sin  Tiir.    .      .    .  C08  T  kr. 

a*  =  —  S171 1 +  sm  i . 

^'  <r     A     '  (TA 

Comme  il  résulte  de (32) que  -7^  =  cotg  r,  nous  avons  //,  =  0,  et  les 

atq 

surfaces  dYgale  amplitude  sont  parallèles  au  plan  limite.  Cela  est 

nécessaire,  puisque  nous  supposons  que  la  lumière  vient  de  Textérieur 

pour  pénétrer  dans  le  métal. 

Les  surfaces  d'égale  phase  sont  données  par: 

b  =  p^x  -\-  q^  z  =  C.  (41) 


Si  nous  introduisons  de  nouveau  ~  =  cof^  r,  nous  avons  en  vertu 

de  (39) 

p       cos(t+cû)  .     . 

A  sm  T 

^'^~  (Thslur'  ) 


*)  D'après  le  §  5  du  chap.  I  (p.  211),  quand  Tindice  de  réfraction  est  repré- 
senté par  n^  +  <  ^0  cette  expression  est  Acos^^  t  A  sin^. 
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4.  Soit  X  Tangle  compris  entre  les  normales  aux  plans  d'égale  ampli- 
tude et  d'égale  phase.  Comme  les  premiers  plans  sont  parallèles  an 
plan  limite,  c.  à.  d.  au  plan  YZ^  x  est  Tangle  que  forme  avec  Taxe  des 
X  la  normale  aux  plans  d'égale  phase.  On  a  donc  coi  x  =P2  :  K^2M^2> 
ou  bien,  en  faisant  usage  des  valeurs  de/?2  ^^  Î2  fournies  par  (42)  et  (4^3}: 


cos  x  =  p  cas  (r  -f-  w)  :  L/    p-  co^^  (r  -}-  û?)  -j ^ — .     (44) 


Il  s'ensuit  que 


stn  X  =^    -^ 


[p2c.*='(T  +  «)+*-^*].  (+5) 


Comme  x  est  l'angle  de  réfmction  pour  un  mouvement  lumineux 
arrivant  sous  l'incidence  i  (voir  §  2  du  chap.  I),  nous  avons 

n^  =  sin?"  i  :  sht}  x  =  (t'^  p^  cos^  (^  H~  '^)  H~  *^'^^  ^*-  (^^0 

Soit  k  le  coefficient  d'absorption  correspondent  à  n.  Perpendiculaire- 
ment aux  plans  d'égale  amplitude,  l'amplitude  varie  dans  le  rapport  de 
1  :  (?— 5A-^J^:  A  sur  une  distancer.  Comme  îi  =  0,  nous  avons,  en  vertu  de 
(37)  et  (38): 

= («0  *^^  ^-j-  ^Q  cos  w), 

d'où  il  suit  de  nouveau ,  quand  on  remplace  y^  par  cofg  r  : 

k  ^=  kQ  p  sin  [t  -\-  ce)  :  si7i  r , 
ou  bien ,  en  vertu  de  (32), 

k  =  (T  p  sin  (r  +  w).  (47) 

5.  Les  équations  fondamentales  résultent  immédiatement  des  valeurs 
que  nous  venons  de  trouver  pour  l'indice  de  réfraction  et  pour  le  coef- 
ficient d'absorption.  Les  équations  (46)  et  (47)  conduisent  directement  à 

n"^  —  k'^  =  (T^  p^  cos  2  (r  -f-  w)  -|-  si?i^  i. 

En  vertu  de  (30)  le  second  membre  de  cette  équation  est  égal  à  (r^cosîr, 
ou  à  «0^  —  kQ^  suivant  (32).  On  obtient  ainsi  la  première  équation  fon- 
damentale. 
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Il  résulte  ensuite  de  (44),  (46)  et  (47): 

nkcos  x  =  -  fj^  p^  sin  2  (r  +  n). 

D'après  (31)  le  second  membre  est  égal  à  tr^sin  2t,  donc  à  «q  ^^  sui- 
vant (32);  on  obtient  ainsi  la  seconde  équation. 

Pour  finir,  nous  remarquerons  que  nous  avons  fait  ici  le  contraire  de 
ce  que  nous  avons  fait  au  chap.  I  (§  5),  où  nous  avons  déduit  des  deux 
équations  fondamentales  Texistence  de  ce  qu'on  appelle  l'indice  de 
réfraction  complexe. 


SUR  l'allure 
DES  COURBES  SPINODALES  ET  DES  COURBES  DE  PLISSEMENT 

PAR 

J.   J,   VAN  LAAB. 


1.  Dans  une  communication  récente  sur  le  même  sujet  '),  j'ai  cherché 

les  équations  générales  RT  =  f{v,  x)  et  F{v,x)=  0  de  la  courbe 

spinodale  et  de  la  courbe  de  plissement,  pour  un  mélange  binaire  de 

deux  substances  normales,  et  j'en  ai  donné  la  discussion  pour  le  cas 

spécial  où  ^1  =  ôj,  c.  à  d.  od  tt  =  ô,  ir  étant  le  rapport  des  pressions 

v)  T 

critiques —,  et  6  celui  des  températures  critiques  -j^  des  composantes 

{1\  représentant  toujours  la  plus  haute  des  deux). 

Je  suis  parti  de  Téquation  d'état  de  van  dbr  Waals,  où  b  est  consi- 
déré comme  indépendant  de  v  et  de  7';  de  plus,  dans  les  relations 
quadratiques 

j    ^  =  (l_^)2^^   _|_2ur(l  — .r)^„+ar2ô, 

j'ai  admis: 

^2=   72(^  +  ^2);  «12=V^«l^2.  (1) 

ce  qui  transforme  ces  relations  en 

j  b  =  {\  —  x)b,  +  xb^ 

I  a  =  {[\  — x)  i/tf,  +  X  Va^Y. 

J'entendrai  dorénavant  par  mélanges  (binaires)  normaux  des  mélanges, 
dont  non  seulement  les  composantes  sont  normales,  mais  encore  pour 
lesquels  on  peut  admettre  que  les  deux  relations  (1)  sont  vérifiées. 


Ces  Archives,  (2),  10,  373,  1905. 
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La  discussion  a  appris  que  la  courbe  de  plissement  se  compose  de 
deux  branches  séparées  (voir  la  planche  1.  c),  qui  présentent  un  point 
double  pour  une  valeur  déterminée  de  ù  (fig.  5).  Si  d  <  2,89  (notam- 
ment quand  b^  =  b^)  on  a  l'allure  normale,  représentée  fig.  2;  si 
tf>2,89,  on  obtient  Tallure  anormale,  représentée  fig.  1,  dont  on 
admettait  jusqu'ici  qu'elle  n'était  offerte  que  par  des  mélanges  avec  une 
composante  associée  (anormale)  {C^H^  +  CH^OH,  C^IP  +  H^O, 
SO^  +  H^O.éiheT  +  H^O). 

J'ai  fait  voir  aussi  qu'il  pouvait  se  présenter  un  troisième  cas  encore 
(fig.  3),  dont  M.  Kuknen  e.  a.  a  décrit  des  exemples  [C'^JP-\-C^H^OH, 
etc.),  mais  je  ne  m'en  suis  pas  occupé  davantage,  pas  plus  que  des 
relatiojis  eonnodales  et  des  équilibres  de  trois  phases  (déjà  décrits  eu 
grands  traits  par  MM.  Koutbweg  et  van  dkr  Waals). 

Dans  un  mémoire  plus  récent  encore  ^),]*2À  déterminé  la  situation  du 
point  double,  dont  la  connaissance  est  importante,  parce  qu'elle  établit 
la  limite  entre  deux  types  très  différents,  pour  le  cas  tout  à  fait  général 

6,  ^  6.^,  et  j'ai  étendu  la  discussion  de  Tallure  de  la  courbe  de  plisse- 
ment au  cas  TT  =  1,  c.  à  d.  au  cas  fréquent  où  les  pressions  critiques 
des  deux  composantes  sont  égales.   Dans  ce  dernier  cas  j'ai  trouvé  e.  a. 
que  le  cas  de  la  fig.  1  ne  se  présente  que  pour  6  >  9,9. 
Enfin,  des  équations  tout  à  fait  générales 

de  la  courbe  de  plissement,  j'ai  déduit  l'allure  initiale  de  cette  courbe, 
c.  à.  d.  l'expression       \^~J  (^^^-  P-  ^'^^)  P^^^  1*  mettre  surtout  en 

rapport  avec  des  avis  autrefois  émis  à  ce  sujet. 

Ainsi  que  je  l'ai  déjà  fait  remarquer  ^),  M.  van  dkr  Waals  a  déjà 
établi  l'équation  différei/iielle  de  la  courbe  de  plissement,  et  en  a  déduit 
une  série  de  conséquences  générales.  Tout  dernièrement  même  ^),  il  a 
fait  voir,  de  la  façon  magistrale  qui  lui  est  propre,  jusqu'où  on  peut 
aller  en  faisant  usage  de  considérations  thermodynamuiiies  et  de  rela- 


*)  Arch,  Teyler,  (2),  10,  Première  partie,  1—26,  1905. 

*)  Loc.  cit.  p.  387.  Je  ne  crois  donc  pas  avoir  mérité  le  reproche  (voir 
p.  115  de  ce  tome)  d'avoir  „perdu  de  vue'*  qu'il  y  a  déjà  10  ans  M.  van  der 
Waals  établit  les  propriétés  principales  de  la  courbe  critique  etc. 

')  Ces  Archives,  (2),  11,  115,  1900. 
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iion^  générales ,  empruntées  à  Téquation  d'état.  Mais  comme,  dans  son 
mémoire  sur  les  Si/sfèmes  ternaires  *),  M.  van  derWaals  a  insisté  avec 
raison  sur  Tabsurdité  de  la  croyance,  fort  répandue,  qu'une  équation 
d'état  serait  inutile  pour  la  connaissance  des  systèmes  binaires,  j'ai  cm 
bien  faire  en  mettant  sous  (orme  f^iie  F{v,x),  au  moyen  de  l'équation 
d'état,  réquation   différentielle  de  la  courbe  de   plissement,    savoir 

^  +  s  (  Â~  )  9  où  /est  le  second  membre  de  RT  =^f{v,  x)y  l'équa- 
tion des  courbes  spinodales.  Cette  équation  /' (i»,  or),  combinée  avec 
RT  =f{i\  x),  donne  la  courbe  de  plissement  dans  le  système  ordinaire 
de  variables  7',  t»,  x.  Cette  transformation  m'a  permis  de  découvrir  de 
nouvelles  particularités  au  sujet  de  l'allure  de  cette  courbe  (e.  a  sa 
séparation  en  deux  branches  distinctes),  et  d'examiner  cette  allure  en 
détail,  d'une  façon  plus  précise  qu'il  n'a  été  possible  de  le  faire  jusqu'ici. 
J'ai  fait  remarquer  d'ailleurs  (1.  c.  p.  387)  qu'avant  moi  M.  Korteweg 
avait  déjà  tâché  de  trouver  pour  la  ligne  de  plissement  une  équation 
sous  forme  finie,  mais  sans  y  réussir  tout  à  fait.  Enfin,  chez  cet  auteur 
la  discussion  ne  se  rapporte  qu'au  cas  partie u lier  ^)ô,  =  ^2=^1 2 ^  a^=a^^ 
(mais  a, 2  =  x,x^)y  tandis  que  dans  ma  propre  discussion  j'ai  admis  il 

est  vrai  ô,  =  b^  mais  a,  ^«2  (et  «,2  =  V^^^i  «2)-  ^^  mémoire  de  M.  Kor- 
teweg est  particulièrement  important,  surtout  en  ce  qui  concerne  les 
relations  connodales,  parfois  très  compliquées  et  sur  lesquelles  je  revien- 
drai tantôt. 

Une  fois  que  j'avais  déduit  sous  cette  forme  finie  l'équation  de  la 
courbe  de  plissement,  il  n'y  avait  pas  de  peine  à  trouver  aussi,  pour 

— -f  — 7^)  ,  [du  coté  de  la  température  critique  la  plus  basse,  une  ex- 

pression  exacte  ne  contenant  que  les  grandeurs  d  =  -^  et  ;r  =  — .  Pour 

cette  expression  aussi,  M.  van  der  Waals  n'a  donné  que  l'équation 
différentielle  générale  \ 

2.  Il  me  reste  maintenant  encore  à  traiter  quelques  points  importants. 


*)  Ces  Archiver,  2,  7,  313,  1902. 

*)  Ibidem,  24,  pp.  297,  324,  337  et  341,  1891. 

•)  Ibidem,  30,  285,  équ.  (9),  1896. 
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J°.  Au  sujet  de  Tallure  des  lignes  spinodales,  le  cas  de  transition  au 
point  double-,  et  la  discussion  de  la  possibilité  du  3°  cas  (1.  c.  fig.  4). 

2°.  Le  cas  particulier  d  =  1. 

8°.  Les  relations  co7ifiodales  dans  les  trois  cas  principaux  et  dans  le 
cas  de  transition. 

4''.  La  particularité  du  point  de .  rebro'usseîne^d  en  j?,,  R^  ^i  R\y 
dans  le  diagramme/?,  T  pour  les  trois  cas  (1.  c.  figg.  2a,  3a  et  4a). 

5°.  L'existence  d'un  minimum  de  température  critique  et,  en  rapport 
avec  elle,  l'existence  d'un  maximum  de  tension  de  vapeur. 

Je  m'occuperai  d'abord  de  ce  dernier  point,  parce  qu'il  se  rattache 
immédiatement  à  mon  travail  précédent  (1.  c.  pp.  405 — 413). 

a.  Température  critique  minima. 

Dans  le  travail  en  question ,  je  suis  arrivé  à  la  formule 

Y^r^-'  iKïC'.-'/.v'^)"-']-  <») 

Si  Fon  pose  donc  A  <  0 ,  on  a 

'^^('■-■'.•'ï)-i«'. 


E.  àd. 


< 


1\2' 


(''■-''■'4) 


ou 


ceci  donne  l'aperçu  suivant  : 

T=Vw        Vie      '/»      '/4  1  *  9  16  25 

6<.\  1*2  1  r/is    1^'/,.      2'*/,n      2"/4«. 

Comme  nous  supposons  toujours  6  "^1  {T^  étant  la  plus  basse  des 
deux  températures  critiques),  un  minimum  de  température  critique  n'est 
possible  que  quand  t,  c.  à  d.  le  rapport  des  deux  pressions  critiques, 
est>V,,. 

Si7r  =  -,  le  minimum  se  présente  pour  toutes  les  valeurs  At  6 ;  si 
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TT  =  7*  >  il  ïi'cst  possible  que  pour  des  valeurs  de  û  comprises  entre  1 
et  2,  etc.  (On  voit  que  pour  ?r  =  1  la  série  des  valeurs  limites  de  t 
passe  par  un  minimum).  Dans  la  grande  majorité  des  cas  tt  sera  com- 
pris entre  1  et  4,  ce  qui  fait  que  6  devra  toujours  être  voisin  de  Tunite 
pour  qu'il  y  ait  un  minimum  de  température  critique. 

Prenons  comme  exemple  les  substances  normales  O  E^  et  N^O, 
examinées  par  M.  Kuenen.  Pour  ces  corps 

,  =  l^=,.«5,     ,..  =  1,.»,     ,  =  ^]f+4«=,,,0. 

D'après  la  règle  que  nous  venons  de  trouver,  il  faut  que  ô  soit  plus 
petit  que  1,01-  pour  que  Tx  présente  un  minimum.  Tel  est  réellement 
le  cas;  aussi  M.  Kuenen  observa-t-il  un  minimum  de  la  température 
critique. 

Je  ferai  encore  remarquer  que,  si  ù^  =  b^^,  donc  t  =  i,  il  ny  a 
pas  de  valeur  de  ù,  supérieure  à  l'unité,  qui  satisfait  à  l'inégalité  (3). 
Pour  9  =^  TT  =  l  {ai=  a^,  ^i  =  b.^)  les  deux  membres  sont  égaux, 
et  la  ligne  des  températures  critiques  est  une  droite.  Tout  ceci  est 
d'accord  avec  ce  que  j'ai  déduit  à  ce  sujet  dans  mon  travail  précédent 
(1.  c.  p.  398). 

Dans  le  cas  particulier  t  =  1  il  n'y  a  pas  non  plus  de  valeur  de  ô, 
plus  grande  que  1,  qui  satisfait  à  Tinégalité  (3).  Mais  dans  le  cas  où 
ô  =  i  il  est  toujours  possible  de  trouver  une  valeur  de  t  fournissant 
un  minimum  de  Tj^.  Comme  4  {v'ttY  —  9  (vV)^  +  6  y/ir —  1  = 
{\/t —  1)^  (4  x/tt  —  1  ),  il  faut  alors  que  ^/V  soit  plus  grand  que  Vi ,  de 
sort«  que  tt  >  '/i6>  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut. 

ô.  Maximum  de  iensïon  de  vapeur.  On  sait  qu'un  pareil  maximum 
se  présente,  à  des  températures  relativement  élevées,  chaque  fois  qu  à 
des  températures  relativement  basses  il  existe  un  équilibre  entre  trois 
phases,  sous  une  pression  qui  n'est  pas  comprise  entre  les  tensions  de 
vapeur  des  composantes,  mais  qui  est  plus  grande  que  toutes  deux.  La 
composition  x^  de  la  vai)eur  est  alors  comprise  entre  celles  (^,  et  x^ 
des  deux  phases  liquides.  Il  faut  donc  que  l'on  ait  x^  >  x^  du  coté  de 
la  température  critique  la  ])lu3  basse. 

Examinons  quelles  conditions  sont  nécessaires  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

Si  jC*a  et  jC*i>  sont  les  potentiels  moléculaires  des  deux  composantes, 
Téquilibre  entre  les  phases  1  et  3  est  exprimé  par 
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OU  bien 

Co-(n+{l-x)^^  +727'%;p,=a-(n+(l-;p)^)  +BTloffx\ 

où  n  =  jpdv — pv;  Ca  et  Cb  sont  des  fonctions  de  la  température. 
De  ces  deux  équations  on  tire  par  soustraction  : 

\^  +  RTlog  ^^'  =  \^  +  RTlog  ^"^^ 

ou 

1— a?!     a?3    _  1  r^n ^nn 

une  relation  qui  a  déjà  été  déduite  plus  d'une  fois,  e.  a.  par  M.  van 
DER  Waaî^. 

Or,  j'ai  trouvé  antérieurement  (1.  c.  p.  377): 

Pour  0?  =  0  (fl  =  r^,)  on  a  donc: 

de  sorte  qu'aux  basses  températures  (oii  Ton  peut  négliger  —  et  -^,  et 
où  Ton  peut  poser  %^^  =  ^j): 

On  voit  déjà  par  là  que,  si  \  =  i,  (;r  =  d),  donc  Vh^V<^\  (puis- 
que 6  doit  être  plus  grand  que  1),  {log  —  )  doit  toujours  être  négatif, 
C.  à  d.  oTj  <  0?,.  Dans  ce  cas  on  n'a  donc  jamais,  dans  le  système  des 
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trois  phases,  une  pression  plus  grande  que  les  tensions  de  vapeur  des 
deux  composantes,  ni  un  ininimura  de  température  critique. 

Déduisons  maintenant  de  (4)  la  condition  pour  x^  >  iPi  •  On  trouve 


(en  divisant  par  -7-^): 


c.  à  d. 


*^-(ô»-i.)>2(«  «»-V/a,), 


OU  bien,  comme  ,-  =  —  et  — ^  =  -— -, 
6,       T      \  a^       V7r 


d'où  il  suit: 


^  +  ^>^7^' 


>< — ^^-T.  (5) 


Cette  condition  n'est  pas  la  même,  comme  on  voit,  que  celle  (3) 
pour  Texistence  d'une  température  critique  minima,  et  nous  verrons 
tantôt  jusqu'à  quel  point  ce^  deux  conditions  s'impliquent  ou  s'excluent 
Tune  Tautre. 

Pas  plus  que  pour  7r  =  d  ou  ne  trouye  pour  tt  =  1  une  valeur  de  tf 
qui  satisfait  à  cette  inégalité.  Si  d  =  1,  il  faut  tt — 2  v^V  + 1  >  0,  pourvu 
que  \^  TT  >  '/2 ^  ^^  comme  la  première  de  ces  deux  inégalités  est  tou- 
jours vérifiée,  on  voit  que,  pour  ô=  1,  on  aura  x^  >a?,  du  côté  de 
la  l*"'*^  composante  si  t  >  74 •  (Nous  avons  trouvé  tantôt  que  pour 
d  =  1  il  nj  a  un  minimum  de  température  critique  que  si  tt  >  '/u)- 

Il  est  aisé  de  faire  voir  que  Ton  a  toujours 

(3  \/  V^^f  ^  2  ^~T^' 

si  7r>  74-  ^^  effet,  l'inégalité  précédente  conduit  à 

(3i/T-l)2>4v/',r(2K,r-l), 

C.  à  d.  à  ;r  —  2^/  tt  -{-  l'^  0,  ce  qui  est  toujours  vrai. 

Nous  arrivons  ainsi,  pour  7r>  74^  **^^  conclusions  suivantes: 
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S'il  y  a  un  minimum  de  fempéralure^  on  a  aussi  ^3  >  ^r,,  mais  V inverse 
na  pas  nécessairement  lieu)',  si  Ton  n'a  pas  ^3l>  ;r,,  il  n'y  vl  pas  non 
plus  de  minimum  de  l^x  (mais  encore  une  fois  Tinverse  n'est  pas  néces- 
sairement vrai). 

Si  T  était  <;  Vi^  ^^  \\2L[nQ,\i  jamais  x^  >  a?, ,  et  l^x  ne  serait  mini- 
mum que  si  Finégalité  (3)  était  vérifiée,  à  condition  que  tt  >  '/j^.  Mais 
ce  cas  exceptionnel,  où  la  valeur  de  tt  reste  au-dessous  de  '/i  ^n  même 
temps  que  ^  >  1 ,  ne  se  présentera  sans  doute  que  très  rarement. 

Il  résulte  donc  clairement  de  ce  qui  précède,  que  les  deux  conditions 
coïncident  souvent,  mais  pas  toujours. 

Je  prendrai  comme  exemple:  éther  +  H'^0, 

^       :,  .  1    .       273  +  364        ,  ^^  195       ,  ,, 

On  a  dans  cet  exemple  ù  =  ^73  4.  195  =  ^>^^'  '^'^~^^   '     ' 

l    T  =  2,35.  Le  second  membre  de  (3)  devient  donc  =  ^-^  =  1,39. 

ûO,0 

Comme  on  a  donc  è  <  1,3^;  il  y  ^^^^  ^^  minimum  de  température 
critique,  donc  aussi  x^  >  ^1  suivant  la  règle  précédente.  Et  en  effet  le 
second  membre  de  (5)  =  1,46;  or  ^  <C  1,39,  de  sorte  qu'a  fortiori 
ù  <  1,46. 

Ce  résultat  est  conforme  à  la  réalité,  puisque  la  pression  du  système 
des  trois  phases  est  plus  grande  que  la  tension  de  vapeur  de  Téther. 

Prenons  maintenant  C^H^  +  H^O. 

Dans  ce  système  on  a  trouvé  que  la  pression  du  système  des  trois 
phases  était  plus  petite  que  la  tension  de  vapeur  de  C^  H^.  Or  exami- 
nons si  l'inégalité  (5)  ferait  prévoir  cette  circonstance.  Comme 
.       273  +  364      „_  195         .  «^       ,  o  aq 

^=  273T35"  =  ^'^^'""^  4572  =  ^^'^^'  ^   '^  =  ^'^^^  "'^  ^'"^^^ 

pour T  la  valeur  1,36.    On  voit  que  maintenant  2,07  n'^est  pas 

^        ^\/'7r — 1 

<C  1,36,  de  sorte  que  la  règle  se  trouve  de  nouveau  vérifiée. 

D'après  la  règle  précédente  on  n'a  pas  non  plus,  dans  ce  cas,  de 

minimum  de  température  critique.  Le  second  membre  de  (3)  devient 

35  9 
maintenant  — '-  =  1,31,  et  2,07  est  encore  moins  <C  1,31  que  <C  1,36. 

Les  deux  exemples  précédents  sont  des  représentants  du  premier  type 
principal,  où  une  courbe  de  plissement  s'étend  de  Cj  vers  A  et  une 
autre  de  C3  vers  Cq. 

Le  lecteur  aura  remarqué  que  Teau  est  ici  la  seconde  composante . 

ABCHIVES  NÉERLANDAISES,   SÉBIE  n.   TOME   XI.  16 
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C'est  uue  substance  fort  anormale,  mais,  comme  dans  le  voisinage  de 
a?  =  0 ,  où  nous  avons  appliqué  les  deux  règles  précédentes,  la  phase 
liquide  est  presque  exclmivement  constituée  par  de  Véiher  (ou  C^  H^), 
Teau  qu'elle  contient  s'y  trouve  dans  un  état  de  dilution  tel  qu'on  peut 
la  considérer  comme  parfaitement  normale. 

Pour  être  complet ,  je  mentionnerai  encore  que  deux  autres  exemples, 
qui,  avec  les  deux  premiers,  sont  pour  ainsi  dire  les  seuls  exemples  du 
type  I  que  Ton  connaisse,  ou  plutôt  que  l'on  ait  étudiés,  suivent  aussi 
la  règle  eu  question. 

^OMxC'll'  -\- ClPOU  ows^noiOimmQwiù  =^  1,69,  7r=  1,(53;  comme 
on  a  donc  sensiblement  tt  =  6 ,  il  est  imjmasible  que  x^  soit  >•«•, .  Pour 
SOI  _|_  J12Q  ^=1,49,  TT  =-  2,47,  v'tt  =  1,57,  de  sorte  que  le  second 
membre  de  (5)  =  1,15.  Et  comme  1,49  ;/V*//;a*<ll,15,  on  n'a  pas 
a?3  >  a?, .  Cela  implique  de  nouveau  qu'il  n'y  a  pas  de  minimum  de 
température  critique. 

Ainsi  donc  le  fait,  que  des  quatre  mélanges  (?•  H^  -\-  CH^OH, 
C^H^  +  H^O,SO^-{-  IPO  et  éther  +  H^  0,  le  dernier  seul  présente 
une  pression  du  système  des  trois  phases  plus  grande  que  les  tensions  de 
vapeur  des  deux  composantes,  est  absolument  d'accord  avec  les  déduc- 
tions théoriques  précédentes. 

3.  Examinons  maintenant  brièyement  le  troisième  point,  c.  à.  d.  les 
rapports  connodaux.  Les  figures  ci-jointes  rendent  superflues  de  longs 
déveloj)pements.  J'ai  déjà  indiqué  dans  mon  travail  antérieur  ')  ce  qu'il 
y  a  d'essentiel  dans  cette  question,  eu  renvoyant  aux  mémoires  bien 
connus  de  M.  Korteweg  pour  ce  qui  regarde  l'allure  au  voisinage  des 
points  i2,  et  R^^  et  à  deux  communications  de  M.  van  der  Waals 
pour  les  points  i?,  ci  R\  du  troisième  type  principal. 

J'y  ajouterai  maintenant  que  M.  van  der  Waals  a  complété  récem- 
ment 2)  ses  considérations  antérieures  relatives  à  ce  3*^  type,  conformé- 
ment à  ce  que  M.  Korteweg  a  déjà  déduit  à  ce  sujet  il  y  a  14  ans 
(1.  c.  pp.  316  à  318,  figg.  30  à  35).  J'ai  reproduit  cette  allure  de  trans- 
formation dans  mes  figg.  9,  10  et  11  (PL  I),  en  la  mettant  en  rapport 
avec  mes  considérations  antérieures,  relatives  à  raliure  de  la  courbe  de 
plissement.  C'est  ce  que  j'ai  fait  aussi  pour  les  autres  cas. 

^)  Loc.  cit.  aa   bas  de  la  page  391  et  au  haut  de  392;  au  bas  de  la  page 
399  et  au  haut  de  400  ;  au  milieu  de  404. 
■)  Ces  Archives,  (2),  10,  483,  1905. 
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a,  T^pe  principal  I  (figg.  1  à  6). 

La  fig.  1  représente  ia  transformation  continue  du  pli  principal  (trans- 

T 

versai)  quand  la  température  s'abaisse  de  t  =  —  =  2,37  en  C^  jusqu'à 

0,80.  (Ces  valeurs  numériques  se  rapportent  au  cas  spécial  A,  =0^; 

mais,  quand  b^  ^  b^,  les  circonstances  ne  sont  modifiées  qu'au  point  de 

vue  numérique^  ainsi  que  je  Tai  fait  voir  dans  mon  mémoire  publié  dans 

les  Arch,  Tei/ler).   Tq  est  la  température  au  point  Cq,  et  a  été  prise 

T. 
comme  unité.  6  =•  J*  est  ici  égal  à  4  (voir  à  propos  de  ces  données  et 

des  autres  mon  dernier  travail  dans  ces  Archives). 

Le  point  de  plissement  P  est  fortement  déplacé  du  côté  des  petits 
volumes;  il  y  a  toujours  équilibre  entre  une  phase  gazeuse  3  et  une 
phase  liquide  2,  qui  est  relativement  riche  en  la  2™°  composante.  Aux 
petits  volumes,  la  phase  gazeuse  3  est  pratiquement  identique  avec  une 
phase  liquide,  mais  le  passage  est  graduel.  (Les  bords  des  plis  en  pro- 
jection Vj  ;r,  tracés  en  trait  plein,  sur  lesquels  reposent  les  droites  de 
jonction  des  noeuds  correspondants,  représentent  partout  les  lignes 
connodales;  les  lignes  pointillées  sont  les  lignes  spinodales;  la  ligne  de 
plissencient  est  indiquée  par  des  croix). 

La  figure  représente  les  lignes  connodales  pour  r  =  1,6  et  t  =  1. 
Quand  r  s'abaisse  un  peu  au-dessous  de  1 ,  p.  ex.  quand  r  prend  la 
valeur  0,98,  il  apparaît  une  ligne  connodale  fermée  autour  de  6^,  et 
voisine  de  ce  point,  taudis  que  la  grande  courbe  connodale  se  déplace, 
son  point  de  plissement  allant  vers  (7y.  Pour  t  =  0,97  les  deux  plis  se 
rencontrent  en  un  poi?if  rk  plissement  double  homogène  *).  A  des  tempé- 
ratures plus  basses  encore,  on  a  atlaire  à  un  pli  ouvert,  pour  lequel  les 
deux  branches  de  la  ligne  connodale  sMcartent  Tune  de  l'autre,  en 
allant  l'une  vers  la  droite,  l'autre  vers  la  gauch§.  On  les  voit  repré- 
sentées pour  T  =  0,8.  Jusqu'aux  pressions  les  plus  hautes  x^  et  x^  sont 
différents,  et  il  n'est  plus  possible  de  mélanger  par  pression,  en  une 
phase  liquide  homogène  unique,  les  deux  phases  2  et  3.  Pour  des 
valeurs  de  Ty  comprises  entre  T^  et  0,97  l\y  Thomogénéité,  atteinte  à 
une  certaine  pression,  assez  élevée,  est  troublée  à  une  pression  plus 


^)   Dans  la  fig.  1  les  deux  courbes  spinodales  semblent  s'entretoucher  au 
point  donble;  en  réalité  il  y  a  intersection. 

16* 


234  J.  J.  VAN  LAAE. 

élevée  eucore,  après  quoi  les  deux  phases  se  séparent  de  plus  en  plus, 
jusqu'à  une  certaine  limite. 

La  fig.  2  représente  un  moment  important.  A  r  =  0,63  la  ligne 
spinodale  touche  en  R^  la  ligne  de  plissement  C,  ^ ,  et  à  partir  de  ce 
moment  il  commence  à  se  former,  à  Vintérieur  de  la  ligne  connodale 
proprement  dite,  une  nouvelle  ligne  connodale  fermée,  dont  la  forme 
est  donnée  par  la  fig.  3  (t  =  0,62).  La  ligne  spinodale  touche  deux 
fois  cette  courbe  isolée,  notamment  aux  points  de  plissement /?  et /?' 
(tout  ceci  a  déjà  été  décrit  en  détail  par  M.  Kouteweg  1.  c),  qui  pour 
T  =  0,63  coïncident  en  R^  en  formant  un  „point  double  hétérogène'^  \ 
Mais  cette  ligne  connodale  ne  fournit  pas  encore  d'équilibres  réalisables, 
puisque  sur  la  surface  ;p  cette  courbe  est  située  au-dessiu  du  plan  tan- 
gent à  la  connodale  proprement  dite,  qui  détermine  les  phases  3  et  2. 

La  fig.  3  a  donne  une  représentation  agrandie,  schématique,  de  cette 
courbe  connodale  isolée,  où  quelques  droites  figureut  les  équilibres 
„cachés'',  irréalisables.  Les  points  a  et  a  et  de  même  les  points  b  et  U 
sont  des  noeuds  conjugués.  La  „queue''  en  b'  est  toujours  tournée  du 
coté  du  ])oiiit  de  plissement  (qui  a  déjà  disparu  ici)  du  pli  principal;  la 
„pointe''  en  a  est  située  du  coté  opposé. 

Remarquons  que  Tallure  de  la  courbe  spinodale,  telle  qu'elle  est  des- 
sinée dans  les  figg.  3  et  3«,  implique  que  cette  courbe  touche  la  courbe 
de  plissement  de  la  façon  particulière,  représentée  fig.  2.  La  partie 
supérieure  tombe  notamment  dans  le  voisinage  immédiat  de  iZ,  h  la 
gauche  de  la  tangente  commune;  la  partie  inférieure  tombe  h  droite, 

A  une  température  un  peu  plus  basse  encore,  t  =  0,61  dans  notre 
exemple  (fig.  4),  la  connodale  isolée  louche  (en  M)  la  connodale  propre- 
ment dite,  et  à  partir  de  ce  moment  un  des  nouveaux  points  de  plisse- 
ment, p  notamment,  devient  le  point  de  plissement  d'un  nouveau  pli 
latéral,  qui  surgit  donc  du  pli  principal.  Voyez  p.  ex.  la  fig.  5,  pour 
laquelle  t  =  0,60..  Le  point  p  est  encore  toujours  irréalisable,  et  il 
le  reste  d'ailleurs  jusqu'au  zéro  absolu,  oi\  la  courbe  de  plissement 
aboutit  en  A,  Par  contre,  tous  les  points  de  plissement  P,  depuis  M 
jusqu'en  C^,  sont  des  points  de  plissement  réalisables  du  nouveau  pli. 

')  Il  est  à  peine  nécessaire  de  dire  qu^à  la  température  de  la  courbe  spinodale 
et  connodale  considérée  il  ne  correspond  qu'un  seul  point  de  la  courbe  de 
plissement;  après  le  contact  en  7?^  il  en  correspond  deux.  Tous  les  autres  points 
de  la  projection  de  la  courbe  de  plissement,  dessinée  en  entier,  correspondent 
à  d'autres  températures,  soit  plus  basses,  soit  plus  élevées. 
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Daus  la  fig.  4  la  phase  3  commence  à  se  s(^parer  en  deux  nouvelles 
phases,  la  véritable  phase  gazeuse  3  et  une  nouvelle  phase  liquide  1, 
contenant  une  forte  proportion  de  la  l*^*""®  composante  du  mélange.  11 
y  a  une  ligne  de  trois  phases,  commencement  d'un  triangle  de  trois  phases 
(  voir  fig.  5),  qui  subsiste  maintenant  jusqu'aux  températures  les  pi  us  basses. 

On  voit  aussi  dans  la  fig.  5  quelle  est  à  présent  sur  la  surface  \^ 
l'allure  de  la  courbe  connodale,  primitivement  continue,  mais  maintenant 
interrompue  aux  sommets  1  et  3  du  triangle  des  trois  phases.  A  cette 
allure  correspond  la  „crête"  de  la  courbe  connodale  en  2. 

A  T  =  0,59  le  nouveau  point  de  plissement  P  atteint  la  température 
critique  la  plus  basse  C, ,  et  à  partir  de  ce  moment  le  pli  latéral  reste 
ouvert  du  côté  de  a:  =  0  jusqu'aux  températures  les  plus  basses. 

Pour  ne  pas  multiplier  les  figures  je  n'ai  pas  donné  la  représenta- 
tion j9,  X. 

La  fig.  6  est  la  représentation  des  courbes  de  plissement  dans  le  dia- 
gramme py  T,  Il  importe  de  remarquer  ici  qu'en  72,,  oïl  la  courbe 
spinodale  touche  la  connodale  (voir  fig.  2),  la  courbe  C^A  présente  un 
point  de  rebroussement.  C'est  ce  que  nous  démontrerons  encore  plus 
tard.  Ainsi  que  je  l'ai  déjà  fait  voir  dans  mon  travail  précédent,  la 
pression  p  qh  A^  oia  T==0,  tend  vers  —  ^7 pi.  (Cette  déduction  s'ap- 
plique évidemment  aussi  au  cas  général  où  i  ^  0).  En  comparant  la 

fig.  6  avec  la  figure  4,  on  constate  que  le  point  Jf,  où  commence  le 
triangle  des  trois  phases,  correspond  à  une  température  inférieure  à 
celle  de  R^ .  Si  la  pression  des  trois  phases  est  comprise  entre  les  ten- 
sions de  vapeur  des  deux  composantes  (les  lignes  en  trait  plein,  partant 
de  C,  et  Cj,  itprésentent  les  courbes  de  tension  de  vapeur),  en  d'autres 
termes  si  x^"^  x^,  on  se  trouve  dans  le  cas  de  la  fig.  6;  mais  si  J?3>;r,, 
de  sorte  que  la  pression  du  système  des  trois  phases  est  plus  élevée  que 
les  tensions  de  vapeur  des  deux  composantes,  on  a  affaire  à  la  fig.  6a. 
La  courbe  C^R  présente  alors  un  minimum.  (Dans  ces  figures  la  courbe 
de  pression  du  système  des  trois  phases  est  indiquée  par  AAA). 

h.  Type  principal  II, 

Après  l'exposé  précédent  on  comprendra  aisément,  sans  l'aide  de 
figures,  quels  sont  pour  ce  deuxième  type  les  rapports  connodaux.  A 
une  température  un  peu  plus  basse  que  R^,  où  la  courbe  spinodale 
touche   de  nouveau  la  courbe  de  plissement  (maintenant   CqA),  il 
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apparaît  de  nouveau  un  équilibre  entre  trois  phases.  Ce  n'est  pas  à 
présent  la  phase  3  qui  se  sépare  en  3  et  1,  comme  ])Our  le  type  I,  mais 
c'est  la  phase  liquide  2  qui  en  forme  deux,  2  et  1.  De  même  que  pour 
le  type  I  les  points  de  plissement  étaient  irréalisables  depuis  M  (entre 
i2,  et  C,  )  jusqu'en  A  (voir  aussi  fig.  6),  ce  sont  ici  aussi  les  points 
depuis  M  (maintenant  situé  entre  R^  et  Cq)  jusqu'à  A,  Le  système  des 
trois  phases  qui  a  pris  naissance  se  conserve  jusqu'aux  températures  les 
plus  basses.  Tout  comme  pour  le  type  I  il  se  présente  ici  le  phénomène 
d'une  température  critique  minima  au  voisinage  de  Cq,  A  des  tempéra- 
tures plus  basses  que  T=  0,96  T^^  il  n'est  plus  possible  de  mélanger 
par  une  pression,  quelque  grande  qu'elle  soit,  les  deux  phases  liquides 
1  et  2  en  une  seule  phase  homogène. 

J'ai  omis  également  les  courbes  j!?,  x^  mais  ou  trouve  fig.  7  la  repré- 
sentation jo,  T.  Ici  la  pression  du  système  des  trois  phases  est  comprise 
entre  les  deux  courbes  de  tension  de  vapeur,  de  sorte  qu'au  bord ,  pour 
a?  =  0 ,  a'g  <C!  ^i . 

c.   Type  yrïnclpal  LLL 

Je  m'occuperai  à  une  autre  occîusion  de  la  possibilité  de  réaliser  ce 
type  par  des  mélanges  de  substances  normales.  Quand  il  se  présente 
(p.  ex.  dans  les  mélanges  de  C^R^  et  C^H^OH^  triéthylamine  et  eau, 
etc.),  la  ligne  de  plissement  C^C^  a  la  forme  indiquée  fig.  8. 

Quand  on  part  de  la  température  critique  la  plus  élevée  Cj,  en  allant 
vers  des  températures  plus  basses,  il  apparaît  encore  une  fois  un  point 
de  plissement  double  à  la  température  indiquée  par  ^^3,  et  à  une  tempé- 
rature un  peu  plus  basse  encore  on  obtient  une  ligne  connodale  isolée, 
comme  dans  la  fig.  3.  Cela  continue  ainsi  jusqu'à  ce  qu*^à  t^  la  courbe 
fe  rmée  commence  à  émerger,  en  M'\  de  la  connodale  proprement  dite 
d  u  pli  principal,  et  en  même  temps  la  phase  3  se  sépare  en  3  et  1 
comme  dans  la  fig.  4.  Cette  séparation  à  /^  même  est  représentée  fig.  9. 
Tout  comme  dans  la  tig.  5  il  s'est  ])roduit  un  équilibre  entre  trois 
phases.  L'allure  des  diverses  courbes  connodales  est  encore  identique- 
ment la  même  que  dans  le  cas  analogue  de  la  fig.  5,  seulement,  dans 
ce  dernier  cas,  le  point  de  plissement  P  du  ])li  principal  avait  déjà  dis- 
paru. Ainsi  que  je  l'ai  dit  plus  haut,  cette  allure  a  déjà  été  indiquée  par 
M.  KoKTKWEG ,  et  M.  VAN  DKii  Waals  l'a  acceptée  dans  son  travail  sur 
la  transformation  d'un  pli  principal  en  pli  latéral,  et  inversement. 
Mais  nous  allons  voir  que  l'existence  de  cet  équilibre  entre  trois 


SUR  l'alluee  des  courbes  spinodales,  etc.  237 

phases  n'est  pas  de  longue  durée.  A  une  température  f^,  un  peu  plus 
basse  encore,  il  s'opère  (voir  fig  10)  une  transformation  très  importante, 
également  indiquée  par  M.  Korteweg  (1.  c.  p.  318,  fig.  34)  et  plus 
tard  par  M.  van  dkr  Waals  (1.  c).  Les  lettres  a,  b,  (?,  rfet  a,  U ,  c  y  (t, 
placées  dans  la  fig.  9,  font  clairement  ressortir  la  transformation  quand 
on  compare  les  figures. 

Un  peu  plus  tard  encore,  à  t^  (fig.  11),  les  rôles  sont  intervertis:  le 
pli  latéral  de  la  fig.  9  est  devenu  pli  principal,  et  inversement  le  pli 
principal  est  devenu  pli  latéral.  Remarquons  que  la.  „ queue''  en  b  est 
toujours  tournée  du  coté  du  pli  principal,  tout  comme  dans  les  figg.  9 
et  11.  La  „crête"  a  également  changé  de  place  par  la  transformation 
delà  fig.  10. 

A  des  températures  plus  basses  encore,  la  transformation  reprend  son 
allure  normale.  Il  arrive  un  moment,  à  /g  (fig-  ^)>  où  la  courbe  conno- 
dale  isolée  de  la  fig.  1 1  disparaît  dans  la  connodale  proprement  dite  du 
pli  principal.  Cette  disparition  a  lieu  en  M'  et  en  même  temps  s'éva- 
nouit l'équilibre  entre  trois  phases,  dont  l'existence  a  donc  été  passa- 
gère. Les  deux  phases  1  et  2  sont  rede venues  identiques  et  il  ne  reste 
plus  qu'une  coexistence  de  3  et  2,  comme  auparavant,  et  comme  pour 
le  type  II  avant  M  au  voisinage  de  R^.  Le  point  de  plissement  P  du 
pli  principal  subsiste  encore  pendant  quelque  temps,  mais  ne  tarde  pas 
à  disparaître  à  son  tour  (en  C,  )  ').  Passé  M'  la  connodale  fermée  reste 
encore  pendant  quelque  temps  à  Tintérieur  de  la  connodale  proprement 
dite,  devient  de  plus  en  plus  petite  et  finit  par  disj)araître  en  R^,  oil 
la  courbe  spinodale  touche  encore  une  fois  la  courbe  de  plissement 
(/g  fig.  8).  La  température  ^,q  est  la  plus  basse  des  deux  températures 
critiques  des  composantes,  celle  de  C|  ;  à  des  températures  plus  basses 
encore,  on  commence  à  se  rapprocher  peu  à  peu  de  la  deuxième  ligne 
de  plissement  C^A. 

A  /, ,  il  y  a  pour  la  troisième  fois  contact  entre  la  ligne  spinodale 
et  la  ligne  de  plissement,  savoir  sur  la  branche  C^A.  A  une  tempéra- 
ture un  peu  plus  basse  encore,  en  M ,  il  se  présente  de  nouveau  un 
équilibre  entre  trois  phases,  par  une  nouvelle  séparation  de  2  en  1  et  2, 


*)  Il  peut  arriver  aussi  que  la  température  de  /?,'  (et  M')  est  plus  basse 
que  celle  de  C,.  Tel  est  en  eflet  le  cas  pour  les  mélanges  dont  il  a  été  question 
ci-dessus.  Le  point  JP  du  pli  principal  a  déjà  disparu  avant  la  coïncidence  de 
1  et  2  en  M'. 
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et  maintenant  la  séparation  est  définitive,  jusqu'aux  plus  basses  tempé- 
ratures. Tout  ceci  est  identique  à  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  le 
cas  du  type  II. 

Ce  qui  est  important,  à  un  point  de  vue  théorique,  dans  ce  troisième 
type  principal  (très  anormal),  c'est  qu'après  la  coïncidence  des  deux 
phases  liquides  1  et  2  en  M'  (f-^)  un  abaissement  suffisant  de  la  tempé- 
rature doU  produire  de  nouveau  la  séparation  de  la  phase  liquide  homo- 
gène en  deux  autres,  notamment  en  M,  un  peu  au-dessous  de  H^  (voir 
aussi  fig.  12). 

Remarquons  encore  que  le  point  M  des  figg.  4  et  6,  et  aussi  dans  la 
fig.  7,  constitue  une  limite  de  miscihiliié  supérieure ,  c.  à  d.  qu'à  des 
températures  plm  élevées  que  celle  qui  correspond  à  ce  point  les  deux 
phases  8,1  ou  2,1  forment  une  phase  homogène.  Il  en  est  de  même  des 
points  M  et  M"  des  figg.  8  et  12.  Au-dessus  de  la  température  de  M 
ce  sont  1  et  2,  au-dessus  de  celle  de  J/"  de  nouveau  1  et  3  qui  coïn- 
cident. Mais  là  le  point  M'  est  une  limite  de  miscibilité  inférieure  y 
car,  à  des  températures /?^i«  basses  que  celle  de  M\  les  phases  1  et  3, 
qui  sont  séparées  à  des  températures  plus  hautes,  forment  une  seule 
phase  homogène. 

Pour  la  courbe  de  plissement  C,  C^  du  troisième  type  (fig.  8),  aucun 
des  points  compris  entre  M",  un  peu  en  deçà  de  i?,,  et  Jf/  un  peu 
au-delà  de  R^^  n'est  réalisable.  Ces  points  forment  de  nouveau  la 
série  des  points  de  plissement  cachés  //,  indiqués  dans  les  figures  9  à  11. 

J*ai  encore  laissé  de  côté  les  représentations  /?,  x\ 

Dans  les  figg.  12  et  12«  j'ai  dessiné  pour  ce  type  les  représentations 
^,  r  de  la  courbe  de  plissement.  Qu'on  remarque  de  nouveau  les  trois 
points  de  rebroussement  7?,,  li^  et  R^',  Dans  la  fig.  12  la  pression  du 
système  des  trois  phases  est  comprise  entre  les  tensions  de  vapeur  des 
composantes;  dans  la  fig.  12a  elle  est  extérieure  à  ces  deux.  Dans  cette 
dernière  figure,  tout  comme  dans  6^,  l'allure  de  C^Ry  est  rétrograde. 


LE     TÉLÉCARDIOGRAMME 

PAR 

W.   EINTHOVEN.  ') 

(Avec  34  figures  dans  le  texte  et  une  planche). 


Messieurs, 

L'examen  des  phénomènes,  dont  nous  allons  nous  occuper  aujourd'hui, 
repose  sur  l'emploi 
d'un  instrument  de 
mesure  électrique , 
le  galvanomètre  à 
corde  ^). 

Cet  instrument 
consiste  essentielle- 
ment en  un  mince  fil 
de  quartz  argenté 
(.'/^i ,  fig.  1),  tendu 
comme  une  corde 
de  violon  dans  un 
champ  magnétique 
très  intense,  formé 
entre  les  pièces  po- 
laires PP,  d'un  élec- 
tro-aimant. Dès  qu'un 


Fig.  1. 
courant  électrique  est  lancé  à  travers  la  corde. 


*)  Rédigé  d'après  deux  conférences  faites,  l'une  le  20  mai  1905  dansTAssem- 
blée  générale  de  la  Société  hollandaise  des  Sciences  (voir  le  programme  pour 
l'année  1905),  l'autre  le  7  novembre  de  la  même  année,  à  Amsterdam,  dans 
une  réunion  de  la  Société  de  physique,  de  médecine  et  de  chirurgie  (Genoot- 
sebap  voor  natuur-,  genees-  en  heelkunde). 

*)  Pour  les  détails,  voir  ces  Archives,  (2),  6,  625,  1901;  9,  186,  1904;  10, 
137,  1905;  10,  414,  1905.  Voir  aussi  Onder zoeking en  physioLlaborat.Leiden, 
2e  Reeks. 
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cette  dernière  subit  un  écart  dans  un  sens  perpendiculaire  aux  lignes 
de  force,  et  la  grandeur  de  cet  écart  est  proportionnelle  à  l'intensité  du 
courant. 

Pour  permettre  robservîitiou  de  cet  écart,  les  pièces  polaires  sont 
percées  chacune  d'une  ouverture,  par  où  passe  un  microscope;  l'un  des 

deux  microscopes 
(iï/,fig.  2)  sert  à  con- 
centrer la  lumière 
sur  le  fil  de  quartz, 
tandis  que  Tautre 
(J/,)  fournit  une 
image  fortement 
grossie  du  fil.  Cette 
image,  verticale 
comme  le  fil  lui- 
même  ,  est  tournée 
de  90°  autour  de 
la  ligne  de  foi  du 
microscope  de  pro- 
jection, au  moyen 
d'un  prisme  de 
verre,  taillé  spécia- 
lement dans  ce  but;  Timage  prend  ainsi  une  position  horizontale.  Elle 
est  projetée  sur  un  écran  avec  une  fente  verticale,  derrière  laquelle  une 
plaque  photogra])hique  se  meut  avec  une  vitesse  uniforme  dans  une  direc- 
tion horizontale.  Le  mince  faisceau  lumineux  qui  traverse  la  fente  est 
rendu  plus  net  encore  par  une  lentille  cylindrique,  convenablement  pla- 
cée, qui  projette  sur  la  plaque  une  raie  lumineuse,  large  de  0,05  mm.  et 
haute  de  50  mm.  Cette  raie  est  interrompue  par  un  espace  obscur,  dont  la 
hauteur,  correspondant  à  la  largeur  de  l'image  de  la  corde,  atteint  1,5  à 
2  mm.  Cet  espace  obscur,  en  se  déplaçant  vers  le  haut  ou  vers  le  bas, 
décrit  les  tracés  que  Ton  veut  obtenir  et  dont  la  netteté  laisse  fort  peu  à 
désirer,  comme  on  peut  en  juger  par  les  reproductions  ci-jointes  *). 


¥vr.  2. 


^)  Les  ficrures  ont  été  reproduites  par  la  photographie.  Comme  il  est  évident 
qu'au  poiat  de  la  finesse  elles  ne  sauraient  concourir  avec  les  photographies 
originales,  je  donnerai  volontiers  des  épreuves  positives  de  ces  dernières  à  qui- 
conque m'en  exprimera  le  désir. 
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Mieux  que  tout  autre  instrument,  le  galvanomètre  à  corde  nous  per- 
met d'étudier  les  phénomènes  électriques  du  cœur  humain.  Le  cœur, 
battant  dans  notre  cori)s,  développe  à  chaque  contraction  un  courant  élec- 
trique, qui  est  conduit  vers  toutes  les  parties  de  notre  organisme,  p.  ex. 
vers  nos  mains  et  vers  nos  pieds.  11  suffit  de  raccorder  le  galvanomètre 
avec  les  deux  mains,  ou  avec  une  main  et  un  pied  d'une  personne, 
pour  observer  un  écart  de  la  corde  à  cliaque  battement  du  cœur. 

On  voit  dans  la  fig.  3  une  reproduction  d'une  courbe  qui  a  été  tracée 
par  la  corde,  pendant  que  le  galvanomètre  était  mis  en  communication 
avec  les  deux  mains  d'une  personne.  Cette  courbe,  qui  est  l'expression 
exacte  du  mouvement  électrique  dans  le  cœur  et  qui  peut  nous  donner 
des  renseignements  sur  la  façon  dont  cet  organe  travaille,  a  reçu  le  nom 
à! élecfrocardiogra  w  me  '  ) . 


Fig.  3. 
V.  I).  W.  —  Dérivation  de  la  main  gauche  à  la  main  droite. 

Dans  cette  figure,  l'électrocardiogramme  est  représenté  dans  un 
système  de  coordonnées  2),  consistaut  en  un  réseau  de  millimètres  carrés. 
Les  traits  horizontaux,  ou  abscisses,  s'obtiennent  en  plaçant  en  avant 
de  la  plaque  photographique,  et  tout  près  de  celle  ci,  une  échelle  en 
verre  verticale,  divisée  en  millimètres,  de  sorte  que  les  ombres  nettes 
des  traits  de  division  tombent  sur  la  plaque;  tandis  que  les  traits  ver- 


^)  Les  courants  électriques  accompagnant  les  battements  d'un  cœur  de  gre- 
nouille ont  été  démontrés  pour  la  première  fois  par  MM/A.  Kôf.ijker  et  H.  Mûller  ; 
pour  le  coeur  humain  ils  ont  été  montrés  pour  la  première  fois  par  M.  Auo. 
D.  Waller.  Pour  de  plus  amples  détails  relatifs  à  la  bibliographie  ancienne, 
je  renvoie  à  la  dissertation  de  M.  W.  T.  de  Vooel,  Leyden,  1893.  On  trouve 
des  publications  plus  récentes  dans  Pkluger's  Archiv,  f.  d.  (jes.  Physiol,  1895 
et  1900,  et  dans  Onderzoekitujen  physiol.  laborat.  Leidcn^  2o  Reeks. 

*)  Voir  S.  Garten,  Abhandl.  d.  K.  Sàchs.  Gesellscli.d.  Wissensch,  zu  Leipzig ^ 
Math.  phys.  Kl.  26,  n°.  5,  1901. 
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ticaux,  ou  ordonnées,  s'obtiennent  par  une  espèce  de  roue,  tournant 
d'un  mouvement  uniforme,  dont  les  rayons  interceptent  par  intermit- 
tences la  lumière  qui  tombe  sur  la  plaque.  Dans  nos  photographies  il 
est  toujours  fait  en  sorte  que  la  distance  des  ordonnées  soit  à  peu  près 
la  même  que  la  distance  des  abscisses.  De  cinq  en  cinq  les  traits  sont 
rendus  un  peu  plus  gros.  Cette  dernière  particularité  du  système  de 
coordonnées  s'obtient  aisément  en  renforçant  quelque  peu,  de  cinq  en 
cinq,  les  traits  sur  Téchelle  de  verre  disposée  devant  la  plaque;  de 
même  les  rayons  du  disque  tournant  sont  rendus  un  peu  plus  épais  de 
cinq  en  cinq. 

Dans  la  fig.  3  un  mm.  en  abscisse  correspond  à  0,04  sec,  et  un  mm. 
en  ordonnée  représente  une  différence  de  i)otentiel  de  10~*  volts  entre 
le^  pôles  du  galvanomètre  '). 


0 


Fig.  4. 

Afin  de  pouvoir  discuter  aisément  la  forme  de  T électrocardiogramme, 
je  représenterai  par  des  lettres  les  divers  sommets  de  la  courbe.  Dans 
la  figure  schématique  fig.  4,  nous  distinguons  les  cinq  sommets  P,  Q, 
ffi,  S  et  T.  Le  premier  sommet  P  correspond  seul  à  la  contraction  des 
oreillettes,  tandis  que  les  quatre  sommets  suivants  représentent  le 
mouvement  électrique  produit  par  la  systole  des  ventricules.  Ces  som- 
mets peuvent  diff'érer  assez  notablement  quant  à  la  forme  et  la  hauteur, 
tant  par  le  sujet  examiné  que  par  les  endroits  d'où  dérive  le  courant. 

Nous  reproduirons  maintenant  quatre  électrocardiogrammes,  pris 
successivement  chez  une  même  personne,  mais  dans  quatre  circonstances 
différentes  de  dérivation  du  courant.  Pour  rendre  comparables  entr'elles 
les  courbes  ainsi  obtenues,  il  a  été  fait  en  sorte  que  la  partie  du  corps 


')  Sauf  indication  contraire,  il  en  est  de  même  pour  toutes  les  autres  figures. 


^— ^ 
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qui  prend  le  potentiel  de  la  base  du  cœur  ou  du  cœur  droit  fût  tou- 
jours reliée  au  même  pôle  du  galvanomètre,  et  à  l'autre  pôle  la  partie 
du  corps  qui  prend  le  potentiel  de  la  pointe  du  cœur,  ou  du  cœur 
gauche.  Quand  la  première  partie  prend  passagèrement  une  charge 
négative  par  rapport  à  Tautre  il  se  forme  dans  T électrocardiogramme 
un  sommet  dirigé  vers  le  haut. 

La  vitesse  du  mouvement  de  la  plaque  photographique  et  la  sensi- 
bilité du  galvanomètre  sont  réglées  de  telle  manière  que,  dans  toutes  les 
épreuves,  1  mm.  en  abscisse  correspond  à  0,04  sec.  et  1  mm.  en 
ordonnée  h  une  différence  de  potentiel  de  0,1  millivolt. 

Dans  la  fig.  5  j'ai  reproduit  le  premier  des  quatre  électrocardio- 
grammes; le  courant  venait  des  deux  mains.  Au  premier  coup  d'oeil  la 


m 


i 
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Fig.  5. 
M.  —  Dérivation  de  la  main  gauche  à  la  main  droite. 


fig.  5  ressemble  à  Télectrocardiogramme  de  la  fig.  3;  mais  ils  provien- 
nent de  personnes  différentes,  et,  en  y  regardant  de  près,  on  reconnaît 
facilement  des  différences  entre  les  deux  cardiogrammes.  Ainsi  p.  ex. 
le  sommet  T,  comparé  au  sommet  i^,  est  nettement  plus  haut  dans  la 
fig.  5  que  dans  la  fig.  3;  dans  la  fig.  5  surtout  le  sommet  S^  dirigé 
vers  le  bas,  s'abaisse  plus  loin  au-dessous  de  la  position  d'équilibre 
et  il  est  beaucoup  plus  net  que  dans  la  fig.  3.  En  somme,  avec  un 
peu  d'exercice,  l'analyse  quelque  peu  détaillée  des  courbes  permet  de 
distinguer  les  personnes  par  la  forme  de  leur  électrocardiogramme. 

Je  ne  puis  manquer  d'attirer  ici  l'attention  sur  une  particularité  qui 
paraît  se  présenter  dans  tous  les  électrocardiogrammes,  savoir,  que  dans 
le  dernier  sommet  7'  la  branche  ascendante  est  moins  abrupte  que  la 
branche  descendante.  Un  sommet  d'une  telle  forme  ne  s'observe  ni  dans 
un  sphygmogramme,  ni  dans  un  myogramme,  ni  même,  pour  autant 
que  je  sache,  dans  aucune  autre  courbe  physiologique. 
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Quand  on  obtient  le  courant  en  reliant  les  deux  mains,  la  hauteur 
des  divers  sommets  est  assez  grande.  Par  contre,  quand  on  relie  le 
galvanomètre  aux  deux  pieds,  les  sommets  sont  beaucoup  moins  pro- 
noncés, comme  on  pouvait  s'y  attendre  d'ailleurs.  La  fig.  6  prouve 
qu'on  n'observe  plus  alors  que  deux  sommets,  dont  Tun  atteint  une 
hauteur  de  0,9  mm.,  et  l'autre,  à  peine  sensible,  0,1  mm. 


^mmfmmm^m^'^^ 
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Fig.  6. 
Dérivation  du  pied  gauche  au  pied  droit. 


Dans  la  troisième  manière  de  dériver  le  courant,  nous  faisons  usage 
de  la  main  droite  et  du  pied  gauche.  La  fig.  7  représente  Télectro- 
càrdiogramme  obtenu  dans  ces  conditions.  En  général  les  sommets  sont 
plus  élevés  que  dans  la  dérivation  par  les  deux  mains,  et  c'est  de  cette 
façon  que  Ton  obtient  d'ordinaire  les  plus  belles  courbes. 

Une  quatrième  dérivation  s'obtient  en  reliant  le  galvanomètre  à  la 
main  gauche  et  au  pied  gauche.  Dans  ces  conditions,  les  écarts  sont 


M:'W' 
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Fig.  7. 
Dérivation  de  la  main  droite  au  pied  gauche. 


généralement  plus  petits,  comme  on  peut  le  voir  sur  la  fig.  8;  mais 
ce  qu'il  y  a  de  plus  frappant  c'est  que  la  hauteur  relative  des  divers 
sommets  est  modifiée.  Le  sommet  S  s'abaisse  plus  loin,  tandis  que  le 
dernier  sommet  T  a  diminué  dans  une  plus  forte  mesure  que  les  autres. 
On  peut  même  constater  dans  les  électrocardiogrammes  de  plus  d'une 
personne  que  le  sommet  T  a  totalement  disparu  ou  est  devenu 
négatif. 
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Une  fois  que  Ton  connaît  les  courbes  obtenues  1°.  en  reliant  la  main 
droite  à  la  main  gauche,  2°.  en  reliant  la  main  droite  au  pied  gauche, 
il  doit  être  possible  de  dt^luire  de  ces  deux-là  la  courbe  résultant  d'une 
dérivation  par  la  main  gauche  et  le  pied  gauche.  Ce  calcul,  qui  est 
utile  non  seulement  pour  le  contrôle  de  la  précision  des  tracés,  mais 
encore  pour  Tidentification  des  sommets  qui  ont  été  représentés  par  la 
même  lettre  dans  les  diverses  courbes,  sera  traité  bientôt,  j'e^'^père,  dans 


Fig.  8. 
M.  —  Dérivation  de  la  main  gauche  au  pied  gauche. 

la  dissertation  d'un  de  mes  élèves.  On  y  verra  que  les  sommets  de  même 
nom  ne  sont  pas  absolument  identiques,  et  que  les  écarts  nous  per- 
mettent de  nous  faire  une  idée  de  la  façon  dont  les  sommets  prennent 
naissance. 

Pour  effectuer  le  calcul,  nous  nous  servons  de  courbes  enregistrées 


! 
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Fig.  9. 

M.  —  Dérivation  de  la  main  droite  au  pied  gauche. 

Absc.  1  mm.  =  0,01  sec;  ordon.  1  mm.  =  10~4  volts. 


avec  une  vitesse  du  tableau  d'enregist ration  quatre  fois  plus  grande. 
La  fig.  9  représente  une  pareille  courbe.  Elle  a  été  fournie  par  la  même 
personne  qui  a  donné  les  quatre  électrocardiogrammes  précédents,  en 
reliant  la  main  droite  au  pied  gauche.  Ici  encore  1  mm.  en  ordonnée 
correspond  à  10"\  volts,  mais  1  mm.  en  abscisse  correspond  mainte- 
nant à  0,01  sec.  La  distance  des  sommets  Q,  R  et  /S'est  assez  grande 
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pour  qu'il  soit  possible  de  déterminer  avec  une  précision  sufiBsante  le 
moment  exact  de  leur  apparition. 

La  vitesse  plus  grande,  dont  le  tableau  d'enregistration  est  animé, 
nous  permet  aussi  de  mieux  étudier  la  forme  de  chaque  sommet  en  par- 
ticulier. J'attire  spécialement  l'attention  sur  le  relèvement  accompagnant 
la  contraction  des  oreillettes;  ce  sommet  est  ici  bien  accusé,  ainsi  que 
cela  s'observe  très  souvent.  Par  contre,  dans  la  fig.  10,  qui  représente 
rélectrocardiogramme  d'une  autre  personne,  mais  pris  dans  des  condi- 
tions absolument  les  mêmes  d'ailleurs,  le  sommet  des  oreillettes  pi'ésente 
un  plateau  oii  Ton  remarque  encore  une  petite  dépression. 


On  peut  naturellement  s'attendre  à  ce  qu'un  cœur  malade  trace  un 
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Fig.  10. 
Th.  —  Dérivation  de  la  main  droite  au  pied  gauche. 
Absc.  1  mm.  =  0,01  sec;  ordon.  1  mm.  =  lO"**  volts. 

électrocardiogramme  d'une  autre  forme  qu'un  cœur  sain.  Cette  prévi- 
sion a  été  directement  confirmée  par  quelques  observations  prélimi- 
naires, faites  dans  mon  laboratoire.  Mais  le  nombre  des  cas  ainsi 
examinés  devait  évidemment  rester  fort  restreint,  puisque  le  transport 
des  malades  au  laboratoire  de  physiologie,  surtout  dans  des  cas  graves, 
n'était  pas  sans  difficulté.  Pourtant  il  fallait  multiplier  le  nombre  des 
observations;  pour  une  étude  quelque  peu  approfondie  des  maladies  du 
cœur  il  est,  en  effet,  nécessaire  que  les  recherches  s'étendent  sur  un 
grand  nombre  d'exemples. 

C'est  alors  que  M.  Bosscua  suggéra  l'idée  de  relier,  par  des  fils  con- 
ducteurs, à  l'hôpital  de  l'Université  de  Leyden,  le  laboratoire  de  physio- 
logie, où  est  établi  le  galvanomètre  difficilement  transportable.  De 
cette  manière  on  rendrait  possible  l'examen  des  malades  de  l'hôpital  au 
moyen  du  galvanomètre  du  laboratoire.  , 

xVfin  d'établir  jusqu'à  quel  point  cette  idée  était  susceptible  d'une 
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réalisation  pratique,  une  expérience  était  nécessaire  et  M.  le  Prof.  Place 
proposa  d'employer  pour  cette  expérience  le  subside  que  la  Société  Hol- 
landaise des  Sciences  destine  à  une  recherche  de  physiologie.  La  pro- 
position de  M.  Place  fut  approuvée  et  Texpérience  eut  lieu. 

A  première  vue  la  question  du  raccordement  électrique  parait  très 
simple.  En  effet,  les  courants  électriques  nous  apportent  journellement 
par  le  télégraphe  des  informations  de  tous  les  coins  de  la  terre.  Pour- 
quoi les  courants  provenant  du  cœur  ne  pourraient-ils  pas  être  conduits 
de  rhôpital  au  laboratoire?  En  réalité,  il  n'y  a  aucune  difficulté  quant 
au  principe;  mais  dans  Texécution  des  détails  on  se  heurte  pourtant  à 
un  certain  nombre  de  difficultés  d'ordre  pratique. 

Nous  nous  sommes  servis  d'une  paire  de  fils  du  réseau  téléphonique 
de  Leyden,  installé  d'une  façon  parfaite  par  MM.  Ribbink  et  van  Bobk. 
Les  fils  de  ce  réseau  s' étendent  en  partie  sous  le  sol,  en  partie  dans  Tair. 
Tandis  que  les  fils  souterrains,  fournis  par  la  maison  Fei^ten  et  Guil- 
LEAUME  à  Mûlheim  s.  1.  Bhin,  ne  laissaient  rien  à  désirer,  nous  avons 
reconnu  que  les  raccords  terminaux,  tendus  au-dessus  du  sol,  n'étaient 
pour  nous  d'aucun  usage. 

Des  fils  tendus  dans  Tair  ne  sont  jamais  absolument  immobiles.  Ils 
sont  toujours  animés  d'un  léger  mouvement  d'oscillation,  par  lequel 
ils  se  rapprochent  ou  s'écartent  irrégulièrement  l'un  de  l'autre.  Par  là 
ils  enferment  dans  leur  circuit  un  nombre  variable  de  lignes  de  force 
du  champ  magnétique  terrestre,  ce  qui  donne  naissance  à  des  courants 
rendant  le  galvanomètre  instable. 

Il  est  assez  difficile  de  placer  sous  le  sol  les  extrémités  des  fils  con- 
ducteurs; nous  les  avons  donc  fait  aboutir  en  des  fils  isolés,  tordus 
ensemble  de  manière  à  occuper  l'un  par  rapport  à  Tautre  une  position 
invariable,  et  entourés  d'un  manchon  en  plomb.  Ce  câble  de  plomb, 
lourd  et  flexible,  ne  saurait  être  tendu;  voilà  pourquoi  nous  l'avons 
suspendu  dans  l'air  à  un  câble  en  acier  *).  Même  quand  ce  câble  est 
agité  par  le  vent,  il  n'en  résulte  aucune  modification  de  Tindication  du 
galvanomètre;  nous  avons  donc  vaincu  ainsi  une  des  difficultés  que 
nous  avons  rencontrées  au  commencement. 

Nous  avons  rencontré  d'autres  difficultés  dans  une  isolation  impar- 
faite et  dans  une  induction  réciproque  des  fils  du  réseau  téléphonique. 

')  Les  matériaux  nécessaires  pour  cette  installation  nous  ont  été  fournis 
aussi,  à  notre  entière  satisfaction,  par  la  maison  Fei.ten  et  Guiî.leaume. 

ABCHIVES  NÉERLANDAISES,   SËBIB   U.    TOME    XI.  17 
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Chaque  fois  qu'un  abonné  reçoit  un  signal  d'appel,  des  courants  assez 
intenses  se  produisent  dans  le  réseau,  et,  quand  les  divers  fils  ne  sont 
pas  parfaitement  isolés  les  uns  des  autres,  ces  courante  passent  d'un 
fil  à  un  autre,  ce  qui  rend  encore  une  fois  incertaines  les  indications 
du  galvanomètre. 

Nous  avons  eu  beaucoup  de  peine  à  isoler  d'une  façon  aussi  parfaite 
que  possible  les  fils   du  galvanomètre.  Le  remplacement  des  fils  termi- 
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Fig.  11. 

naux,  nus,  tendus  dans  Tair,  présentant  nécessairement  une  isolation 
imparfaite  aux  points  d'appui,  par  les  câbles  de  plomb  dont  nous  venons 
de  parler,  constituait  déjà  une  amélioration  considérable.  D'ailleurs, 
remploi  de  ces  câbles  de  plomb  nous  a  permis  de  laisser  de  cAté,  saus 
danger,  les  parafoudres  ordinaires,  qui  constituent  toujours  une  source 
d'erreurs;  il  suflBsait  maitenant  de  mettre  le  manchon  en  plomb  en  com- 
munication avec  le  sol.  L'isolation  des  câbles  de  plomb  n'a  jamais  rien 
laissé  à  désirer,  mais  les  endroits  où  s'établit  le  raccordement  de  la  con- 
duite souterraiîie  aux  fils  aériens  constituent,  maintenant  encore,  des 
points  faibles.  Par  un  temps  sec  la  résistance  y  atteint,  il  est  vrai,  2000  à 
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3000  mégohras,  mais  en  temps  de  pluie  elle  peut  s'abaisser  jusqu'à  10 
mégohms  et  moins  encore. 

L'induction  réciproque,  surtout  gênante  aux  extrémités  des  fils  con- 
ducteurs, tendus  sans  enveloppe  Tun  à  côté  de  l'autre,  a  été  également 
diminuée  notablement  par  l'emploi  des  câbles  de  plomb. 

Mettons  maintenant  une  des  extrémités  de  la  corde  en  contact  avec 
un  des  fils  de  communication  du  laboratoire  avec  Fhôpital,  et  relions 
l'autre  extrémité  de  la  corde  à  la  terre,  ainsi  que  le  représente  la  figure 
schématique  11  A.  Dans  ces  conditions  le  galvanomètre  est  traversé  par 
des  courants  vagabonds,  produits  dans  le  réseau  téléphonique  au  mo- 
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Fig.  12. 
Absc.  1  mm.  =  0,001  sec;  ordon.  1  mm.  =  10~'  amp. 

ment  où  une  sonnerie  électrique  est  mise  en  action  pour  avertir  un 
abonné.  Ces  courants  vagabonds  sont  causés  par  l'imperfection  des  iso^ 
lations  et  par  l'induction  réciproque  qui  subsiste  encore;  ils  sont  assez 
puissants  pour  lancer  entièrement  hors  du  champ  Timage  de  la  corde. 
On  peut  cependant  les  affaiblir  considérablement  en  laissant  de  côté  la 
communication  avec  la  terre,  ainsi  qu'on  le  voit  sur  le  schéma  fig.  11 B, 
où  les  deux  extrémités  du  galvanomètre  sont  reliées  chacune  à  un  des  fils 
de  communication  du  laboratoire  avec  Thôpital.  Mais  même  dans  ces 
conditions  on  observe  encore  des  vibrations  de  la  corde,  aussi  longtemps 
qu'à  l'hôpital  même  le  circuit  est  interrompu,  ou  fermé  par  une  très 
grande  résistance.  Elles  ne  cessent  que  quand  on  y  ferme  le  circuit,  soit 
directement,  soit  par  intercalation  d'une  résistance  relativement  faible, 
comme  celle  du  corps  humain  (variant  de  1000  à  2000  ohms  dans  nos 
expériences).  Or,  ce  sont  là  précisément  les  circonstances  pratiques  dans 
lesquelles  nous  opérons. 

17* 
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On  yoit  dans  la  fig.  12  un  photogramme  obtenu  en  reliant  avec 
intention  une  des  extrémités  de  la  corde  du  galvanomètre  à  la  terre.  Le 
galvanomètre  avait  une  sensibilité  à  peu  près  5  fois  plus  petite  que 
celle  que  nous  lui  donnons  dans  le  tracé  des  électrocardiogrammes  ordi- 
naires. Et  cependant  on  constate  que  Tirnage  de  la  corde  est  lancée 
complètement  hors  du  champ  par  Tappel  d'un  abonné  au  téléphone.  La 
vitesse  du  mouvement  de  la  plaque  était  de  1  m.  par  sec. ,  ce  qui  fait  que 
1  mm.  en  abscisse  correspond  à  0,001  sec,  tandis  que  1  mm.  en  ordonnée 
représente  un  courant  de  10~^  amp. 

La  fig.  13,  au  contraire,  représente  un  photogramme  obtenu  dans 
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Fig.  13. 
Absc.  1  mm.  =  0,001  sec;  ordon.  1  mm. 


10-4  volts. 


les  mêmes  conditions  avantageuses  que  celles  dans  lesquelles  nous  enre- 
gistrons d'ordinaire  les  électrocardiogrammes  de  l'hôpital:  sans  fil  de 
terre  et  en  reliant  les  fils  à  l'hôpital  par  l'intermédiaire  d'une  résistance  de 
1500  ohms.  On  voit  qu'il  n'y  a  pas  la  moindre  vibration;  la  corde  reste 
absolument  tranquille  ^).  A  un  certain  endroit  du  circuit  nous  avons 
intercalé  subitement  une  différence  de  potentiel  constante  de  3  milli- 
volts,  sous  l'influence  de  laquelle  la  corde  a  manifesté  un  écart  de  30  mm.; 
1mm.  correspond  donc  à  10""*  volts,  ce  qui  est  la  sensibilité  que  nous 
appliquons  régulièrement  dans  Tenregistration  des  électrocardiogrammes. 
Pendant  le  tracé,  la  plaque  photographique  se  déplaçait  avec  une 


*)  Quand  on  applique  la  disposition  B  de  la  fig.  11,  ainsi  que  cela  a  en 
lieu  dans  le  cas  de  la  fig.  13,  les  fils  étant  réliés  à  l'hôpital  par  une  résis- 
tance médiocre  (1500  ohms),  l'immobilité  de  la  corde  est  ordinairement  assurée, 
même  quand  la  pluie  ou  la  neige  ont  réduit  à  moins  de  dix  mégohms  la  résis- 
tance de  l'isolation  des  fils  de  raccord. 
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vitesse  de  1  m.  par  sec.  Un  mm.  en  direction  horizontale  correspond 
donc  de  nouveau  à  0,001  sec.  Nous  constatons  sur  le  tracé  que  l'écart 
est  achevé  pour  la  plus  grande  partie  au  bout  de  10  à  12  mm.,  c'est  à 
dire  en  1  à  1,2  centièmes  de  seconde.  Cette  durée  de  l'écart  diffère  à 
peine,  tout  au  plus  de  quelques  dix-millièmes  de  seconde,  de  celle  que 
Ton  obtient  quand  on  n'emploie  pas  les  fils  de  l'hôpital  ;  la  différence 
est  d'ailleurs  si  petite  qu'elle  peut  être  négligée  dans  toutes  les  expé- 
riences suivantes.  Il  y  a  néanmoins  lieu  de  se  demander  quelle  serait  la 
durée  qu'exigerait  l'écart,  si  la  dis- 
tance du  laboratoire  à  l'hôpital 
devenait  beaucoup  plus  grande. 

A  mesure  qu'augmente  la  lon- 
gueur des  fils  de  communication, 
leur  self-induction,  leur  résistance 
et  leur  capacité  augmentent  égale- 
ment, et  par  là  il  est  mis  un  terme 
à  la  distance  des  endroits  que  Ton 
peut  relier  avec  succès.  La  conduite 
établie  entre  le  laboratoire  et  l'hôpi- 
tal a  une  longueur  d'environ  1,5 
km.  Sa  self-induction  peut  être 
négligée,  tandis  que  sa  résistance 
est  de  106  ohms  et  sa  capacité  de 
0,075  /xf.  Un  calcul  apprend  qu'on 
pourrait  se  servir  avec  succès  de 
conduites  bien  plus  longues  encore, 

et  que  l'on  pourra  raccorder  avec  succès  Leyden  à  la  Haye  ou  Harlem; 
je  crois  même  que  l'on  pourrait  établir  une  communication  pratique- 
ment assez  bien  utilisable  entre  Leyden  et  Rotterdam  ou  entre  Leyden 
et  Amsterdam. 


Fig.  14. 


Rendons-nous  maintenant  à  l'hôpital  et  regardons-y  un  malade  dont 
on  est  en  train  d'enregistrer  l'électrocardiogramme.  Il  est  commodément 
assis  sur  une  chaise  et  plonge  chaque  main  dans  un  grand  vase,  où 
aboutit  un  des  fils  de  communication  avec  le  laboratoire  (fig.  14); 
ou  bien  il  tient  une  main  dans  un  des  vases,  et  un  pied  dans  l'autre 
(fig.  15).  L'électrocardiogramme,  dans  ce  cas  un  yéritMe  té/ecardio- 
gramme^  est  tracé  au  laboratoire.  De  cette  manière  l'opération  est  pra- 
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tique  et  simple,  et  elle  a  sur  le  procédé  de  photographie  ordinaire,  oii  le 
sujet  doit  se  trouver  daus  le  voisinage  du  galvanomètre,  l'avantage 

d'une   plus   grande  rapidité.    Eu 
effet,  les  soins  que  demande  Texpé- 
rience   sont   partagés   maintenant 
entre  deux  groupes  de  personnes, 
^  ^     ^^^^^^^^       chaque  groupe  pouvant  se  mouvoir 
\  M      ,^[^^^^^^^1       dans  sou  propre  local,  sans  courir 
^      {     ak  ^^Hll       '^  risque  de  gêner  Tautre. 

^    V    J^HIP  La  fîg   1^  6st  la  reproduction 

du  premier  télécardiograrame  que 
nous  avons  enregistré;  c'est  celui 
d'un  homme  sain  et  vigoureux;  le 
courant  provenait  des  deux  mains^). 
Il  ne  diffère  en  rien  de  celui  que 
le  même  sujet  fournit  quand  il  se 
trouve  au  laboratoire,  dans  le  voi- 
sinage même  du  galvanomètre.  Les 
cinq  sommets,  dont  le  premier  P 
est  fourni  par  la  systole  des  oreil- 
lettes et  les  quatre  autres  Q,  R,  S  et  'r  par  celle  des  ventricules,  pré- 
sentent dans  les  deux  cas  la  même  forme  et  la  même  grandeur.  Chez 
ce  sujet  le  sommet  R  est  particulièrement  élevé  ^)  et  correspond  à  une 
différence  de  potentiel  de  2  millivolts. 

Nous  allons  examiner  maintenant  quelques  cardiogrammes  de  malades 
de  rhopital,  atteints  de  diverses  affections  cardiaques.  En  examinant  ces 
malades  nous  sommes  évidemment  animés  du  désir  de  les  guérir  de  leur 
mal.  Tel  est  en  effet  le  but  du  médecin.  Malheureusement,  nous  devons 


Fig.  15. 


*)  Ce  télécardiogramme  a  été  tracé  le  22  mars  1905.  Grâce  à  la  façon  soi- 
gneuse dont  elle  fut  préparée,  cette  première  épreuve  réussit  immédiatement. 
Jusqu^à  ce  jour,  24  février  1906,  donc  au  bout  d^un  an,  pendant  lequel  nous 
avons  enregistré  une  centaine  d^électrocardiogrammes,  et  plus  d'une  fois  des  bruits 
et  des  souffles  cardiaques  de  malades  de  Thôpital,  nous  n'avons  pas  encore 
éprouvé  le  moindre  accroc  dans  nos  opérations.  Les  appareils  du  laboratoire, 
c.  à  d.  le  galvanomètre  et  l'installation  pour  Tenregistration,  ainsi  que  les  fils 
de  communication  avec  l'hôpital  sont  invariablement  restés  en  parfait  état. 

*)  La  hauteur  considérable  du  sommet  R  était  occasionnée  en  partie  par 
l'exercice  corporel  que  le  sujet  venait  de  faire,  peu  de  temps  avant  Texpérience. 
Il  s'était  notamment  rendu  en  bicyclette  du  laboratoire  à  l'hôpital. 
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être  bien  modestes,  car  la  guérison  n'est  pas  obtenue  de  si  tôt.  Nous  devons 
en  premier  lieu  tâcher  de  connaître  dans  tous  ses  détails  le  fonctionne- 
ment du  cœur  et  les  causes  de  ses  nombreux  troubles;  et  nous  basant 
ensuite  sur  la  connaissance  ainsi  acquise  et  sur  des  vues  plus  claires,  il 


Fig.  16. 
D.  J.  —  Dérivation  de  la  main  gauche  à  la  main  droite. 

est  possible  que  dans  un  avenir  encore  éloigné  nous  soyons  en  état  de 
soulager  la  souffrance  des  malades  et  de  leur  rendre  la  santé. 

Voici  (fig.  17)  r électrocardiogramme  obtenu  en  reliant  la  main  gau- 
che au  pied  gauche  d'une  malade  chez  laquelle  avait  été  constatée  une 
affection  de  la  valvule  mitrale,  consistant  principalement  en  une  insuf- 


A.  B.  —  Insnff,  mitralis. 


Fig.  17. 
Dérivation  de  la  main  gauche  au  pied  gauche. 


fisance  de  cette  valvule  On  y  remarque  surtout  un  sommet  dirigé  vers 
le  haut,  d'une  hauteur  colossale,  atteignant  presque  30  mm.,  ce  qui 
correspond  à  une  différence  de  potentiel  de  3  millivolts. 

Je  ne  possède   pas  d'autre  électrocardiogramme   du  même  genre, 
obtenu  en  prenant  le  courant  à  la  main  gauche  et  au  pied  gauche.  On 
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aurait  pourtant  tort  de  considérer  cette  forme  comme  caractéristique 
pour  une  affection  mitrale.  On  fera  bien  de  ne  pas  se  baser  sur  la  forme 
de  rélectrocardiogramme,  du  moins  pas  exclusivement,  pour  diagnos- 
tiquer un  défaut  de  la  valvule,  puisque  Télectrocardiogramme  ne  rend 
pas  les  mouvements  de  cette  membrane.  Le  tracé  est  Texpressiou  de  la 
contraction  du  muscle  cardiaque,  et  ce  tracé  n'est  modifié  que  pour  autant 
qu'un  défaut  dans  le  fonctionnement  de  la  valvule  a  de  Tinfluence  sur 
cette  contraction. 

On  ne  doit  pas  oublier  que  la  manière  dont  le  cœur  se  contracte 


Fig.  18. 
B.  H.  S.  —  Insuff,  aortae.  —  Dérivation  de  la  main  gauche  au  pied  gauche. 


Fig.  19. 
C.  D.  G.  —  Insuff.  aortae.  —  Dérivation  de  la  main  gauche  au  pied  gauche. 


dépend  à  un  haut  degré  de  la  nature  et  de  l'intensité  de  la  compensation 
qui  s'établit,  ainsi  que  de  l'état  plus  ou  moins  maladif  du  muscle  car- 
diaque lui-même.  Dans  ce  cas  particulier,  on  doit  d'ailleurs  comparer 
encore  le  degré  de  Tinsulfisance  avec  la  grandeur  des  autres  défauts  que 
présente  la  valvule  mitrale.  Ce  n^est  que  par  des  recherches  étendues 
que  l'on  pourra  mettre  en  lumière  la  pleine  signification  de  Télectro- 
cardiogramme. 

Comme  pendant  à  Finsuffisance  mitrale  de  la  fig.  17,  les  figg.  18  et 
19  montrent  les  télécardiogrammes  de  deux  malades  atteints  d'insuf- 
fisance de  la  valvule  de  l'aorte.  Le  courant  provenait  de  nouveau  de  la 
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maiii  gauche  et  du  pied  gauche,  et  les  courbes  sont  à  un  certain  point 
de  vue  Tinverse  de  celle  fournie  par  la  malade  à  insuffisance  mi  traie:  la 
grande  pointe  au  commencement  de  la  systole  ventriculaire  est  tournée 
vers  le  bas. 

Comme  une  insuffisance  mitrale  provoque  surtout  une  hypertrophie 
du  cœur  droit  et  une  insuffisance  aortique  une  hypertrophie  du  cœur 
gauche,  il  est  naturel  de  présumer  que  Thypertrophie  de  première  espèce 
est  accompagnée  du  développement  d'une  pointe  R  dirigée  vers  le  haut, 
tandis  que  l'hypertrophie  de  deuxième  espèce  pourrait  être  la  cause  de 
la  formation  d'une  pointe  R  dirigée  vers  le  bas.  J'ajouterai  toutefois 
expressément  que  dans  ces  considérations  nous  avons  uniquement  en 
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Fig.  20. 
J.  V.  V.  —  Hypertr,  covd.  sin.  —  Dérivation  de  la  main  gauche  an  pied  gauche. 

vue  les  électrocardiogrammes  obtenus  par  un  raccordement  de  la  main 
gauche  et  du  pied  gauche. 

Or,  cette  prévision  est  confinnée  par  la  fig.  20,  obtenue  avec  un 
malade  atteint  d'artériosclérose  et  présentant  une  très  forte  hypertrophie 
du  cœur  gauche.  Ici  encore  la  communication  a  été  établie  entre  la 
main  gauche  et  le  pied  gauche.  Le  sommet  iî,  dirigé  vers  le  bas,  cor- 
respond à  une  différence  de  potentiel  de  2  mil! i volts  environ. 

La  fig.  21  reproduit  le  tclécardiogramme  d'un  malade  souffrant 
d'une  sténose  mitrale,  mais  sans  insuffisance;  le  courant  a  été  pris  de 
la  même  façon  que  chez  les  quatre  sujets  précédents,  c.  à  d.  à  la  main 
et  au  pied  gauches.  J'attire  spécialement  l'attention  sur  la  fonne  tout 
à  fait  caractéristique  de  la  systole  des  oreillettes,  nettement  renforcée 
et  séparée  en  trois  ou  quatre  temps  bien  distincts. 

Ce  renforcement  et  cette  prolongation  de  la  systole  auriculaire  est 
évidemment  liée  étroitement  à  l'existence  de  la  sténose  mitrale.  L'entrave 
mise  au  courant  sanguin  par  cette  sténose  a  une  influence  compensatrice 
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sur  la  contraction  des  oreillettes.  On  n'a  jamais  pu,  à  ma  connaissance, 
indiquer  d'aucune  manière  jusqu'ici  cette  modification  dans  l'oreillette 
gauche,  la  seule  qui  vienne  en  ligne  de  compte;  la  méthode  d'enregis- 
tration  des  pulsations  veineuses,  qui  peut  rendre  de  si  grands  services 
dans  Texamen  de  l'oreillette  droite,  n'est  absolument  d'aucun  usage  pour 


Fig.  21. 
V.  D.  A.  —  Stenosis  mitt-alis,  —  Dérivation  de  la  main  gauche  au  pied  gauche. 

les  veines  pulmonaires  de  Thomme,  par  suite  d'obstacles  anatomiques 
insurmontables. 

Chez  une  deuxième  malade  atteinte  de  sténose  mitrale,  que  nous 
avons  eu  l'occasion  d'examiner,  le  sommet  P  correspondant  à  la  con- 
traction des  oreillettes  était  moins  allongé  il  est  vrai,  mais  était  énor- 
mément surtilevé,  ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  la  fig.  22.  Ici  le  courant 
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Fig.  22. 
G.  ï).  R.  —  Stenosis  mitraîis.  —  Dérivation  de  la  main  droite  au  pied  gauche. 


a  été  conduit  de  la  main  droite  au  pied  gauche.  Fju  comparant  ce  sommet 
avec  un  sommet  normal,  tel  que  le  représentent  p.  ex.  les  figg.  7  et  S, 
l'anomalie  due  à  la  sténose  mitrale  saute  aux  yeux. 

J'ai  reproduit  dans  la  lig.  2-3  un  télécardiogramme  fort  remarqua- 
ble, obtenu  chez  un  malade  atteint  (Vune  dégénérescence  du  cœur 
(myodegenenitio  conlis);  le  courant  est  dérivé  de  la  main  droite  au  pied 
gauche.  On  y  constate  qu'au  sommet  T,  qui  est  le  dernier  dans  tous 
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les  autres  electrocardiogrammes,  il  en  succède  encore  un  autre.  Ce 
sommet,  que  nous  indiquerons  par  U ,  n'est  égalisé  que  0,5  sec.  à  peu 
près  après  le  commencement  de  la  systole;  ce  quf  prouve  que  dans  ce 
cas  pathologique  la  systole  elle-même  dure  au  moins  0,5  sec,  et  est 
donc  caractérisée  non  seulement  par  une  contraction  irrégulière,  mais 
encore  par  une  durée  extraordinaireraent  longue. 

La  fig.  24  (dérivation  de  la  main  gauche  au  pied  gauche)  reproduit 


Fig.  23. 
A.  V.  Y. —  Myodegeneratio  cordis. —  Périvation  de  la  main  droite  au  pied  gauche. 

le  télécardiogramme  d'un  malade  présentant  une  affection  cardiaque 
congénitale,  difficile  à  analyser  dans  tons  ses  détails.  Dans  le  sommet 
dirigé  vers  le  haut  on  constate  un  crochet  que  Ton  n'observe  pas  dans 
un  électrocardiogramme  normal. 

On  observe  des  modifications  remarquables  de  la  forme  de  la  courbe 
dans  les  troubles  du  fonctionnement  du  cœur  résultant  d'un  sport 
immodéré,  et  un  grand  nombre  d'autres  circonstances  pathologiques 
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Fig.  24. 
Ch.N. —  ViiiuDicordisconf/enilaîe. —  Dérivation  de  la  main  gauche  au  pied  gauche. 


encore,  qu'il  serait  trop  long  de  mentionner  ici,  font  sentir  leur  influence. 
Dans  ces  recherches  nous  ne  devons  pas  oublier  qu'il  peut  se  présen- 
ter des  anomalies  dans  la  situation  du  cœur,  qui  peuvent  modifier  la 
forme  de  Télectrocardiogramme  sans  que  pour  cela  le  fonctionnement 
du  cœur  soit  lui-même  anormal.  Or,  comme  c'est  précisément  le  mode 
de  fonctionnement  de  cet  organe  que  nous  voulons  déduire  de  l'électro- 
cardiogramme,  il  est  nécessaire  que  notre  jugement  soit  rendu  indépen- 
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dant  de  rinfluence  que  sa  situation  exerce  sur  la  courbe.  Voilà  pour- 
quoi il  est  nécessaire  d'examiner  pour  chaque  sujet  les  courbes  obtenues 
par  différents  modes  de  dérivation.  En  pratique  nous  avons  toujours 
appliqué  les  trois  modes  dont  il  a  été  question  plus  haut. 

Qu'il  me  soit  permis  maintenant  d'attirer  l'attention  sur  un  phéno- 
mène, que  nous  avons  observé  dans  le  cours  de  nos  recherches  et  qui  a 
causé  quelque  surprise. 

C'est  un  fait  bien  connu  que/ chez  une  personne  présentant  un  pouls 
régulier,  le  rhythme  des  pulsations  peut  être  soudainement  interrompu, 
en  ce  sens  que  de  temps  en  temps  une  pulsation  manque  dans  la  série 


Fig.  25. 
D.  H.  —  Convalescent  du  typhus, —  Dérivation  de  la  main  droite  à  la  main  gauche. 

régulière  des  pulsations.  Ces  intermittences  du  pouls  s'observent  sur- 
tout chez  des  personnes  qui  ont  été  atteintes  d'une  maladie  épuisant  les 
forces  du  malade,  comme  le  typhus.  On  s'attendrait  à  observer  qu'au 
moment  d'une  intermittence  du  pouls  l'électrocardiogramme  est  forte- 
ment affaibli  ou  fait  même  complètement  défaut.  Il  est  donc  bien 
remarquable  qu'au  moment  d'une  intermittence  il  se  développe  précisé- 
ment un  courant  relativement  fort,  souvent  plus  intense  encore  que 
celui  de  Télectrocardiogramme  ordinaire. 

La  fig.  25  reproduit  le  télécardiogramme  d'une  personne  en  conva- 
lescence du  typhus.  La  courbe  enregistrée  est  un  peu  tremblotante, 
mais  pour  le  reste  le  pouls  peut  être  regardé  comme  normal.  D'ailleurs 
ce  tremblement  ne  provient  pas  des  courants  électriques  du  coeur,  mais 
de  ceux  des  muscles  du  squelette,  ainsi  que  je  le  prouverai  à  une  autre 
occasion.  A  un  certain  endroit  entre  les  pulsations  R^  et  B^ ,  le  rhythme 
est  soudainement  interrompu  par  l'apparition  d'un  électrogramme  aty- 
pique. Si  le  cœur  s'était  contracté  normalement  entre  les  battements 
7^1  et  7^2,  rien  n'aurait  manqué  à  la  régularité  du  fonctionnement 
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du  cœur.  Mais  la  pulsation  uormale  entre  R^  et  R^  fait  défaut  et  à  sa 
place  nous  voyons  apparaître  la  courbe  atypique. 

Dans  notre  laboratoire  nous  avons  enregistré  simultanément  le  pouls 
et  rélectrocardiogramme  d'une  personne  qui  avait  eu  le  typhus  deux 
années  auparavant.  On  constate  sur  le  photogramme  de  la  fig.  26  que 
le  pouls,  assez  régulier  au  demeurant,  est  subitement  absent,  peu  après 
que  s'est  manifesté  un  électrograrame  atypique. 

Il  est  bien  reman^uable  que  ce  dernier  se  présente  un  peu  avant 
rinstant  où  Ton  s'attendrait  à  observer  Télectrocardiograrame  normal; 


R.  —  Intermittences.  — 


Fig.  26. 
Dérivation  de  la  main  droite  à  la  main  gauche. 


il  y  a  donc  lieu  de  considérer  le  processus,  qui  accompagne  le  phéno- 
mène électrique  atypique,  comme  la  cause  de  Tabsence  de  la  contraction 
normale  du  cœur.  Le  fonctionnement  atypique  du  cœ.ur  consiste  ici  en 
une  extra-systole,  suivie  d'une  pause  compensatrice. 

Avec  le  convalescent  de  l'hôpital  nous  avons  pu  faire  une  observation 
frappante.  En  même  temps  que  nous  observions  au  laboratoire  les  écarts 
du  galvanomètre,  le  clinicien,  M.  le  Prof.  Nolen,  observait  à  Thôpital 
le  pouls  du  sujet.  Chaque  fois  que  nous  constations  au  laboratoire  un 
écart  atypique,  nous  en  avertissions  par  un  court  signal  tdéphonique  le 
clinicien,  qui  constatait  après  chaque  avertissement  une  intermittence 
du  pouls. 

Comme  à  Texamen  attentatif  du  pouls  on  ne  peut  constater  Tinte r- 
mittence  qu'à  la  fin  de  l'instant  où  la  pulsation  aurait  dû  se  produire, 
tandis  que  l'écart  atypique  du  galvanomètre  apparaît  déjà  dans  une 
phase  antérieure,  comme  on  s'en  aperçoit  en  inspectant  le  photogramme, 
le  galvanomètre  permet  de  prédire  les  intermittences  du  pouls.  Aussi  pou- 
vions nous,  à  la  grande  surprise  de  M.  Nolen,  l'avertir  téléphoniquement 
un  instant  d'avance  quand  il  allait  constater  une  intermittence  du  pouls. 
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Il  arrive  parfois  qu'il  se  manifeste  avec  un  électrogramrae  atypique  un 
pouls  négatif,  comme  on  peut  le  voir  dans  le  photograrame  27  suivant. 
Ce  fait  ne  doit  pas  nous  étonner,  puisque  Télectrogramme  atypique  est 
l'expression  d'une  contraction  atypique  du  cœur  et  qu'en  général  une 
telle  contraction  pourrait  bien  produire  une  pareille  irrégularité  dans 
Fonde  artérielle. 

Nous  devons  toutefois  faire  remarquer  que  le  sphygmogramme  de  la 
figure  a  été  obtenu  en  appliquant  un  tambour  explorateur  sur  le  cou 
du  sujet  dans  la  région  de  la  carotide.  Bien  que  cela  me  paraisse  peu 
probable,  il  n'est  pas  impossible  pourtant  qu'une  modification  du  cou- 
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Fig.  27. 
R.  —  Intermittences,  —  Dérivation  de  la  main  droite  à  la  main  gauche. 


rant  sanguin  dans  la  veine  jugulaire  ait  eu  une  influence  sur  la  forme 
de  la  courbe. 

En  ce  moment,  nos  observations  ne  sont  pas  encore  suflBsantes  pour 
permettre  de  donner,  déjà  dès  à  présent,  une  explication  satisfaisante 
du  phénomène;  mais  le  phénomène  lui-même  est  tellement  frappant, 
que  j'ai  cru  bien  faire  en  ne  le  passant  pas  sous  silence.  La  dépression 
que  l'on  observe  en  u  n'est  pas,  du  reste,  produite  par  un  mouvement 
fortuit  et  sans  importance  du  crayon  enregistreur;  cela  est  prouvé 
par  le  fait  qu'on  Tobserve  à  ce  seul  endroit  dans  toute  une  série  de 
pulsations,  tandis  que  dans  une  autre  série  on  observe  une  dépression 
analogue,  à  peu  près  au  même  instant  après  la  fin  d'un  autre  électro- 
gramme atypique.  La  différence  de  temps  entre  la  fin  de  Télectrogramme 
et  l'apparition  du  pouls  négatif  est  de  0,32  sec.  dans  la  fig.  27,  tandis 
qu  elle  est  de  0,28  sec.  dans  le  deuxième  cas,  figuré  fig.  29.  Ces  inter- 
valles, qui  me  paraissent  très  grands,  semblent  prouver  qu'une  con- 
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traction  cardiaque  atypique  continue  à  exercer  une  influence  pendant  un 
temps  relativement  long. 

H  arrive  parfois  qu'un  électrogramme  atypique  ne  se  manifeste  que 
fort  tard,  et  alors  on  observe  ce  fait  remarquable,  que  le  rhythme  du 
pouls  n'est  pour  ainsi  dire  pas  interrompu,  voyez  p.  ex.  fig.  28. 

On  sait  depuis  longtemps  qu'il  peut  se  présenter  des  contractions 
cardiaques  sans  pouls.  On  les  a  décrites  sous  le  nom  d'extra-systoles, 
c.  àd.  de  systoles  inopportunes,  et  on  en  a  distingué  qui  avaient  leur 
origine  dans  les  oreillettes,  dans  le  faisceau  de  His  et  dans  les  ventri- 
cules. On  a  parlé  aussi  de  contractions. frustranées,  non  accompagnées 
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Fig.  28. 
R.  —  Intermittences.  —  Dérivation  de  la  main  droite  à  la  main  gauche. 


de  pouls,  parce  que  la  systole  serait  incomplète  et  ne  serait  pas  assez 
forte  pour  vaincre  la  pression  dans  Taorte. 

Mais  dans  toutes  ces  explications  on  a  méconnu  Tessence  même  du 
phénomène.  Dans  le  cas  de  la  fig.  28  on  ne  peut  pas  parler  d'une  extra- 
systole, pas  plus  que  d'une  systole  frustranée,  puisque  la  systole  ne  se 
manifeste  pas  à  contretemps  et  que  le  pouls  qu'elle  produit  est  forte- 
ment accusé. 

La  cause  du  phénomène  doit  être  cherchée  dans  la  façon  dont  le  cœur 
se  contracte.  L'onde  de  contraction  est  atypique,  de  sorte  que  nous 
avons  le  droit  de  parler  d'une  contraction  cardiaque  ou  d'une  systole 
atypiques.  Celle-ci  peut  se  produire  à  un  moment  indu,  et  alors  on  peut 
rappeler  évidemment  une  extra-systole;  ou  bien  elle  peut  se  produire 
sans  être  accompagnée  d'un  pouls,  et  alors  on  peut  parler  naturellement 
de  contraction  frustranée,  mais  on  ne  doit  pas  attacher  à  ces  mots  une  sig- 
nification plus  grande.  En  décrivant  les  extra- systoles  on  s'est  probable- 
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ment  laissé  induire  en  erreur  par  les  phénomènes  d'auscultation  et  par 
l'intensité  du  pouls,  et  on  a  cru  que  les  contractions  cardiaques  devaient 
toujours  être  d'autant  plus  faibles  qu'elles  succédaient  plus  tôt  à  une 
systole  antérieure. 

Pourtant  on  constate  qu'en  réalité  les  contractions  cardiaques  atypi- 
ques qui  se  manifestent  immédiatement  après  une  systole  diffèrent 
relativement  peu  de  celles  qui  viennent  après  une  pause  normale  ou  à 
peu  près.  C'est  ce  que  Ton  reconnaît  nettement  quand  on  compare  les  figg. 
26  et  27  d'une  part  avec  la  fig.  28  d'autre  part.  L'intervalle  de  temps 
entre  la  systole  précédente,  uoi:male,  et  la  contraction  cardiaque  atypi- 
que est  d'environ  0,04  sec.  dans  les  deux  premières  figures,  tandis  qu'il 
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Fig.  29. 
Intermittences,  —  Dérivation  de  la  main  droite  au  pied  gauche. 


atteint  0,24  sec.  dans  la  dernière,  soit  une  valeur  six  fois  plus  grande, 
et  cependant  dans  ce  dernier  cas  les  sommets  de  l'électrogramme  ne  sont 
pas  beaucoup  plus  élevés. 

Notre  manière  de  voir  est  confirmée  d'ailleurs  par  la  fig.  29,  qui  fait 
voir  l'électrogramme  du  même  sujet,  mais  pour  une  dérivation  du  cou- 
rant de  la  main  droite  vers  le  pied  gauche.  La  première  contraction 
atypique  vient  après  un  repos  assez  long,  et  développe  une  pulsation 
intense  jo,  tandis  que  la  deuxième  contraction  atypique  succède  presque 
immédiatement  à  une  systole  normale  et  est  accompagnée  d'un  pouls 
négatif  n. 

Et  cependant  il  n'y  a  qu'une  différence  insignifiante  entre  les  deux 
électrogrammes  atypiques. 

J'ai  à  peine  besoin  de  dire  qu'il  résulte  de  tout  ceci  que  le  cœur  est 
déjà  en  état  de  se  contracter  fortement  bientôt  après  la  fin  de  la  période 
réfractaire,    et   que  ce  phénomène  est  tout  à  fait  en  contradiction 
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avec  quel(iues-unes  des  idées  courantes  au  sujet  du  fonctionnement 
du  cœur. 

Il  est  plus  que  probable  que  nos  contractions  cardiaques  atypiques 
donnent  aussi  l'explication  des  phénomènes,  que  Ton  a  décrits  sous  les 
noms  de  bigéminie  du  cœur,  hémisjstolie  et  systolie  alternante  et  dont 
les  explications  plus  ou  moins  subtiles  que  Ton  en  a  données  jusqu'ici 
doivent  être  rejetées  pour  la  plupart  ^). 

On  voit  dans  la  fig.  30  le  télécardiogramme  d'une  personne  chez 
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Fig.  30. 

S.  K.  —  Big(^minie  du  cœur.  —  Dérivation  de  la  main  droite  au  pied  gauche. 

Absc.  1  mm.  =  0,04  sec;  ord.  1  mm.  =  2  X  10"^  volts. 


laquelle  on  a  constaté  une  bigéminie  du  cœur;  il  a  d'ailleurs  le  „ pouls 
lent  permanent''  typique.  On  constate  chez  lui  80  battements  du  cœur 
et  seulement  40  pulsations  par  minute.  Le  photogramme  a  été  obtenu 


')  Que  surtout  on  ne  croie  pas,  à  la  suite  des  considérations  précédentes, 
que  je  veuille  méconnaître  en  aucune  façon  les  mérites  d^un  grand  nom- 
bre de  cliniciens,  qui  ont  entrepris  avant  moi  l'étude  des  mêmes  questions 
en  se  servant  de  la  méthode  d'enregistration  mécanique.  Puisque  je  parle  à 
présent  du  télécardiogramme,  ce  n*est  pas  le  moment  de  parler  de  la  biblio- 
graphie, fort  étendue,  relative  au  mécanisme  et  à  l'innervation  du  fonctionne- 
ment du  coeur  dans  son  ensemble.  Qu'il  me  soit  permis  cependant  de  faire  une 
exception  en  faveur  des  études  remarquables:  ,>The  study  of  the  puise"  etc., 
Edinburgh  1902,  d'un  anglais,  M.  James  Mackenzie,  et  de  notre  clinicien  de 
Groningue,  M.  le  Prof.  Wenckebach:  „Die  Arhytmie  als  Ausdruck"  etc. 
Leipzig  1903. 

Qu'il  me  soit  permis  aussi  d'exprimer  comme  mon  opinion  personnelle  qu'à 
l'aide  des  méthodes  d'investigation  mécaniques  on  n'a  pas  été  capable,  même 
avec  la  plus  grande  perspicacité,  d'établir  avec  certitude  la  nature  et  l'essence 
des  contractions  cardiaques  atypiques.  Et  en  ce  sens  les  méthodes  d'investiga- 
tion électriques  nous  ont  réellement  permis  de  faire  un  pas  en  avant. 
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en  dérivant  le  courant  de  la  main  droite  au  pied  gauche;  1  mm.  en 
abscisse  correspond,  comme  d'habitude,  à  0,04  sec;  mais,  avec  la  sen- 
sibilité ordinaire  du  galvanomètre,  les  mouvements  de  Timage  de  la 
corde  avaient  une  telle  amplitude,  que  cette  image  quittait  les  bornes 
de  la  plaque  photographique.  Voilà  pourquoi  nous  avons  ^  par  excep- 
tion, donné  à  la  corde  une  tension  plus  forte,  de  telle  sorte  que  1  mm. 
en  ordonnée  correspond  à  2  X  10~*  volts,  c.  à  d.  au  double  de  la  valeur 
ordinaire. 

Avec  la  dérivation  employée  ici,  Félectrocardiogramme  normal  ne 
donne  lieu  à  aucune  remarque  particulière.  On  voit  un  sommet  bien 
net  P,  provenant  de  la  contraction  des  oreillettes;  des  sommets  ventri- 
culaires  le  premier  Q  est  absent  et  le  troisième  S  est  fortement  développé. 
Or  à  chaque  courbe  normale  succède  immédiatement  un  électrogramme 
atypique,  avec  un  sommet  très  élevé,  dirigé  vers  le  haut,  qui  corres- 
pond à  une  différence  de  potentiel  d'environ  4  millivolts  '). 

Parfois  on  constatait  chez  le  sujet  une  série  de  systoles  normales, 
interrompues  de  temps  en  temps  par  une  contraction  atypique  du  cœur. 
Une  autre  fois  nous  avons  pu  constater  une  série  de  trois  contractions 
atypiques  successives,  absolument  identiques;  enfin  nous  avons  pu 
reconnaître  aussi  deux  formes  différentes  de  contractions  atypiques. 

Je  craindrais  d'entrer  dans  trop  de  détails  si  je  m'attardais  à  la  con- 
sidération de  ces  phénomènes.  Cependant,  avant  de  quitter  les  contrac- 
tions cardiaques  atypiques,  je  désirerais  faire  à  leur  propos  deux 
remarques. 

D'abord,  leur  existence  est  beaucoup  plus  générale  qu'on  ne  serait 
tenté  de  l'admettre.  Le  plus  souvent  on  ne  songera  à  l'existence  de 
contractions  cardiaques  atypiques  chez  un  malade  que  quand  on  aura 
observé  chez  lui  des  intermittences  du  pouls.  Mais ,  dans  les  cas  oii  les 
contractions  du  cœur  sont  inégales  et  irrégulières,  il  est  difficile  de  dis- 
tinguer les  diverses  causes  de  cette  irrégularité  et  il  est  presque  impos- 
sible de  constater  au  toucher  une  intermittence  du  pouls. 

C'est  ainsi  qu'il  put  arriver  que  chez  un  sujet  dont  le  pouls,  inégal  et 
irrégulier,  donnait  150  pulsations  par  minute,  on  ne  crut  pas  à  l'existence 


*)  Dans  la  dissertation  de  M.  le  Dr.  Goteling  Vinnis,  Leyden  1905,  on 
trouve  le  cardiogramme  mécanique  du  même  sujet.  On  voit  par  les  courbes 
publiées  par  M.  Vinnis  que  la  pulsation  du  coeur  est  redoublée.  La  seconde 
partie,  régulièrement  répétée,  d'une  courbe  est  tantôt  de  même  grandeur,  tantôt 
un  peu  plus  petite  que  la  première. 
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de  contractions  cardiaques  atypiques,  et  que  le  galvanomètre  donna  la 
preuve  du  contraire;  la  fig.  31  peut  servir  d'exemple. 

La  deuxième  remarque  que  je  voudrais  faire  concerne  le  rapport 
entre  la  façon  dont  le  cœur  se  contracte  et  la  forme  du  pouls  artériel. 
Quelques  physiologistes  ont  prétendu  que  certains  sommets  du  sphyg- 
raogramme  artériel  provenaient  d'irrégularités  dans  la  contraction  du 
muscle  cardiaque  au  moment  de  la  systole,  et  quelques  cliniciens  ont, 
de  leur  côté,  défendu  une  pareille  manière  de  voir  dans  l'explica- 
tion d'un  pouls  lent  anacrote.  Or,  l'exactitude  de  ces  assertions  ne 
saurait  être  mieux  contrôlée  qu'au  moyen  de  Télectrocardiogramme  ; 


m^m 


Ww^i^'A| 


Fig.  31. 

H.  V.  W.  —  Pulsus  inaequalis  et  irvegularis.  —  Dérivation  de  ]a  main 

gauche  au  pied  gauche. 

mais  les  observations  que  nous  avons  faites  dans  ce  but  sont  encore 
trop  peu  nombreuses  pour  que  la  question  puisse  être  considérée  comme 
définitivement  résolue. 


Pour  finir  cet  examen  des  télécardiogrammes,  je  donnerai  encore 
quelques  considérations  sur  le  rapport  qui  existe  entre  les  systoles  des 
oreillettes  et  des  ventricules.  Nous  savons  que  dans  la  plupart  des  cas 
ce  rapport  est  très  intime,  de  sorte  que  normalement  toute  systole  ven- 
triculaire  est  précédée  d'une  systole  auriculaire  et  qu'inversement  cette 
dernière  est  toujours  suivie  d'une  systole  des  ventricules.  Dans  ces  con- 
ditions il  n'est  pas  sans  importance  de  mesurer  exactement  l'intervalle 
entre  l'action  des  oreillettes  et  celle  des  ventricules. 

Si  l'on  se  propose  de  faire  cette  détermination  par  enregistration 
mécanique,  on  doit  tracer  simultanément  le  pouls  d'une  artère  et  celui 
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d'une  veine,  ce  qui  donne  souvent  des  difficultés;  Télectrocardiogramme, 
au  contraire,  nous  permet  d'atteindre  aisément  le  but  avec  toute  la 
précision  désirable.  Je  n'ai  qu'à  renvoyer  à  la  fig.  9 ,  où  1  mm.  en 
abscisse  représente  0,01  sec.  On  y  constate  qu'il  s'écoule  0,175  sec. 
entre  le  commencement  de  la  systole  des  oreillettes  et  le  commencement 
de  la  systole  des  ventricules,  tandis  qu'il  y  a  un  intervalle  de  0,055 
sec.  entre  la  fin  de  la  systole  des  oreillettes  et  le  commencement  de  la 
systole  des  ventricules.  L' électrocardiogramme  d'une  autre  personne, 
enregistré  dîins  les  mêmes  conditions  et  représenté  fig.  10,  fournit  des 
intervalles  beaucoup  plus  petits,  respectivement  de  0,13  et  0,035  sec. 
D'après  M.  Mackknzie  on  peut  dire  qu'il  y  a  retard  dans  le  rapport 
entre  les  deux  sections  du  cœur,  du  moment  que  l'intervalle  .^g — Vs 
dépasse  0,2  sec,  et  dans  ces  conditions  certains  médicaments,  tels  que 
la  digitale  très  renommée  et  souvent  employée,  sont  dangereux.  11  ne 
serait  pas  difficile  de  se  servir  de  l'électrocardiogramme  pour  poursuivre 
pas  à  pas  l'influence  de  divers  médicaments  sur  la  grandeur  de  l'inter- 
valle en  question.  Et  ce  que  je  dis  ici  d'un  examen  de  l'intervalle 
As — Vs  s'applique  aussi,  en  général,  à  tout  examen  quantitatif  de  la 
fonction  cardiaque.  Le  système  de  coordonnées  dans  lequel  nos  courbes 
sont  tracées  facilite  singulièrement  de  pareilles  mesures. 

Quand  le  pouls  est  fréquent  il  peut  arriver  que  la  contraction  des 
oreillettes,  dans  chaque  nouvelle  révolution  du  cœur,  succède  si  rapi- 
dement à  la  systole  ventriculaire  de  la  révolution  précédente,  que  la 
pause  cardiaque  disparaît  presque.  H  se  peut  même  que  la  systole  ven- 
triculaire et  celle  des  oreillettes  qui  lui  succède  aient  lieu  en  partie  en 
même  temps.  Alors  les  tracés  représentatifs  de  l'action  de  ces  deux  sec- 
tions du  cœur  se  recouvrent  partiellement.  Il  y  a  chevauchement  des 
systoles.  Et  quand  la  contraction  de  l'oreillette  est  tellement  prématurée, 
que  le  muscle  du  ventricule  est  encore  dans  l'état  latent  de  la  systole 
précédente  quand  il  est  atteint  par  une  nouvelle  excitation,  la  succes- 
sion régulière  des  actions  des  deux  parties  du  cœur  est  troublée. 

Ces  considérations  sont  confirmées  par  les  télécardiogrammes  des  figg. 
31  et  32.  Cette  dernière  figure  a  été  obtenue  chez  un  malade  pr&en- 
tant  une  dextérocardie,  produite  par  une  exsudation  pleurétique  du  côté 
gauche.  Le  pouls  est  assez  régulier,  tandis  que  sa  fréquence  pst  grande: 
environ  126  pulsations  par  minute.  La  pause  du  cœur  fait  complètement 
défaut.  Tandis  que  partout  ailleurs  dans  la  figure  on  n'observe  que 
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deux  petites  élévations  entre  deux  sommets  R  successifs,  il  importe 
d'attirer  l'attention  sur  la  présence  de  (rois  élévations  pareilles  entre  les 
sommets  que  j'ai  indiqués  par  A*,  et  R^.  L'élévation  moyenne  corres- 
l)ondant,  selon  toute  probabilité,  à  une  contraction  des  oreillettes  qui 
n'a  pas  été  suivie  d'une  contraction  ventriculaire. 

fieraarquons  encore  que  l'on  trouve  dans  la  fig.  31  une  particularité 
analogue  et  que  dans  les  deux  figures  31  et  32  les  contractions  des  ven- 
tricules présentent  toutes  espèces  de  petites  irrégularités  variables,  qui 
n'existent  pas  chez  les  cœurs  normaux. 

La  succession  régulière  des  actions  des  oreillettes  et  des  ventricules 
est  également  troublée  quand  il  y  a  un  obstacle  à  la  transmission  des 


M. 


Fig.  32. 

L.  —  Dextérocardic  par  suite  (Vune  pleurésie,  —  Dérivation  de  la  main 

gauche  au  pied  gauche. 

excitations  entre  les  deux  parties  du  cœur;  il  faut  alors  plus  d'une 
contraction  auriculaire  pour  provoquer  une  systole  des  ventricules 
(Ilerzblock). 

Il  se  peut  d'ailleurs  que  tout  rapport  entre  la  fonction  des  oreillettes 
et  celle  des  ventricules  ait  cessé;  alors  les  deux  parties  du  cœur  tra- 
vaillent indépendamment  l'une  de  l'autre,  chacune  avec  son  rhythme 
propre.  Un  tel  état  peut  être  provoqué  dans  le  cœur  des  mammifères, 
quand  on  sectionne  le  faisceau  de  communication  entre  les  oreillettes  et 
les  ventricules,  qui  a  été  découvert  par  M.  W.  His  jun.  et  qui  porte  son 
nom;  on  doit  avoir  soin  toutefois  de  ne  pas  mutiler  le  cœ.ur  assez  pro- 
fondément pour  qu'il  s'arrête.  Cette  expérience,  qui  a  été  décrite  pour 
la  première  fois  par  M.  His  lui-même,  a  été  répétée  après  lui  avec  suc- 
cès par  d'autres  expérimentateurs,  entre  autres  MM.  Léon  FiiEDEiiicq 
et  Max  Humblet  à  Liège  et  H.  E.  Hkring  à  Prague.  Après  la  section 
dont  il  s'agit,  —   ou  encore  après  l'écrasement  du  faisceau  — ,  un  cœur 
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de  mammifère  présente  le  phénomène  remarquable  d'une  entière 
indépendance  des  sys^toles  auriculaires  et  ventriculaires,  ce  qu'on  norarae 
une  allorhythmie. 

Au  moyen  de  Télectrocardiogramme  on  peut  parfaitement  bien  faire 
voir  rétat  d'un  cœur  blocké  et  Tallorhytlimie.  La  fig.  33  reproduit 
rélectrocardiogramme  d'un  chien,  dans  un  état  de  narcose  profonde 
par  le  chloroforme.  Le  courant  a  été  conduit  de  la  patte  antérieure 
droite  vers  la  patte  postérieure  gauche,  et  dans  sa  forme  générale  le 
tracé  présente,  comme  on  le  reconnaît  à  la  figure,  une  grande  analogie 
avec  celle  d'un  électrocardiogramme^humain.  J'ai  indiqué  par  ûj,  a^ 


Fig.  33. 

Chien.  —  Excitation  du  nerf  vague,  Block  du  cœur.  —  Dérivation  de  la  patte 

antérieure  droite  à  la  patte  postérieure  gauche. 


etc.  les  sommets  des  oreillettes  et  nous  remarquons  que  le  dernier  som- 
met des  ventricules  1\  qui  est  dirigé  vers  le  haut  dans  la  plupart  des 
électrocardiogrammes  humains,  est  dirigé  ici  vers  le  bas. 

Entre  A\  et  /^^  '^  ^^^^  périphérique  du  nerf  vague  droit  a  ét^  excité. 
Après  le  commencement  de  cette  excitatiou,  la  systole  du  cœur,  déjà 
commencée,  s'est  achevée,  puis  il  est  venu  encore  une  systole  des  oreil- 
lettes en  a^,  après  quoi  le  cœur  est  resté  en  repos  jusqu'à  la  fin  de 
l'excitation. 

Quand  l'excitation  à  pris  fin,  il  s'est  manifesté  en  a^  la  première 
contraction  auriculaire  à  laquelle  ne  succède  pas  de  systole  ventriculaire: 
à  ce  moment  se  présente  donc  un  „block'\  Ce  n'est  qu'eu  a^  que  ce 
„block"  est  levé  et  que  le  rapport  entre  la  systole  des  oreillettes  et  celle 
des  ventricules  se  rétablit  complètement. 

Quand  la  narcose  est  plus  profonde  encore,  et  que  l'excitation  du 


LE  TÉLëCARDIOORAMME. 


269 


nerf  vague  est  encore  plus  forte,  le  ,,block"  du  cœur  s'accentue  encore. 
On  observe  alors,  après  une  longue  pause  produite  par  l'excitation  du 
nerf  vague,  un  certain  nombre  de  contractions  auriculaires  successives, 
procédant  la  première  systole  ventriculaire  qui  se  développe.  C'est  ce 
que  montre  la  fig.  34  suivante,  obtenue  avec  un  autre  chien,  profondé- 
ment narcotisé;  le  courant  est  également  dirigé  de  la  patte  droite  de 
devant  vers  la  patte  postérieure  gauche. 

On  voit  sur  la  figure  les  oscillations  des  courants  électriques,  qui 
commencent  à  se  manifester  après  que  Texcitation  du  nerf  vague  a 
occasionné  un  état  de  repos  de  3  sec.  Ce  n'est  que  la  cinquième  con- 
traction des  oreillettes  qui  est  suivie  d'une  systole  ventriculaire. 

Les  deux  dernières  figures  prouvent  que  la  nature  de  la  contraction 


Fig.  34. 

Chien.  —  Excitation  du  nerf  vague.  —  Dérivation  de  la  patte  antérieure 

droite  à  la  patte  postérieure  gauche. 

auriculaire  est  modifiée  par  Texcitation  du  nerf  vague,  tandis  qu'il 
n'y  a  pour  ainsi  dire  aucune  différence  entre  les  systoles  ventriculaires 
(fig.  33)  avant  et  après  l'excitation. 

La  fig.  1  de  la  planche  II  représente  les  électrocardiogrammes  d'un 
troisième  chien,  chez  lequel  il  n'y  a  plus  aucun  rapport  entre  les  con- 
tractions des  oreillettes  et  des  ventricules,  de  sorte  que  le  fonctionne- 
ment du  cœur  est  absolument  allorhythmique.  Ici  encore  le  courant  a 
été  pris  à  la  patte  antérieure  droite  et  à  la  patte  postérieure  gauche.  Les 
sommets  auriculaires,  que  j'ai  indiqués  par  les  lettres  a^ ,  «^  etc. ,  s'obser- 
vent à  des  distances  régulières,  et  il  en  est  de  même  des  sommets  qui 
se  rapportent  aux  systoles  des  ventricules;  mais,  tandis  que  la  fréquence 
des  systoles  auriculaires  est  d'environ  55,  celle  des  systoles  des  ven- 
tricules est  d'environ  35  par  minute. 
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Je  compte  traiter  à  une  autre  occasion,  avec  plus  de  détails,  les 
phénomènes  provoqués  par  Texcitation  du  nerf  vague,  et  les  circon- 
stances dans  lesquelles  on  peut  produire  chez  le  chien  le  „block"  et 
Tallorhythraie  du  cœur.  Revenons  maintenant  à  Télectrocardiogramme 
de  rhomme. 

Dans  quelques  cas  bien  rares  on  peut  observer  chez  des  malades 
une  allorhythmie  complète  du  cœur.  Nous  avons  eu  F  occasion  d'enre- 
gistrer le  télécardiogramme  d'une  femme  qui  présentait  ce  phénomène; 
on  le  trouve  dans  les  figg.  2  et  3  de  la  planche  II;  le  courant  était 
dirigé  de  la  main  droite  vers  le  pied  gauche. 

La  malade  avait  29  pulsations  par  minute  seulement.  On  voit  que 
le  rhythme  des  contractions  auriculaires,  indiquées  par  a,,  a^  etc.,  est 
absolument  indépendant  du  rhythme  des  contractions  ventriculaires. 
Il  y  a  environ  10  à  11  contractions  auriculaires  sur  4  ventriculaires, 
et ,  comme  ce  rapport  ne  peut  être  représentt'  par  celui  de  deux  nombres 
assez  petits,  les  élévations  provenant  des  oreillettes  sont  inégalement 
distribuées  parmi  celles  dues  aux  ventricules,  ou  bien  elles  se  confon- 
dent avec  ces  dernières  en  des  points  différents  du  tracé. 

Il  est  généralement  aisé  de  reconnnaître  une  superposition  des  traces 
auriculaires  et  ventriculaires.  C'est  ainsi  qu'en  a-  et  a^^  (pi.  II,  fig.  2) 
on  voit  un  sommet  d'oreillettes  entre  les  sommets  S  et  T' de  la  systole 
ventriculaire,  tandis  qu'aux  points  a^  et  a^  de  la  même  figure  le  sommet 
des  oreillettes  tombe  sur  la  branche  descendante  du  sommet  T. 

Dans  le  premier  et  le  dernier  électrocardiogramme  de  la  fig.  3,  pi.  II, 
les  superpositions  sont  remarquables.  Dans  le  dernier  électrocardio- 
gramme de  cette  figure,  le  sommet  des  oreillettes  coïncide  exactement, 
en  «,o^  ^^^^  ^^  pointe  du  sommet  7',  et  de  cette  superposition  résulte 
évidemment  une  élévation  plus  haute  et  plus  aiguë  que  le  sommet  7 
des  autres  électrocardiogrammes. 

Dans  la  première  systole  ventriculaire  de  la  figure,  en  a, ,  le  maxi- 
mum de  rélévation  auriculaire  vient  à  peu  près  0,04  sec.  après  la  pointe 
du  sommet  T,  Alors  que  l'élévation  ventriculaire  a  déjà  atteint  son 
plus  haut  point  et  que  commence  sa  période  de  descente,  par  laquelle 
l'image  de  la  corde  reviendrait  vers  la  position  d'équilibre,  surgit  la 
branche  ascendante  du  sommet  des  oreillettes ,  qui  tend  à  écarter  de 
nouveau  vers  le  haut  l'image  de  la  corde.  Les  deux  effets  se  contre- 
balancent, avec  ce  résultat,  qu'il  se  forme  un  plateau  horizontal  au  lieu 
d'une  pointe. 
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Il  est  à  peine  nécessaire  de  dire  qu'à  l'aide  des  télécardiogrammes 
le  diagnostic  du  mal  est  très  facile  et  ne  laisse  pas  le  moindre  doute. 

Mais  quoique  dans  les  figg.  2  et  3  de  la  planche  II  les  contrac- 
tions ventriculaires  atypiques  fassent  complètement  défaut,  je  ne  puis 
pas  passer  sous  silence  que  je  les  ai  pu  observer  chez  le  même  sujet, 
dans  une  autre  série  de  télécardiogrammes,  de  sorte  que  l'écart  que  pré- 
sente le  fonctionnement  de  son  cœur  est  plus  compliqué  qu'on  ne  serait 
peut-être  tenté  de  Fadmettre. 

Dans  une  leçon  de  clinique,  écrite  d'une  manière  très  intéressante, 
et  publiée  dans  le  „Nederlandsch  Tijdschrift  voor  Geneeskunde", 
M.  Pel  présente  un  malade  du  même  genre  et  insiste  avec  raison  sur 
les  difiBcultés  que  présente  l'enregistration  simultanée  du  mouvement 
du  cœur  et  du  pouls  veineux.  Et  pourtant  on  ne  pouvait  pas  encore  se 
passer  jusqu^ici  de  cette  méthode  d'investigation,  quand  il  s'agissait 
d'établir  le  rapport  entre  les  contractions  des  oreillettes  et  des  ventri- 
cules. M.  Pel  dit  que  c'est  „une  opération  qui  demande  beaucoup  de 
temps  et  qui  est  fort  subtile  et  délicate  ;  elle  soumet  à  une  rude  épreuve 
la  patience  des  audit-eurs",  quand  on  la  fait  dans  une  leçon  de  clinique, 
„et  son  résultat  est  fort  incertain." 

Quand  on  essaie  de  remplacer  le  procédé  de  l'enregistration  mécani- 
que par  l'examen  aux  rayons  de  Ront^îe.v,  il  me  semble  qu'on  ne  saurait 
obtenir  des  résultats  satisfaisants,  aussi  longtem])s  que  l'on  ne  réussit 
pas  à  fixer  sous  forme  d'images  graphiques  les  mouvements  passagers 
du  cœur. 

A  propos  des  tracés  obtenus  par  enregistration  mécanique,  M.  Pel 
dit  que  leur  mesure  et  leur  analyse  sont  une  source  d'interprétations 
fausses,  et  il  avance  cette  prédiction,  quelque  peu  imprudente,  „quc 
nous  ne  serons  jamais  en  état  de  nier,  chez  les  malades,  l'existence  de 
contractions  ventriculaires  excessivement  faibles." 

Ces  (difficultés,  tracées  par  M.  Pel  en  des  couleurs  aussi  vives,  ne  se 
présentent  pas  dans  l'enregistration  des  télécardiogrammes;  j)resque 
tout^  le^  épreuves  réussissent,  sont  obtenues  en  quelques  minutes  et 
fournissent  un  résultat  absolument  certain  ;  la  méthode  n'exige  pas  une 
certaine  habilité  de  la  part  de  l'observateur,  et  elle  unit,  à  une  précision 
qui  laisse  peu  à  désirer,  le  grand  avantage  qu'elle  permet  de  faire  usage 
de  mesures  absolues.  Cependant,  si  tels  sont  les  arguments  que  Ton 
peut  fournir  en  faveur  des  télécardiogrammes,  nous  ne  devons  pas  rester 
aveugles  pour  les  inconvénients  de  la  méthode. 
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Les  appareils  avec  lesquels  on  opère  demandent  une  iustallation 
particulière  et  prennent  beaucoup  de  place;  comparés  avec  les  cardio- 
graphes et  sphygmographes  ordinaires  ils  sont  coûteux  et  compliqués; 
ils  ne  peuvent  être  maniés  que  par  des  assistants  qui  ont  appris  à  s'en 
servir.  Or,  il  ne  serait  peut  être  pas  raisonnable  d'exiger  des  assis- 
tants pour  les  cours  de  clinique,  dont  les  études  sont  déjà  si  lourdes, 
des  études  techniques  encore  plus  fortes  qu'elles  ne  le  sont  en  ce 
moment. 

C'est  donc  dans  un  laboratoire  de  physiologie,  où  les  appareils  sont 
à  leur  place,  que  ce  genre  de  travaux  doit  être  effectué.  Et  là  où  il 
y  a  un  lien,  tant  réel  que  figuré,  entre  ce  laboratoire  et  l'hôpital,  là 
où  les  circonstances  sont  favorables  à  la  collaboration  du  physiologiste 
et  du  clinicien,  —  l'un  et  l'autre  restant  le  maître  sur  son  propre  ter- 
rain, —  là  ou  pourra  se  servir  avec  succès,  comme  j'espère  vous  Tavoir 
prouvé,  à  côté  des  méthodes  mécaniques  ordinaires,  des  nouvelles 
méthodes  de  recherche  par  l'électricité. 

Je  suis  arrivé  ainsi  au  bout  de  ma  conférence,  et  pour  finir  je  désire 
exprimer  toute  ma  gratitude  à  M.  le  Prof.  BosscHAet  la  Société  Hollan- 
daise des  Sciences,  pour  l'intérêt  qui'ls  ont  porté  à  mes  recherches  et 
pour  Tappui  qu'ils  m'ont  donné. 

D'autres  encore  ont  droit  à  mes  remercîments :  M.  le  Prof.  Nolex 
et  ses  assistants  de  l'Hôpital  Académique,  et  non  moins  mes  aides 
fidèles  du  laboratoire  de  physiologie:  MM.  K.  F.  L.  van  der  Woerd 
et  H.  J.  W.  Mens,  et  mes  ex-assistants  H.  J.  Boeve,  W.  F.  Thbu- 
nissen  et  C.  L.  de  Jongh,  dont  le  précieux  concours  m'a  permis  de 
vous  faire  ces  communications  sur  le  télécardiogramme. 
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Introduction. 

1.  Quand  en  février  1665  Chrïstiaan  Huygens  fut  forcé  de  garder 
la  chambre,  par  une  légère  indisposition  de  quelques  jours,  il  put  obser- 
ver que  deux  horloges,  qu'il  avait  récemment  construites  et  qu'il  avait 
installées  Tune  à  côté  de  l'autre,  à  une  distance  de  un  à  deux  pieds, 
offraient  une  marche  tellement  concordante,  que  chaque  fois  que  Tun 
des  pendules  atteignait  sa  plus  grande  élongation  vers  la  gauche,  Tautre 
présentait  au  même  moment  son  plus  grand  écart  vers  la  droite  *).  Et 
pourtant,  quand  les  horloges  étaient  complètement  isolées.  Tune 
avançait  par  rapport  à  Tautre  de  cinq  secondes  par  jour. 

Au  commencement,  Huygkns  attribua  cette  „sympathie''  des  deux 
horloges  à  Tinfluence  du  mouvement  provoqué  dans  Tair  par  le  balan- 
cement des  deux  pendules;  mais  bientôt  il  découvrit  la  véritable  cause, 

*)  „Ce  qu'ayant  fort  admiré  quelque  temps";  écrit-il,  J'ay  enfin  trouvé  que 
„cela  arrivoit  par  une  espèce  de  sympathie:  en  sorte  que  faisant  battre  les 
„pendules  par  des  coups  entremeslez;  j'ai  trouvé  que  dans  une  demieheure  de 
„temp8,  elles  se  remettoient  tousiours  a  la  consonance,  et  la  gardoient  par  après 
^constamment,  aussi  longtemps  que  je  les  laissois  aller.  Je  les  ay  ensuite  éloig- 
„nées  Tune  de  l'autre,  en  pendant  l'une  a  un  bout  de  la  chambre  et  l'autre  à 
«quinze  pieds  de  là:  et  alors  j*ay  vu  qu'en  un  jour  il  y  avoit  5  secondes  de 
^différence  et  que  par  conséquent  leur  accord  n'estoit  venu  auparavant,  que  de 
„quelque  sympathie".  Journal  des  Sçavans  du  Lundy  16  Mars  1665.  Œuvres 
de  Chrïstiaan  Huygens,  Tome  V,  p.  244. 
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qui  résidait  dans  une  faible  mobilité  des  deux  chaises,  sur  les  dos  des- 
quelles reposaient  les  deux  bâtons  auxquels  les  horloges  étaient  fixées  '). 

*)  ^J'&y  ainsi  trouvé  que  la  cause  de  la  sympathie ne  provient  pas  du 

^mouvement  de  Tair  mais  du  petit  branslement,  du  quel  estant  tout  a  fait 
^insensible  je  ne  m'estois  par  apperceu  alors.  Vous  scaurez  donc  que  nos  2 
„horologes  chacune  attachée  a  un  baston  de  3  pouces  en  quarré,  et  long  de 
„4  pieds  estoient  appuiées  sur  les  2  mesmes  chaises,  distantes  de  3  pieds.  Ce 
„qu'estant,  et  les  chaises  estant  capables  du  moindre  mouvement,  je  demonstre 
„que  nécessairement  les  pendules  doivent  arriver  bientost  à  la  consonance  et 
„ne  s'en  départir  après,  et  que  les  coups  doivent  aller  en  se  rencontrant  et  non 
„pa8  parallèles,  comme  l'expérience  desia  Tavoit  fait  veoir.  Estant  venu  a  la  dite 
^consonance  les  chaises  ne  se  meuvent  plus  mais  empeschent  seulement  les  horologes 
„de  s'écarter  par  ce  qu'aussi  tost  qu'ils  tachent  a  le  faire  ce  petit  mouvement  les 
„remet  comme  auparavant".  Lettre  à  Moray  du  6  mars  1665.  (Euvres,  T.  V. 
p.  256.  Voir  aussi  le  Journal  des  Sçavans  du  Lundy  23  Mars  1665,  Oeuvres 
T.  V.  p.  301,   note  (4),  où   Huygens   révoque  sa  première  explication  pour 

donner  la  vraie;  voir  aussi  son  ^Horolo- 
gium  Oscillatorium'^  où  il  expose  ses  obser- 
vations et  leur  explication  dans  une  des 
dernières  pages  de  la  „Pars  prima^\ 

On  trouve  d'ailleurs  dans  ses  manuscripts 
un  rapport  encore  plus  détaillé  de  ses  obser- 
vations. J'y  emprunte  les  figures  ci-jointes 
et  l'explication  suivante  que  Huygens  crut 
pouvoir  donner  du  phénomène:  „Utrique 
„horologio  pro  fulcro  erantsedes  duaequa- 
„rum  exiguus  ac  plane  invisibilis  motus 
„pendulorum  agitatione  exitatus  sympa- 
„thiae  praedictae  causa  fuit,  coegitque  illa 
„ut  adversis  ictibus  semper  consonarent. 
„Unumquodque  enim  pendulum  tune  cuui 
„per  cathetum  transit  maxima  vi  fulcra 
„secum  trahit,  unde  si  pendulum  B  sitin 
„W/)  catheto  cum  A  tantum  est  in  AC, 
„moveatur  autem  B  sinistram  versus  et  A  dextram  versus,  punctum  suspen- 
„sioni8  A  sinistram  versus  impellitur,  unde  acceleVatur  vibratio  penduli /l.  Et 
„rursus  B  transiit  ad  BE  quando  A  est  in  catheto  /IF,  unde  tune  dextrorsura 
„impellitur  suspensio  »,  ideoque  retardatur  vibratio  penduli  B.  Rursus  B  per- 
„venit  ad  cathetum  BD  quando  A  est  in  AG,  unde  dextrorsum  trahitur  suf- 
„pensio  A,  ideoque  acceleratur  vibratio  penduli  .1.  Rursus  B  est  in  BK^ 
„(luando  A  rediit  ad  cathetum  At\  unde  sinistrorsum  trahitur  suspensio  B^ 
„ac  proinde  retardatur  vibratio  penduli  B.  Atque  ita  cum  retardetur  semper 
„vibratio  penduli  B,  acceleretur  autem  .1,  neresse  est  ut  brevi  adversis  ictibus 
„consonent,   hoc  est  ut  siraul   ferantur  A  dextrorsura   et  B  sinistrorsum,  et 
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2.  Bien  que  les  observations  de  Huygens  aient  été  publiées  dans  le 
Journal  des  Sçarans  de  1665  et  soient  mentionnées  en  outre  dans  son 
„Horologium  oscillatoriura",  elles  paraissent  être  tombées  dans  l'oubli, 
jusqu'à  ce  qu'  en  1739  John  Ellicott  découvrit  des  phénomènes  con- 
nexes ').  Ellicott  observa  tout  d'abord,  que  de  deux  horloges,  n^.  1 
et  n°.  2 ,  placées  de  telle  sorte  qu'elles  reposaient  avec  le  dos  contre  un 
même  barreau  ^),  Tune,  toujours  le  n°.  2,  prenait  le  mouvement  de 
Tautre,  au  point  que  le  n°.  1  finissait  par  s'arrêter  au  bout  d'un  cer- 
tain temps,  même  quand  le  n°.  2  était  d'abord  au  repos  et  que  le  n°.  1 
marchait  seul.  11  reconnut  plus  tard  que  Tinfluence  réciproque  était 
considérablement  augmentée  quand  les  parois  des  deux  horloges  étaient 
reliées  par  une  tige  de  bois  ^).  En  donnant  aux  deux  pendules  un  mouve- 
ment aussi  considérable  que  possible,  il  réussit  à  maintenir  la  marche  des 
detix  horloges,  l'une  prenant  et  cédant  alternativement  une  partie  de 
son  mouvement  à  l'autre,  suivant  une  période  d'autant  plus  longue  que 
les  marches  des  deux  horloges  isolées  étaient  plus  concordantes  *).  Et 

I, contra.  Neqae  tanc  ab  ea  consonantia  recedere  possunt  quia  continuo  eadem 
„de  causa  eodnm  rediguntnr.  Et  tanc  qnidem  absque  nllo  fere  motn  manere 
„falcro  manifestum  est,  sed  si  tnrbari  vel  minimam  incipiat  concordia,  tanc 
,,minimo  mota  falcroram  restitaitar,  qai  qaidem  motas  sensibas  percipi  neqait, 
^ideoqae  errori  caasam  dédisse  mirandam  non  est.'* 

Je  donne  cette  explication  poar  ce  qa'elle  vaat.  Huyoens,  qai  ne  Ta  jamais 
publiée,  n'en  aura  pas,  je  crois,  lui-même  été  satisfait,  du  moins  dans  la  suite.  Et 
en  effet  c'est  le  frottement  seul  qui  peut  produire  que  des  trois  oscillations  pos- 
sibles il  n'en  subsiste  qu'une.  Toute  explication  où  le  frottement  ne  joue  aucun 
rôle  doit  donc  être  considérée  comme  insuffisante  a  priori. 

*)  Phil.  Trans.,  Vol.  51,  p.  126 — 128:  „An  Account  of  the  Influence  which 
„two  Pendulum  Clocks  were  observed  to  bave  upon  each  other*',  p.  128 — 135: 
„Further  Observations  and  Experiments  concerning  the  two  Clocks  above 
mentioned". 

*)  „Tbe  two  Clocks  were  in  separate  Cases,  and. . .  tbe  Backs  of  themrested 
„against  tbe  same  Rail." 

*)  „I  put  Wedges  under  tbe  Bottoms  of  both  tbe  Cases,  to  prevent  tbeir 
„bearing  against  the  Rail;  and  stuck  a  Pièce  of  Wood  between  them,  just  tight 
„enough  to  support  its  own  Weight.*' 

*)  „Finding  them  to  act  tbus  mulually  and  alternately  upon  each  other,  I 
«set  them  both  a  going  a  second  time,  and  made  the  Pendulums  describe  as 
„large  Arches  as  the  Cases  would  permit.  During  this  Experiment,  as  in  the 
«former,  I  sometimes  found  the  one,  and  at  other  times  the  contrary  Pendu- 
„lum  to  make  tbe  largest  Vibrations.  But  as  they  had  so  large  a  Quantity  of 
«Motion  given  them  at  first,  neither  of  them  lost  so  much  during  the  period 
„it  was  acted  upon  by  tbe  other  as  to  bave  its  Work  stopped,  but  both  con- 
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il  observait  que  dans  ces  circonstances  elles  prenaient  absolument  la 
même  marche,  comprise  entre  celles  qu'elles  offraient  individuellement. 

3.  On  a  étudié  depuis,  tant  par  voie  théorique  que  par  voie  expérimen- 
tale, divers  mécanismes  pouvant  présenter  de  pareils  phénomènesde  sym- 
pathie; ainsi  Euler  ')  a  examiné  le  cas  des  plateaux  d'une  balance,  dont 
Daniel  Bernouilli^)  avait  observé  qu'ils  prenaient  alternativement  les 
oscillations  Tun  de  Tautre;  Poisson  '),  Savart  *)  et  Eésal  ^)  ont  considéré 
celui  de  deux  pendules  fixés  aux  branches  horizontales  d'une  pièce 
élastique  en  forme  de  T;  W.  Dumas  ")  celui  d'un  pendule  à  secondes, 
portant  des  traverses  horizontales  auxquelles  étaient  suspendus  d'autres 
pendules;  Lucien  de  la  Rive  ')  et  Everett  ^)  celui  de  deux  pendules 


„tinned  going  for  several  Days  without  varying  one  Second  from  each  other" . . . 
„Upon  altering  the  Lengths  of  the  Pendulums,  I  found  tbe  Period  in  which 
„tlieir  Motions  increased  and  decreased,  by  their  mutaal  Action  upon  each 
„other,  was  changed;  and  would  be  prolonged  as  the  Pendulums  came  nearer 
„to  an  Equality,  which  from  the  Nature  of  the  Action  it  was  reasonable  to 
„expect  it  would."  Nous  verrons  plus  tard  qu'il  doit  y  avoir  probablement  une 
inexactitude  dans  ces  observations.  L'échange  continuel  d'énergie  et  l'égalité 
absolue  de  la  marche  des  deux  horloges  sont,  à  notre  avis,  des  circonstances 
incompatibles  en  truelles. 

')  Novi  conimentarii  Ac.  Se.  Imp,  Petropolitanae ,  T.  19,  1774,  p.  325 — 339. 
Dans  ses  Dynamics  of  a  system  of  rigid  bodies^  Advanced  part^  Çhapt,  II, 
Art.  94,  où  il  communique  la  solution  exacte,  Routh  fait  remarquer  à  bon  droit 
une  erreur  dans  la  solution  d'ËULER,  ainsi  que  dans  celle  signée  D.  G.  S.  dans 
The  Cambridge  math,  Joujm.  de  mai  1840,  Vol.  2,  p.  120— 128.  D'ailleurs  la 
manière  dont  Euler  traite  la  question  de  l'échange  d'énergie  est  défectueuse, 
puisqu'il  ne  fait  pas  ressortir  la  nécessité  de  l'égalité  approchée  des  deux  pério- 
des, c'est  à  dire  l'existence ,  dans  son  équation  quadratique,  d'une  racine  presque 
égale  à  la  longueur  des  pendules  simples,  par  lesquels  il  remplace  les  plateaux. 

*)  Nov,  Comm,  /.  c.  note  précédente,  p.  281. 

')  Connaissance  des  tems  pour  Vau  1833,  Additions,  p.  3 — 40.  Etude  théorique. 

*)  V Institut^  le  section,  7o  année,  1839,  p.  462—464.  —  Expérimentalement. 

*)  CompU  Rend.  T.  76,  1873,  p.  75—76;  Ann,  Ec,  Norm.  (2),  II,  p.  455—460. 
Etude  théorique. 

•)  „Ueber  Schwingungen  verbundener  Pendel",  Feslschrifl  zur  drilten  Sàcu- 
larfeier  des  Berlinischen  Gymnasiums  zunx  grauen  Kloster.  Berlin,  Weid- 
MANN'sche  Bachhandlung.  1874.  Etude  théorique  et  expérimentale.  Il  est  dit 
dans  le  travail  que  les  recherches  dataient  de  1867. 

')  Compt  Rend.  T.  118,  1894,  p.  401—404;  522—525;  Journ.  de  phys.{S\ 
III,  p.  537—565.  Etude  expérimentale  et  théorique. 

")  Phil.  Mag.  Vol.  46,  1898,  p.  236—238.  Etude  théorique. 
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reliés  par  une  corde  élasticjue.  Enfin  Cellehier,  Furtwangler  et 
d'autres  encore  ont  développé  la  théorie  du  mouvement  de  deux  pen- 
dules ayant  à  peu  près  la  même  longueur,  et  attachés  à  un  même 
support  élastique,  afin  de  déterminer  de  cette  façon,  par  voie  expéri- 
mentale, l'influence  que  de  faibles  mouvements  du  support  exercent  sur 
la  période  d'oscillation  *). 

On  voit  que  les  recherches  plus  récentes,  à  Texception  du  travail 
de  W.  Dumas,  dans  lequel  les  phénomènes  de  sympathie  ne  sont  traités 
qu'incidemment,  se  rapportent  toutes  à  des  mécanismes  où  l'élasticité 
joue  un  certain  rôle;  or,  il  me  semble  que  dans  les  observations  de 
Huygens  et  d'ELLicoTT  cela  n'est  pas  le  cas,  ou  du  moins  l'élasticité 
n'y  joue  qu'un  rôle  secondaire. 

Voilà  pourquoi  j'ai  cru  qu'il  ne  serait  pas  sans  intérêt  de  traiter  la 
question  à  un  autre  point  de  vue,  et  d'examiner  la  façon  dont  se  com- 
porte un  mécanisme  d'une  nature  assez  générale  ^),  jouissant  d'un  seul 
degré  de  liberté,  et  portant  deux  pendules  composés;  j'ai  voulu  consi- 
dérer surtout  le  cas  oïl  les  deux  pendules  ont  à  peu  près  la  même  durée 
d'oscillation.*  En  appliquant  ces  considérations  aux  phénomènes  de  sym- 
pathie entre  les  horloges,  il  fallait  aussi,  du  reste,  tenir  compte  de 
rinfluence  des  mécanismes  moteurs. 

Je  ferai  remarquer  d'ailleurs  que  les  résultats  ainsi  obtenus  seront 
également  applicables  au  cas  où  les  deux  pendules  sont  reliés  par  un 
système  élastique,  chaque  fois  que,  des  divers  modes  de  mouvement 
qu'un  pareil  système  peut  prendre ,  un  seul  se  produit  pratiquement.  A 
ce  mode  de  mouvement  correspondra  alors  une  certaine  durée  d'oscilla- 
tion, qui  jouera  dans  les  résultats  le  même  rôle  que  si  elle  appartenait 
à  un  mécanisme  avec  un  seul  degré  de  liberté. 


*)  Voyes  à  ce  sujet  Encyclopàdie  der  mathematischen  Wisscnschaften  ^ 
Leipzig,  Tenbner,  Band  IV,  In,  Heft.  1,  §  7,  p.  20—22. 

*)  La  seule  restriction  à  laquelle  nous  soumettons  ce  mécanisme,  c^est  que 
les  mouvements  de  chacun  de  ses  points  matériels,  ainsi  que  des  point  matériels 
des  deux  pendules,  s'accomplissent  dans  des  plans  verticaux  parallèles  entr'eux; 
en  d'autres  termes,  nous  nous  bornons  à  traiter  le  problème  dans  un  espace  à  deux 
dimensions. 
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Etablissement  des  équations  fondamentales. 

4.  Considrroîis  un  mécanisme  à  un  seul  degré  de  liberté,  qoe  nous 
appellerons  le  cadre  et  soit,  pour  un  point  quelconque  de  ce  mécanis- 
me, ^  le  déplacement  linéaire  à  partir  de  Tétat  d'équilibre  du  cîidre  et 
des  pendules.  Soient  encore  Ç^"'^  la  valeur  maxima  de  cet  écart  (sup- 
posée la  même  de  part  et  d'autre  i)our  de  petites  oscillations)  pour  une 
oscillation  déterminée;  si  et  ^2  ses  valeurs  pour  les  points  de  suspen- 
sion 0,  et  Oj  des  pendules;  M  la  masse  du  cadre;  wz,  et  m^  celles  des 
pendules;  </,  et  a^  les  rayons  de  gyration  des  pendules  autour  de  leurti 
points  de  suspension;  $,  et  $.^  les  angles  dont  ils  sont  écartes  de  la 
position  d'équilibre  verticale;  ir,,y,  et  x^,y^  les  coordonnées  horizontales 
et  verticales  des  points  0,  et  0^ ,  h  la  coordonnée  verticale  du  centre 
de  gravité  du  système;  toutes  les  coordonnées  verticales  étant  comptées 
en  sens  contraire  de  la  pesanteur. 

Nous  commencerons  par  introduire  pour  le  cadre  une  coordonnée 
générale  convenable,  et  nous  choisirons  comme  telle  là  grandeur  «, 
déterminée  par  la  relation  : 


Mu^ 


=  f^'dm;  (I) 


rintégration  s'étendant  à  toutes  les  ])arties  mobiles  du  cadre.  Cette 
grandeur  pourrait  ainsi  être  appelée  le  moyen  déplacement  de  tous  les 
points  matériels  du  cadre. 

Pour  de  petites  oscillations  du  cadre  on  peut  donc  poser  u  =  nu^"*\ 
Ç  =  w^^'"^,  n  étant  une  fonction  du  temps,  la  même  pour  tous  les  point^^ 
du  cadre. 

On  a  pour  de  pareilles  oscillations: 

d'où  il  suit  que  4  Mri'^  représente  Ténergie  cinétique  du  cadre. 

Si  l\  est  la  distance  du  centre  de  gravité  du  premier  pendule  à  son 
point  de  suspension  0,  et  que  Cp^  est  compté  (tout  comme  (p^  d'ailleurs) 
de  telle  manière  qu'une  valeur  positive  correspond  à  une  augmentation 
de  la  coordonnée  horizontale  du  centre  de  gravité,  on  trouve  comme 
énergie  cinétique  du  premier  pendule: 
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k  ['"ivi^  +  2  M,  X-,  i,  <p,  +  /«,  a,2<:p,  2]  = 

de  sorte  que  Fénorgie  cinétique  du  système  tout  entier  est  donnée  par 

Quant  à  Ténergie  potentielle,  elle  est  égale  à  ^)' 

5.  Pour  simplifier  nous  introduirons  une  nouvelle  variable  u\  déter- 
minée par 

où 

M'=M+m^  +  m^  (5) 

représente  la  masse  totale  du  système.   Cette  variable  u    est  propor- 
tionnelle à  M  puisque,  dans  le  cas  de  petites  oscillations,  les  dérivées 

TV  jy 

-rr-  et  -7^,  et  d'ailleurs  toutes  celles  qui  figurent  dans  les  formules, 
du        du 

peuvent  être  considérées  comme  des  constantes. 

Il  résulte  de  cette  proportionnalité  que 


')    En  effet,  cette  énergie  potentielle  est  égale  à  M{fh  +  rii^gy^  H-^^if/î/i  — 
—  w^  9^1  cos<p^  — «i,  (jh^  co8<p^  -\-  constante.  En  développant  par  rapport  aie,  et  re- 
marquant qu'en  vertu  de  Téquilibre  M- — \-  m.  -~  +  uk  — -'  =0,  et  en  cboisis- 
^         ^  ^  du  du  du 

sant  convenablement  la  constante,  on  arrive  aisément  à  la  formule  (3). 
ABCHIVES  NEERLANDAISES,   SÉEIE  U,   TOME   XI.  19 
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de  sorte  que  J  M' u"^  représente  Téiiergie  cinétique  de  ce  que  nous  appel- 
lerons le  système  réduit^  formé  par  le  cadre  et  les  masses  des  pendules, 
transportées  chacune  au  point  de  suspension  0,  ou  Oj  correspondant. 

Introduisons  aussi  la  coordonnée  verticale  h'  du  centre  de  gravité  du 
système  réduit,  déterminé  par  M' h'  =  Mh  +  m^yy  +  ^2^2-  Alors  le 

d'^h' 
premier  terme  de  (3)  se  transforme  en  ^gM'  -—^  **^»  ce  que  Ton  peut 

,d'^h' 
encore  écrire  \  g  M'  -z—,.^  //^,  en  vertu  de  la  proportionnalité  mentionnée 

entre  les  grandeurs  u  et  u . 

On  a  donc,  pour  le  sysihne  réduit ^  T'  =  i  M' ti"^^  y'=  ïg^^'  -j-^  «'". 

du  ^ 

Si  Ton  établit  maintenant  pour  ce  système  les  équations  du  mouvement, 
et  que  Ton  introduit  ensuite  la  longueur  /'  du  pendule  simple  synchrone 
avec  ce  système  *),  on  obtient  aisément: 

Eu  fiu  de  compte,  on  peut  doiic  remplacer  les  formules  (2)  et  (8)  par 

I         7   ^'^t  'fi     ,        7   dx^  M 
r=  yM'in-'u'^  +  \m,gk,  Cp,^  +  im,gk,(p^\  (9) 


En    appliquant    les   équations   de   Lagrange   et   introduisant   les 
expressions  : 

m'  =  ;/»»">  sln  v/-  /;    Cp,  =  x,  si?i  v/- 1;    (p.^  =  k^  si?i  v/- 1     (10) 
A  A  A 

on  est  conduit  aux  équations: 

*)  Si  le  système  réduit  était  dans  un  état  d'équilibre  indiflërent,  comme  cela 
était  probablement  le  cas  dans  les  expériences  d'ELLicoTT,  V  serait  infiniment 
grand;  à  un  état  d'équilibre  instable  correspondrait  une  valeur  négative  de/'. 
J'y  reviendrai  dans  des  notes.  Dans  le  texte  nous  supposerons  toujours  que  /' 
est  positif,  c.  à  d.  que  nous  admettrons  toujours  un  équilibre  stable  du  système 
réduit. 
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M'{lf—X)  «'("')  +  M,  y^,  /'  '^  X,  +  m,  /tî  r  ^  X,  =  0  ;         (11) 
du  du 

du 


+  Q~a)'c,=  0;        (18) 


du 


où  X,   et  ^2  sont  les  élongatioiis  maxiroa  des  pendules  et  A  la  longueur 
du  pendule  simple  synchrone  avec  une  des  oscillations  principales. 

6.  Pour  simplifier  encore  davantage  ces  équations ,  nous  introduirons  en 
premier  lieu  les  longueurs  l^  =  -j-  et  l^=  —-  des  deux  pendules  sus- 
pendus, et  eu  second  lieu  les  écarts  maxima,  en  sens  horizontal^  de 
leurs  points  de  suspension  : 

^'  du\  ^^  ^^  du\ 

Nous  arrivons  alors  sans  difficultés  au  système  suivant  d'équations, 
équivalent  aux  équations  (11),  (12)  et  (13),  savoir: 

i^(A)  =  (r— A)(/,  — A)  (^j  — A)  —  c^^l'l,  (/j  — A)  — 

—  <?a2/7j(/,— A)  =  0;      (14) 

t  (m)  t  (m) 

où 

On  remarquera  que  c,  et  c.^  sont  des  coefficients  numériques,  dont 
le  premier  dépend  uniquement  du  premier  pendule  et  de  son  mode  de 
suspension,  le  second  du  deuxième  pendule. 

Si  l'on  songe  à  la  signification  de  u  et  de  ^i  et  si  Ton  remarque  qu'en 
vertu  de  Thypothèse  d'oscillations  très  petites  ou  a  p.  ex.  $,  ^^^^  :  u^**'^  = 
Ç,  :  u\  on  obtient,  après  quelques  réductions: 

^  2== ^ili! il.  c  2  = ^^^ *^(17) 

19* 
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Ces  formules  sont  applicables  à  un  moment  quelconque  de  l'oscilla- 
tion; Ç  est  récart  horizontal,  ^  Técart  linéaire,  à  partir  de  Tétat  équi- 
libre, d'un  point  quelconque  du  cadre;  les  indices  se  rapportent  aux 
points  de  suspension  0,  et  Oj,  et  les  intégrations  doivent  être  étendues 
au  cadre  tout  entier. 

Si  nous  remarquons  enfin  que  le  rapport  entre  un  Ç  et  un  ^  quel- 
conques est  le  même  que  celui  de  leurs  fluxions,  nous  pouvons  exprimer 
la  signification  de  c^^  et  de  c^^  en  ces  termes  : 

c,*^  est  égal  au  rapport^  constant  durant  le  mouvement  y  entre  la  force 
vive  du  mouvement  horizontal  du  point  de  suspension  Oj,  ou  l'on  suppose 
concentrée  la  masse  du  premier  pendule^  et  V énergie  cinétique  totale  du 
système  réduit  y  multiplié  par  la  distance  du  point  de  suspension  au  centre 
de  gravité  du  premier  pendule  et  divisé  par  la  longueur  de  ce  penduk; 
de  même  pour  c^. 


Discussion  du  cas  général. 

7.  Passant  à  la  discussion  de  Téquation  (14),  nous  remarquons  que, 
dans  rhypothèse  /,  > /.^  :  i^'l+cc)  nég.;  F[l^)  pos.;  F{t^)  nég.; 
i^^(O)  = /7,  ^2  (1 — C\^  —  (^'1^),  ce  qui  est  toujours  positif  en  vertu  de 
(17),  oùyi',  :  /,  QiL,  :L,<1. 

Il  y  a  donc  trois  oscillations  principales.  La  plus  lente,  que  nous 
appellerons  la  principale  lente,  correspond  à  une  longueur  de  pendule 
plus  grande  que  celles  des  deux  pendules  suspendus;  de  la,  principale 
moyenne  la  longueur  de  pendule  est  comprise  entre  celles  des  deux;  pour 
la  principale  rapide  elle  est  plus  petite  que  celles  des  deux  pendules  '). 

')  Il  en  est  ainsi  du  .moins  quand  /'  est  positif,  et  il  résulte  de  là  que,  si 
le  système  réduit  est  stable,  il  doit  en  être  de  même  du  système  primitif,  avec 
les  deux  pendules  suspendus.  Si  V  est  infiniment  grand,  c^est  à  dire  si  le 
système  est  à  l'état  d'équilibre  indifférent,  ou  à  peu  près,  la  principale  lente 
a  disparu,  ou  plutôt  est  transformée  en  un  mouvement  approximativement  uni- 
forme du  système  tout  entier;  il  est  évident  que  ce  mouvement  serait  bientôt 
arrêté  par  le  frottement.  Les  deux  autres  principales  subsistent  alors,  et  leurs  lon- 
gueurs de  pendule  sont  déterminées  par  l'équation  du  second  degré  :(/, — a)(/, — a)  — 

Quand  l'  est  négatif  F(0)  aussi  devient  négatif,  mais  F( — oo)  est  positif, 
de  sorte  qu'une  des  longueurs  de  pendule  est  négative.  Il  s'ensuit  que,  quand 
le  système  réduit  est  instable,  il  en  est  de  même  du  système  primitif. 
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11  y  a  à  remarquer  en  outre  que,  si  /'  >  ^i  >  l-i ,  la  longueur  de  pendule 

qui  correspond  à  la  principale  lente  est  plus 
grande  que  V,  et  que  si  /,  >/2>  /  la  prin- 
cipale lente  correspond  à  une  longueur  plus 
petite  que  V . 

La  représentation  graphique  ci-contre 
rend  ces  résultats  *)  pour  le  cas  l"^l^Z>h> 
en  pratique  le  plus  important. 


;  c  principale  rapide 


pendule  rapide  l^ 


^  ^  principale  moyenne 


pendule  lent  /, 


système  réduit 


X  principale  lente 
Fiff.  2. 


8.  Pour  ce  qui  regarde  maintenant  le 
mode  d'oscillation  des  deux  pendules  sus- 
pendus, nous  le  nommerons  atifiparallèle 
quand  les  écarts  maxima  simultanés  sont  de 
directions  opposées,  comme  dans  les  obser- 
vations de  HuYGENs;  dans  le  cas  contraire 
nous  le  nommerons  parallèle. 

On  conclut  aisément  de  (15)  qu'on  obser- 
vera toujours  les  trois  combinaisons  pos- 
sibles suivantes:  le  mode  d'oscillation  est 
antiparallèle  pour  une  des  trois  oscillations 
principales,  et  il  est  parallèle  pour  les  deux 
autres,  mais  cela  de  telle  façon  que,  pour 
un  certain  écart  maximum  des  pendules 
dans  un  sens  déterminé,  le  cadre  prend  la 


')  L  est  évident  que  ces  résultats  sont  parfaitement  d'accord  avec  le  théorème 
bien  connu,  —  dont  on  peut  les  déduire  en  partie  — ,  suivant  lequel,  quand 
on  enlève  an  système  un  ou  plusieurs  degrés  de  liberté,  en  établissant  des 
liaisons,  les  nouvelles  périodes  doivent  être  comprises  entre  les  anciennes.  Pour 
le  faire  voir  on  peut  1**.  rendre  le  cadre  absolument  fixe,  2**.  établir  deux 
liaisons,  de  telle  manière  que,  quand  le  cadre  se  déplace,  les  pendules  sont 
obligés  de  prendre  une  translation  en  conservant  leur  direction  verticale.  On 
reconnaît  aisément  que  dans  ce  dernier  cas  c'est  la  durée  d'oscillation  du  système 
réduit  qui  se  manifeste. 

En  substance  on  trouve  ces  mêmes  résultats,  étendus,  d'une  façon  facile  à 
deviner,  au  cas  de  plusieurs  pendules  suspendus,  dans  le  travail  de  W. 
Dumas,  cité  note  6,  p.  276,  dont  je  ne  pris  connaissance  que  quand  mes 
recherches  étaient  déjà  terminées.  Cet  auteur  introduit  aussi  la  longueur  du 
pendule  simple  synchrone  avec  le  système  réduit.  Mais  nous  avons  vu  que  chez 
lui  le  mécanisme  à  un  seul  degré  de  liberté,  auquel  sont  suspendus  les  pen- 
dules, n'a  pas  été  choisi  d'une  manière  aussi  générale  que  le  nôtre. 
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position  extrême  opposée  pour  chacune  de  ces  deux  autres  oscillations 
principales  '). 

Ainsi  donc,  si  Ç/*"^  et  $2^"*^  sont  de  même  signe,  comme  cela  était 
certainement  le  cas  pour  le  mécanisme  employé  par  Huygens,  et  aussi 
pour  celui  d'ELLicorr,  le  mode  d'oscillation  antiparallèle,  observé  par 
Huygens,  appartient  à  Toscillation  principale  moyenne. 

9.  Pour  ce  qui  regarde  l'application  à  la  marche  de  deux  horloges, 
reliées  de  la  façon  susdite,  nous  admettrons  d'abord  que  /,  et  /j  dif- 
fèrent considérablement  et  que  les  coefficients  c^  et  c^  ne  sont,  ni  Tun 
ni  l'autre,  très  petits.  Dans  ce  cas,  les  valeurs  de  /^'(^i)  ®^  -^'(^2)'  ^^^ 
différentes  de  zéro,  prouvent  qu'aucune  des  longueurs  principales  ue 
coïncide  à  peu  près  avec  /,  ou  ^2;  niais  il  résulte  alors  de  (15)  que  les 
oscillations  du  cadre  sont  du  même  ordre  que  celles  des  pendules  pour 
tout  mode  d'oscillation  j)ossible. 

Or,  il  est  fort  possible,  même  dans  ces  conditions,  quand  les  cir- 
constances sont  favorables,  que  la  force  motrice  e^t  suffisante  et  que  Ton 
a  fait  en  sorte  que  les  frottements  dans  le  cadre  soient  aussi  petits  que 
possible,  qu'une  fois  mises  en  train  les  oscillations  principales  ou  cer- 
taines combinaisons  de  ces  oscillations  puissent  subsister,  entretenues 
par  l'action  d'un  des  moteurs  ou  de  tous  les  deux.  Mais  dans  un  pareil 
cas  la  manière  dont  se  comporteraient  les  deux  horloges  différerait  con- 
sidérablement de  ce  que  Ton  a  observé  dans  les  phénomènes  de  sympathie, 
et  si  l'on  admet,  comme  il  est  beaucoup  plus  probable,  que  les  forces 
motrices  sont  incapables  d'entretenir  un  mouvement  aussi  intense  du 
cadre,  mouvement  qui  absorberait  une  grande  partie  de  l'énergie,  il 
faut  qu'au  bout  d'un  certain  temps  chacune  des  oscillations  principales 
ainsi  que  toute  combinaison  de  ces  oscillations  vienne  à  s'arrêter. 

Nous  ne  nous  occuperons  donc  plus  de  ce  cas  général,  et  nous  pas- 
sons à  l'examen  de  trois  cas  particuliers,  plus  importants  dans  la  con- 
sidération des  phénomènes  de  sympathie,  savoir:  A  le  cas  où  /,  et/, 
diffèrent  assez  bien  et  où  <?,  et  c^  sont  de  petites  nombres,  B  celui  où 


*)  Dumas  dit:  ^dass,  wenn...  die  Aufhàngepunkte  der  Nebenpendel  tiefer 
„als  die  Drehungsaxe  des  Hauptpendels  liegen,  aile  Nebenpendel  von  kiirzerer 
„als  der  za  erziehenden  [principalen]  Schwingungsdauer  im  gleichen  Sinne  mit 
„dem  Hauptpendel  Schwingen  miissen,  aile  anderen  im  entgegengesetzen  Sinne". 
Cela  résulte  d'ailleurs  immédiatement  des  formules  (15),  qui  sont  identiques 
au  fond  à  celles  de  Dumas. 
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/,  et  /j  sont  peu  différents,  mais  où  c,  et  Cj  ne  sont  pas  petits;  enfin  le 
cas  C  où  /,  et  l^  sont  peu  différents,  en  même  temps  que  c,  et  c^  sont 
tous  deux  très  petits.  Dans  l'examen  de  ces  cas,  nous  supposerons 
toujours  que  l'^l^'^  l^  et  que  V  diffère  considérablement  de  /,  et  de 
/j.  Après  Texamen  de  ces  trois  cas,  celui  d'autres  cas  particuliers,  p  ex. 
où  {?,  est  petit  sans  qu'il  en  soit  de  même  de  c^y  supposant  qu^on  ait 
affaire  à  un  pareil  mécanisme,  pourra  s'effectuer  sans  difiBcultés  *). 

A,  Discussion  du  cas  où  l^  et  l^  diffèrent  assez  bien  Vm7i  de  l"" autre  ^ 
mais  où  ci  et  c^  sont  petits.  ^) 

Dans  ce  cas  F{1'),  F[l^)  et  Fil^)  sont  tous  trois  très  petits,  de  sorte 
que  les  trois  racines  de  l'équation  (14)  sont  fort  rapprochées  des  trois 
valeurs  /',  /,  et  /j,  ce  qui  fait  que  la  représentation  graphique  de  la 
fig.  2  prend  maintenant  l'aspect  de  la  fig.  3  (page  suivante).  Il  en  résulte, 
en  vertu  de  (15),  que  pour  la  principale  rapide  les  oscillations  du  pen- 
dule rapide  ont  une  amplitude  bien  plus  grande  que  les  oscillations  du 
pendule  lent  ^),  tandis  que  c'est  précisément  le  contraire  pour  la 
principale  moyenne.  Pour  la  principale  lente  les  oscillations  des  deux 
pendules  sont  ou  bien  du  même  ordre  que  celles  du  cadre,  ou  bien  plus 
petites  encore;  ce  dernier  cas  doit  se  présenter  quand  la  troisième  des 
causes  mentionnées  dans  la  note  2  de  cette  page  est  en  jeu. 

Supposons  maintenant  que  tt',  tt^  et  tt^  représentent  de  petites  oscil- 


*)  Au  point  de  vue  des  résultats,  le  cas  r  =  Gc  ne  se  distingue  des  casque 
nous  examinons  ici  que  par  le  fait  que  la  principale  lente  a  disparu. 

*)  En  vertu  de  (IG),  la  petitesse  de  chacun  de  ces  deux  coefficients  peut 
provenir  de  trois  causes:  1**.  de  la  petitesse  du  rapport  ^,  :  /, ,  une  circonstance 
qui  ne  se  présentera  pas  souvent  dans  des  horloges,  2".  de  ce  que  les  masses 
des  pendules  sont  petites  par  rapport  à  celles  du  cadre,  3°.  de  ce  que  les  pen- 
dules sont  suspendus  en  des  points,  dont  le  mouvement  horizontal  est  faible 
ea  comparaison  du  mouvement  d*autres  points  du  cadre.  Il  est  bien  remarquable 
que  cette  différence  de  cause  est  presque  sans  influence  sur  les  considérations 
qui  vont  suivre,  donc  sur  les  phénomènes  qui  doivent  se  produire. 

•)  Même  dans  le  cas  où  dans  (15)  Ç,<»')  est  petit  par  rapport  à  ïi('");  on 
trouve  en  effet  comme  première  approximation  de  /,— a,  c/T/,  :  (/'— /J,  de  sorte 
que  X,  =  —  M'{l'—1^){H{*n)y  :  m^kj%(m).  Le  mouvement  du  cadre  déterminé 
par  u(^)  est  donc  faible  par  rapport  à  celui  du  pendule  rapide,  ce  qui  fait  que 
«4  est  petit  par  i  apport  à  x,. 
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principale  rapide, 
pendule  rapide  l^ 


principale  moyenne 
pendule  lent  /, 


lations,  appartenant  respectivement  à  chacun  des  trois  types  d'oscilla- 
tions principales,  savoir  la  lente,  la  moyenne  et  la  rapide,  possédant 
chacune  In  même  quantité  d'énergie  totale  €=  T-\-  V;  alors  chaque 
oscillation  composée  peut  être  représentée  par  oo  K't-\-  A",  t,  +  K^^^j 
et  son  énergie  totale  est  égale  à  {K'^  +  ^i^  +  ^2^)  ^• 

Partons  mainlenant  d'une  oscillation  com- 
posée quelconque,  pour  laquelle  les  coeffi- 
cients K\  Ky  et  K^  ont  des  valeurs  médiocres 
et  comparables  entr'elles;  alors  il  est  évident 
que  le  mouvement  d'une  des  deux  horloge, 
notamment  celle  à  pendule  rapide,  dépen- 
dra presque  exclusivement  de  la  principale 
rapide,  et  le  mouvement  de  l'autre  dépendra 
de  la  principale  moyenne.  Il  est  vrai  qu'il 
se  manifestera  dans  les  amplitudes  de  légères 
variations  périodiques,  provenant  des  deux 
autres  principales,  mais  ces  dernières  n'exer- 
ceront pas  une  influence  notable  sur  la  pério- 
de suivant  laquelle  les  mécanismes  moteurs 
agissent;  il  s'ensuit  que  Tun  des  moteurs  en- 
tretiendra le  mouvement  A',  t,  et  l'autre  le 
mouvement  K^T^y  mais  aucun  des  deux  ne 
peut  entretenir  le  mouvement  K't.  Celui-ci 
disparaîtra  donc  le  premier. 

Ce  qui  arrivera  dans  la  suite  dépendra 
de  la  puissance  des  moteurs  et  de^  frotte- 
ments qui  se  produiront  dans  le  mouvement 
du  cadre.  Si  cette  puissance  est  suffisante  pour  vaincre  ces  frottements, 
quand  les  pendules  oscillent  avec  une  amplitude  assez  grande  pour  que 
les  mécanismes  moteurs  restent  en  action,  il  subsistera  un  mouvement 
A'jT,  4"  ^2^2'  po^r  lequel  les  valeurs  de  AT,  et  K^,  donc  aussi  leur 
rapport,  finiront  par  dépendre  exclusivement  des  puissances  des  moteurs 
et  des  frottements.  En  général  un  j)areil  mouvement  pourra  être  entre- 
tenu assez  facilement,  comme  l'apprend  un  théorème  dont  je  donnerai 
la  démonstration  au  §  14,  pour  tous  les  cas  à  la  fois.  Ce  théorème, 
c'est  que  pour  des  oscillations  principales  dont  le  A  diffère  peu  de  /,  ou 
/j,  quelle  que  soit  la  cause  de  cette  faible  différence,  l'énergie  cinéti- 
que du  mouvement  du  cadre  est  petite  en  comparaison  de  celle  du  pen- 


système  réduit 
"fc  principale  lente 

Fig.  3. 
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dule  correspondant  à  /,  ou  /j.  Dans  le  mouvement  qui  subsiste  en  fin 
de  compte,  les  deux  horloges  possèdent  donc  chacune  une  marche  pro- 
pre *),  mais  on  observe  de  légères  variations  d'amplitude  périodiques, 
provenant  d'une  collaboration  des  deux  principales  subsistantes,  dont  les 
périodes  diffèrent  notablement  quand  /,  et  l^  sont  suffisamment  différents. 

11.  Supposons  maintenant  que  /,  et  l^ ,  d'abord  très  différents,  soient 
rendus  de  plus  en  plus  concordants,  p.  ex.  par  déplacement  des  disques 
des  pendules.  La  principale  conséquence  en  sera,  suivant  Téqu.  (15), 
que  les  écarts  des  deux  pendules  deviennent  de  plus  en  plus  compara- 
bles entr'eux,  aussi  bien  pour  À^,;r,  que  pour  K^tt^.  Pour  trouver  leur 
mouvement  en  vertu  de  Toscillation  composée  A',t,  +  ^2^2^  ^^us 
aurons  ainsi  à  composer  deux  oscillations  dont  les  amplitudes  sont  du 
même  ordre  et  dont  les  périodes  sont  peu  différentes.  On  sait  que  cela 
conduit  pour  les  deux  pendules  à  des  périodes  alternatives  de  mouve- 
ment relativement  fort  ou  faible,  en  d'autres  termes  au  phénomène  de 
réchange  d'énergie  de  mouvement,  et  la  période  dans  laquelle  cet 
échange  a  lieu  sera  d'autant  plus  longue  que  /,  et  l^  diffèrent  moins  ^). 

Mais  une  pareille  allure  des  deux  pendules  est  d'autant  moins  com- 
patible avec  une  marche  régulière  des  deux  horloges,  qu'elle  devient 
plus  prononcée  par  le  rapprochement  graduel  de  /,  et  l^.  En  effet,  pen- 
dant la  période  de  moindre  activité  d'un  des  pendules,  il  arriyera  un 
moment  où,  l'activité  étant  devenue  beaucoup  plus  petite  que  la  nor- 
male, le  moteur  correspondant  s'arrêtera.  H  arrive  alors  de  deux  choses 
Tune:  ou  bien  Toscillation  principale,  entretenue  en  particulier  parle 
moteur  en  question,  est  assez  forte  pour  subsister  jusqu'à  une  nouvelle 
période  d'activité  maxima,  qui  se  fera  attendre  d'autant  plus  long- 
temps que  /,  et  l^  diffèrent  moins,  ou  bien  elle  ne  Test  pas.  Dans  le 
premier  cas  l'horloge  peut  continuer  à  marcher  avec  des  périodes  oïl 
elle  bat  et  d'autres  où  elle  ne  bat  pas,  et  ce  phénomène  peut  évidem- 


*)  Pour  chacune  d'elles  la  marche  est  un  peu  plus  rapide  que  quand  elles 
hont  installées  isolément. 

*)  Ces  phénomènes  font  son^i^er  à  ce  qu'ELLicoTT  constata  dans  ses  dernières 
observations  (voir  note  4,  p.  275).  Pourtant  l'accord  n'est  pas  parfait,  puis- 
que dans  le  cas  considéré  ici  les  deux  horloges  conservent  leur  marche  propre, 
tandis  qu'ELLicoTT  affirme  que  pendant  plusieurs  jours  leurs  marches  ne  variaient 
pas  d'une  seconde.  Nous  reviendrons  donc  sur  ces  observations  en  examinant 
le  cas  C, 
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raent  se  présenter  pour  les  deux  liorloges  à  la  fois  *).  Dans  le  deuxième 
cas,  rhorloge  en  question  finit  par  s'arrêter  complètement;  roscillation 
principale  correspondante  disparaît  complètement,  et  son  pendule  ne 
fait  plus  que  suivre  passivement  le  faible  mouvement  qui  lui  revient 
dans  Toscillation  princi])ale,  laquelle  peut  maintenant  être  entretenue 
indéfiniment  par  le  moteur  de  Tautre  horloge. 

Tel  est  le  phénomène  qu'ELUCOTT  a  constaté  dans  ses  premières 
observations,  quand  Thorloge  n°.2  arrêtait  régulièrement  Thorloge  n'^.l. 

Et  nous  sommes  conduits  ainsi  tout  naturellement  au  cas  C,  où  <r,  et 
c^  sont  petits,  et  /,  et  l^  peu  différents  Tun  de  Tautre;  mais  ce  casa 
besoin  d'être  traité  séparément,  de  sorte  que  nous  y  reviendrons  tantôt. 

B,  Discussion  du  cas  où  /,  et  l^  so7it  peu  différenU 
sans  que  c,  et  c^  soient  petits'^). 

12.  Avant  de  passer  au  cas  C,  nous  traiterons  ce  cas  plus  simple,  où  nous 
rencontrerons  des  phénomènes  du  genre  de  ceux  que  Huyqkss  a  observés. 

Nous  poserons  à  cet  effet  /,  =  /^  4"  ^  et  substituerons  cette  valeur 
dans  réquation  cubique  (14.).  Ecrivant  alors  ^2  +  5  pour  une  des  raci- 
nes de  cette  équation  et  traitant  A  et  S  comme  de  petites  grandeurs,  on 
trouve  facilement  pour  la  longueur  de  pendule  correspondant  à  la  prin- 
cipale moyenne: 

^H-o-i-r^î  (18) 


on  voit  que  cette  longueur  partage  la  différence  entre  /,  et  /j  dans  le 
rapport  de  c,^  à  c^. 


*)  Cette  circonstance  a  été  observée  en  effet  par  Ellicott  (1.  c.  pp.  132  et 
133)  pour  les  deux  horloges,  temporairement  il  est  vrai,  car  le  moteur  de  la 
première  horloge  finissait  par  cesser  d'agir.  Voir  d'ailleurs  à  ce  propos  les 
observations  de  Daniel  Bernoi:illi  avec  ses  deux  plateaux  de  balance,  dont 
il  a  été  question  au  §  3. 

*)  Si  Ton  a  rigoureusement  /,  =  /,  =  Z ,  l'équation  (14)  a  évidemment  une 
racine  a  =  /;  pour  l'oscillation  principale  correspondante  le  cadre  reste  en  repos 
en  vertu  de  (15).  Les  deux  autres  racines  sont  fournies  par  l'équation  du  second 
degré  (i'  — a)(;  — a)  — (r/ +  c,*) /'/  =  0.  Une  d'entre  elles  ne  s'écartera  donc 
pas  fort  de  /,  quand  r,  et  r,  sont  de  petites  fractions.  Tout  ceci  est  d'accord 
avec  la  solution  de  Rolt»  (1.  c,  note  1,  p.  27G)  qui  se  rapporte  exclusivement 
à  ce  cas,  et  aussi  avec  celle  d'ËULER,  sauf  la  remarque  faite  dans  la  note  citée. 
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Les  deux  autres  racines  satisfont  approximativement  à  Téquation 
quadratique 

{l-  A)  (/,-  A)  -  (C,  2  +  c,-^)  V  h  =  0.  (19) 

Elles  correspondent  aux  oscillations  ])rincipales  lente  et  rapide,  dont 
les  longueurs  diffèrent  donc  généralement 
fort  de  /'  et  l^  '),  de  sorte  qu'en  vertu  de 
(15)  elles  donnent  lieu  à  des  oscillations  du 
cadre  du  même  ordre  de  grandeur  que  celles 
des  pendules. 

Ces  oscillations  devront  donc  s'éteindre 
rapidement,  à  moins  que  l'on  n'ait  pris  des 
précautions  particulières  pour  diminuer  le 
frottement  du  cadre,  d'autant  plus  que  ces 
oscillations  ne  sont  pas  entretenues  par  les 
moteurs. 

La  seule  oscillation  qui  pourra  donc  sub- 
sister au  bout  d'un  certain  temps  est  la  prin- 
cipale moyenne,  dont  la  longueur  de  pen- 
dule est  comprise  entre  /,  et  l^;  ceci  est 
parfaitement  d'accord  avec  les  observa- 
tions de  HuYGENS^),  et  aussi  avec  celles 
d'ELLicorr,  décrites  dans  la  note  4  de  la  page 
275,  quand  on  fait  abstraction  pour  un 
moment  de  l'échange  périodique  d'énergie 
observé. 


^^  principale  rapide 


pendule  rapide  /, 
principale  moyenne 
pendule  lent  l^ 


système  réduit 


principale  lente 
Fig.  4. 

C  Discussion  du  cas  où  /,  et  f^  différent  fort  peu  Vun  de  Vautre^ 
et  où  6*,  et  (?2  sont  de  petits  7wmbres. 

13.  Ce  qu'il  y  a  de  caractéristique  dans  ce  cas,  c'est  qu'on  satisfait 
à  l'équation  quadratique  (19)  par  une  racine  peu  différente  de  l^.  Il  y  a 
donc  deux  racines  de  l'équation  cubique  primitive  qui  sont  voisines  de 


')    Voir  la  représentation  graphique  de  la  ^g.  4. 

'J   Voir  toutefois  la  note  1  de  la  page  292,  d'après  laquelle  le  cas  observé  par 
HuYGENS  n'était  probablement  pas  le  cas  traité  ici,  mais  le  cas  plus  compliqué  C, 
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/j;  l'une  a  déjà  été  trouvée  tantôt  et  est  exprimée  par  (18);  l'autre  peut 
aussi  s'obtenir  aisément  par  approximation  et  est  exprimée  par 


k 


m 


A 


5^  principale  rapide, 
pendule  rapide  /, 


En  première  approximation  cette  racine  est  indépendante  de  A  = 
=  /,  — 1^\  quand  les  longueurs  des  pendules  sont  donc  suffisamment  rap- 
prochées, sa  différence  avec  J^  est  petite,  il 
est  vrai,  mais  encore  plusieurs  fois  plus 
grande  que  A.  Cest  ce  que  représente  la 
fig.  5,  dans  laquelle  on  doit  encore  remarquer 
que  la  troisième  racine,  correspondant  à  la 
principale  lente,  diffère  peu  de  /'. 

Il  est  maintenant  possible  de  faire  voir 
que  les  oscillations  du  cadre  restent  petites 

i  principale  moyenne    en  comparaison  de  celles  des  pendules,  aussi 
^  *   pendule  lent  /.  ,  .  i         •     •     i  •  i  i 

bien  pour  la  principale  rapide  que  pour  la 

moyenne,  mais  pas  au  même  degré, 

Dans  plus  d'un  cas  cela  résulte  déjà  im- 
médiatement des  équations  (15);  mais  nou 
dans  celui  où  les  pendules  sont  suspendus 
en  des  points  du  cadre  dont  le  mouvement 
horizontal  est  exceptionnellement  faible  *). 
Dans  ce  cas-là  nous  invoquons  le  théorème 
général ,  dont  la  démonstration  sera  donnée 
au  paragraphe  suivant  et  d'où  notre  asser- 
tion se  laisse  immédiatement  déduire. 

Eemarquons  encore  que  dans  tout  le  cas 
C  les  deux  pendules  ont  généralement  des 

amplitudes  du  même  ordre  de  grandeur,  aussi  bien  pour  ce  qui  regarde 

la  principale  lente  que  pour  la  principale  moyenne. 

14.  Le  théorème  en  question  peut  être  formulé  en  ces  termes:  quand 
la  longueur  de  pendule  d'une  oscillaiion  principale  se  rapproche  de  /,  ou 
^2,  la  force  vive  du  système  réduit^  et  a  fortiori  celle  du  cadre  seul^  est 


système  réduit 
^  principale  lente 
Fiff.  5. 


')  C'est  à  dire  quand  la  troisième  des  causes  citées  dans  la  note  2  de  la  page 
285  occasionne  la  petitesse  de  c,  et  c,. 
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toujours  peliU  par  rapport  à  celle  du  pendule  correspondant  à  /,  ou  I2. 

Pour  le  démontrer,  nous  comparerons  dans  la  formule  (8)  les  trois 

dxt  *   *  * 

termes:  ^  ^V^;  w,  ^,  -7-7  u<p^  et  4  m^a^^Cp^^,  Pour  le  rapport  des  deux 
au 

dx    ',         ' 
derniers  nous  pouvons  écrire  2  -~  u  :  /,  $1,  ou  bien,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (10),  2  ^  «  ^"0  :  /,  X,  =  2$/'"^  :  /,  X|  =  2  (A  —  /,)  :  /,.   Quand   A 

est  donc  voisin  de  /, ,  le  second  terme  est  petit  par  rapport  au  troisième, 
qui  peut  ainsi  être  considéré  dans  ce  cas  comme  représentant  par  appro- 
ximation rénergie  cinétique  du  premier  pendule. 

Nous  pouvons  donc  écrire  pour  le  rapport  de  Ténergie  cinétique  du 
système  réduit  à  celle  du  pendule  en  question  '): 

=  M'  (w'C'"))2(/,~  A)2  :  7«,a,2(Ç^Cm))2  =  (/,_A)2  :  tf,2/,2.        (12) 

Si  ^,  n'est  pas  petit,  comme  dans  le  cas  J?,  la  proposition  est  par  là 
démontrée.  Dans  le  cas  A  ou  substituera  A  =  /,  —  S  dans  Téquation 
cubique  (14),  après  quoi  on  trouvera  en  première  approximation ,  c^ 
étant  aussi  petit  2)^  S  = /, — A  =  c,2^7,  :  (/' — /,);  ce  qui  démontre 
aussi  la  proposition. 

Enfin,  dans  le  cas  C  qui  nous  occupe  en  ce  moment,  il  résulte  de 
(20)  pour  la  principale  rapide:  l^  — A  =  (<?,2  -j-  c^^)  V l^  :  (/' — Z^)*  ^^ 
remplaçant  /,  et  c,  par  ^  et  c^  dans  Téquation  (21),  on  déduit  de  là 
Texactitude  de  la  proposition  pour  cette  oscillation  principale,  donc 
aussi  a  fortiori  pour  la  principale  moyenne,  au  moins  que  c, ,  tout  en 
étant  petit,  ne  soit  beaucoup  plus  grand  que  ^j,  une  restriction  qui 
n'existe  pas  pour  la  principale  moyenne. 

15.  On  peut  conclure  de  ces  remarques  que  dans  le  cas  C  que  nous 
traitons  maintenant  les  oscillations  principales  rapide  et  moyenne,  une 
fois  mises  en  train,  subsisteront  toutes  deux  sous  Tinfluence  des  mécanis- 
mes moteurs,  si  les  frottements  dans  le  cadre  ne  sont  pas  trop  défavorables. 


')  En  vertu  de  (10),  (15)  et  (16),  et  d'après  la  signification  de  /, ,  a^  etfcj. 

')   Dans  le  cas  oh  c^  est  petit  sans  que  c,  le  soit,  la  démonstration  peut  être 

fonmie  de  la  même  façon,  bien  que  Texpression  de  ^  soit  nn  peu  moins  simple. 
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Toutefois,  si  la  différence  de  marche  entre  les  deux  liorloges  était  primitive- 
ment très  faible,  la  principale  moyenne  aurait  un  avantage  considérable 
sur  la  principale  rapide,  puisque  pour  elle  le  mouvement  du  cadre  serait 
encore  beaucoup  plus  faible  que  pour  la  dernière.  C'est  sans  doute  dans 
cette  circonstance  que  Ton  doit  voir  la  raison  pour  laquelle,  dans  Ifô 
observations  de  Huygens  aussi  bien  que  dans  les  dernières  observations 
d'BLLicoTT,  Toscillation  principale  moyenne  se  manifestait  exclusive- 
ment '),  ou  du  moins  remportait  de  beaucoup  sur  les  autres^).  Savakt 
au  contraire  put  réaliser  les  deux  principales  au  moyen  de  son  ressort 
en  forme  de  T,  aux  extrémités  duquel  étaient  suspendus  des  pendules  à 
peu  près  identiques  ^). 

Mais,  outre  ces  deux  oscillations  principales,  qui  sont  différentes 
tant  par  la  durée  d'oscillation  que  par  la  circonstance  que  le  mouve- 
ment des  pendules  est  parallèle  pour  Tune  et  antiparallèle  pour  l'autre, 
il  y  a  encore  un  troisième  mode  de  mouvement  qui  doit  pouvoir  durer 
indéfiniment. 

16.  Pour  le  faire  voir,  nous  partirons  encore  une  fois  d'une  oscilla- 
tion composée  quelconque  ce  =  K'tt'  +  ^i^i  +  J^i'^2',  à  moins  que  le 
frottement  dans  le  cadre  ne  soit  excessivement  faible,  Toscillation  K'x' 
disparaîtra  rapidement.  Mais  si,  dans  le  mouvement  restant,  K^  est  beau- 
coup plus  petit  que  À^,,  il  est  clair  que  les  mécanismes  moteurs  des  deux 
horloges  se  régleront  sur  la  principale  moyenne,  puisqu'elle  est  la  domi- 
nante dans  le  mouvement  des  deux  pendules,  de  sorte  que  les  mo- 
teurs ne  pourront  pas  contribuer  à  entretenir  la  principale  A'^tt^,  qui 


*)  Chez  Huygens.  Dans  ses  expériences  les  masses  des  deux  pendules  étaient 
certainement  petites  par  rapport  à  celles  du  cadre,  de  sorte  que  les  nombres 
Cl  et  c,  étaient  petits  sans  aucun  doute  et  que  Ton  a  affaire  au  cas  C. 

')  Chez  EixicoTT.  Là  doit  s'être  manifestée  aussi  la  principale  rapide,  dn 
moins  au  commencement,  ainsi  qu'il  résulte  de  Tobservation  de  l'échange  d'éner- 
gie. Bien  qu'EtLicoTT  rapporte  s'être  servi  de  pendules  fort  lourds,  il  est  pro- 
bable que  ses  expériences  aussi  se  rapportent  au  cas  C.  En  ne  l'admettant  pas 
on  comprendrait  encore  moins  comment  la  prétendue  parfaite  égalité  de  marche 
de  ses  horloges  s'accorde  avec  les  interférences  observées.  L'existence  de  deux 
oscillations  principales,  qui  en  résulte,  aurait  été  maintenue  indéfiniment  dans 
le  cas  B,  et  les  deux  horloges  auraient  conservé  des  marches  différentes. 

*)  Loc.  cit.^  note  3,  p.  276.  Chez  Savakt  on  avait  à  coup  sûr  r</i=/,; 
chez  lui  c'est  donc  la  principale  lente  qui  joue  le  rôle  qui  nous  attribuons  ici, 
où  l">li'>  It,  à  la  principale  rapide. 
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devra  finir  par  s'éteindre  à  son  tour  ;  finalement  il  ne  subsistera  donc 
plus  qu'une  oscillation  simple  à",t,,  et  les  deux  horloges  suivront  la 
marche  de  la  principale  moyenne. 

Si  par  contre,  après  la  disparition  de  la  principale  lente,  K^  est 
beaucoup  plus  petit  que  K^,  ce  sera  la  principale  moyenne  qui  s'étein- 
dra, et  les  horloges  finiront  par  régler  leur  allure  sur  la  principale 
rapide. 

Mais,  dans  le  cas  intermédiaire  où  le  rapport  entre  À",  et  K^  est 
compris  entre  certaines  limites,  il  devra  pouvoir  se  produire,  dans  des 
circonstances  avantageuses,  un  mode  de  mouvement  où  lés  deux  prin- 
cipales sont  entretenues  indéfiniment,  chacune  d'elles  régissant  la  mar- 
che d'une  des  deux  horloges;  en  efTet,  on  déduit  aisément  des  équations 
(15)  qu'en  général  le  rapport  des  amplitudes  x,  et  k^  est  différent  pour 
les  deux  oscillations  principales  *).  Dans  un  pareil  mouvement,  les 
valeurs  de  K^  et  K^,  donc  aussi  leur  rapport,  seront  régies  en  fin  de 
compte  parla  puissance  des  moteurs  et  les  frottements  qui  se  produisent; 
c.àd.  que  ces  valeurs  seront  indépendantes  de  Tétat  initial.  D'ailleurs, 
les  deux  horloges  offriront  une  marche  différente^),  Tun  des  moteurs 


*)  En  remplaçant  a  par  sa  valeur  (18),  on  trouve  que  pour  la  principale 
moyenne  «x  :  x,  =  Ci~'ï,(^)  :  c,~*Ç,('"),  tandis  que  la  substitution  de  (20)  fournit: 

«.;..=[.+ ^^sn  ':',]  -\r  :  [^^■■"  Jlf ^-]  I.  ^'"\ 

pour  de  très  petites  valeurs  de  A  on  a  donc  x,  :  x,  =  |^('")  :  5,C"0. 

*)  Ces  circonstances  aussi  s'écartent  donc  de  ce  que  Ellicott  a  observé  dans 
ses  dernières  expériences;  ces  expériences  ne  peuvent  donc  pas  être  considérées 
comme  la  réalisation  du  cas  considéré,  bien  qu'elles  s'accordent  avec  lui  par  les 
échanges  d'énergie.  Mais  nous  avons  déjà  vu  qu'il  existe,  entre  cet  échange  et 
l'assertion  que  les  marches  des  deux  horloges  étaient  parfaitement  concordan- 
tes, une  contradiction  qu'on  ne  peut  pas  lever.  Ces  échanges  ne  peuvent  en  effet 
être  expliqués  que  par  une  interférence  et  exigent  donc  une  combinaison  de  deux 
oscillations  de  périodes  différentes;  mais  pour  que  cet  état  de  mouvement  ait  réel- 
lement une  durée  indéfinie,  il  faut  que  les  deux  oscillations  soient  entretenues 
chacune  par  un  des  moteurs  des  horloges,  notamment  par  celui  oh  l'oscillation 
correspondante  domine  Tautre.  Voir  aussi  la  dernière  note. 

Je  tiens  pour  probable  que  les  échanges  d  énergie  observés  par  Ellicott  n'ont 
existé  qu'au  commencement,  indiquant  ainsi  l'existence  temporaire  de  la  prin- 
cipale rapide.  Les  termes  dans  lesquels  s'exprime  Ellicott  ne  sont  pas  absolu- 
ment en  contradiction  avec  cette  manière  de  voir. 
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entreteuant  la  principale  rapide,  l'autre  la  moyenne.  Il  se  produira  aussi 
un  échange  périodique  d'énergie. 

Mais  il  ne  sera  probablement  pas  facile  de  réaliser  un  pareil  état  de 
mouvement,  caractérisé  surtout  par  le  fait  qu'une  des  deux  horloges 
prend  une  marche  bien  plus  rapide  que  si  elle  était  installée  isolé- 
ment *).  On  devra  choisir  les  conditions  initiales  de  telle  façon,  que  dès 
ie  commencement  Tune  des  oscillations  domine  dans  Tune  des  horloges, 
l'autre  oscillation  dans  la  deuxième.  Cela  sera  d'autant  plus  difficile  que 
c,  et  6*2  sont  plus  voisins,  donc  à  mesure  que  les  horloges  diffèrent  moins 
et  que  leur  installation  est  plus  symétrique.  En  effet,  d'après  ce  qui  a 
été  dit  dans  la  note  1  de  la  page  293,  la  différence  du  rapport,  pour 
chacune  des  oscillations  principales,  des  amplitudes  x,  et  k^  devient 
alors  de  moins  en  moins  grande  ^). 

16.  Pour  finir,  je  dirai  encore  comment  on  doit  se  figurer  la  transi- 
tion du  cas  A  au  cas  C.  Dans  le  cas  A,  où  les  horloges  ont  une  marche 
fort  différente  Tune  de  l'autre,  le  mode  de  mouvement  normal  est  pré- 
cisément celui  qui,  dans  le  cas  C,  est  le  plus  difficilement  réalisable, 
notamment  celui  où  les  deux  horloges  conservent  chacune  leur  allure 
propre.  Pourtant  les  deux  autres  modes  de  mouvement  aussi  sont  pos- 
sibles, savoir  ceux  où  une  des  oscillations  principales  se  manifeste  seule; 
mais  alors  le  pendule  d'une  des  deux  horloges  exécute  une  oscillation  trop 
faible  pour  mettre  en  mouvement  le  mécanisme  moteur  correspondant. 

Si  partant  du  cas  A  on  se  rapproche  du  cas  C,  c.  à  d.  si  Ton  rend 
de  plus  en  plus  concordantes  les  marches  des  deux  horloges,  le  mode  de 


')  Il  est  évident  que  la  différence  avec  le  cas  A  est  purement  quantitative. 
Dans  les  deux  cas^  les  deux  horloges  vont  plus  vite  qu^elles  ne  le  feraient  dans 
une  installation  indépendante;  mais  dans  le  cas  C,  l'accélération  de  Thorloge 
la  plus  rapide  est  beaucoup  plus  grande  que  celle  de  l'horloge  la  moins  rapide 
(voir  §  l'a).  Il  y  a  là  une  transition  graduelle  et  le  cas  d'ELLicoTT  était  pro- 
bablement transitoire. 

*)  L'idée  que  les  moteurs  pourraient  entretenir  tour  à  tour  Tune  et  Tautre 
principale  a  dû  être  repoussée  après  plus  ample  examen.  Quand  on  compose  de 
la  manière  graphique  connue  deux  oscillations  d'amplitudes  différentes  et  dont  la 
durée  d'oscillation  est  à  peu  près  la  même,  on  trouve  bien  que  le  mécanisme  moteur 
agirait  alternativement  un  peu  plus  viteet  un  peu  plus  lentement  que  ne  le  vou- 
drait la  durée  de  l'oscillation  dont  l'amplitude  est  la  plus  grande,  mais  cela 
ne  peut  jamais  s'accentuer  au  point  que  le  pendule  prenne  la  marche  qui  cor- 
respond à  l'amplitude  la  plus  faible,  fût-ce  même  pour  quelque  temps  seulement 
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mouvement  caractérisé  par  une  marche  différente  des  deux  horloges 
devient  de  plus  en  plus  dilliciie  à  réaliser,  et  finalement  il  est  peut-être 
impossible;  daîis  les  deux  autres  modes,  au  contraire,  le  pendule  de  la 
deuxième  horloge  exécute  alors  des  oscillations  dont  Tamplitude  va  en 
croissant,  jusqu'à  ce  que  les  écarts  soient  suffisants  pour  que  le  moteur 
correspondant  entre  en  action;  de  sorte  que  les  deux  horloges  prennent 
une  marche  absolument  concordante,  appartenant  soit  à  la  principale 
rapide,  soit  à  la  principale  moyenne,  le  dernier  cas  se  réalisant  le  plus 
facilement. 
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REMARQUES  SUR  LA  DYNAMIQUE  DE  l/ÉLECTRON, 

PAR 

J.  D.  VAN  DBR  WAALS  Jr. 


Dans  la  théorie  des  électrons  on  part  généralement  d'un  système 
d'équations,  que  Ton  peut  écrire  comme  suit,  quand  on  fait  usage  des 
unités  et  des  notations  employées  par  M.  Lorentz,  dans  ses  articles 
pour  r„Encyclopadie  der  Mathematischen  Wissenschaften'': 

div  b  =  p  (Ij 

rofh=  ^(b  +  pD)  (II) 

roft>=  —  -i^  (III) 

div  ^  =  0  (IV) 

f  =  t)  +  ^[DW.  (V) 

Les  quatre  premières  équations  déterminent  le  champ,  quand    le 
mouvement  des  électrons  est  donné;  la  dernière  est  indépendante  des 
quatre  premières  et  détermine  le  mouvement  de  Télectron  dans    un 
champ  électromagnétique;  p  f  est  la  force  qui  agit  sur  la  charge  élec- 
trique. Mais  dans  l'emploi  de  l'équation  (V)  on  se  heurte  à  des  difficultés 
particulières.  Dans  la  mécanique,  quand  un  corps  est  donné,  on  suppose 
que  sa  masse  est  connue  ;  si  Ton  connaît  en  outre  la  force,  on  peut  en 
déduire  l'accélération  et  par  conséquent  aussi  le  mode  de  mouvement. 
Si  Ton  comprend  dans  f  toutes  les  forces  du  champ,  même  celles  pro- 
duites par  l'électron,  il  n'y  a  aucune  difficulté,  en  principe,  quand  on 
attribue  à  Télectron  une  masse  réelle.  Mais,  si  Ton  suppose  que  Télec- 
tron  n'a  pas  de  masse  réelle,  Téquation  (V),  appliquée  à  un  pareil 
électron,  prend  la  forme:  force  =  t),  sans  que  dans  le  second  membre 
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un  terme  en  m  —   nous  permette  de  déterminer  l'accélération.    Par 
At 

contre,  si  nous  ne  comprenons  dans  f  que  les  forces  extérieures,  nous 

pouvons  introduire,  de  la  manière  connue,  une  masse  apparente  m  y  et 

écrire:  force  =  yy// —.   Mais  cette  masse  apparente  est  inconnue,  et, 

(Iv 

pour  la  déterminer,  il  faut  que  nous  connaissions  d'avance  le  mode  de 
mouvement  de  Télectron;  et  dans  ces  conditions  il  est  évident  qu'il 
serait  superflu  d'appliquer  Téquation  (V). 

Aussi,  dans  sa  „Dynamik  des  Elektrons",  M.  Abraham  ne  se  sert 
jamais  de  l'équation  (V)  pour  déterminer  le  mouvement  d'un  électron. 
Il  est  vrai  qu'il  fait  usage  d'une  équation  qui,  dans  la  notation  de 
LoREN'iz  et  intégrée  pour  un  espace  indéfini,  prendrait  la  forme: 

mais  cette  équation  résulte  de  (1)  à  (IV)  et  n'est  donc  pas  équivalente 
à  (V).  Le  parti  que  Ton  tire  de  l'équation  (V),  c'est  qu'on  s'en  sert 

pour  introduire  les  noms  de  force  pour  l'expression  p  (b  -| —  [^W)^  de 

quantité  de  mouvement  pour  -  [b()],  et  de  masse  apparente  pour  le 

quotient  de  la  force  ainsi  définie  et  de  l'accélération.  Mais  il  faut  que 
le  véritable  problème,  de  savoir  comment  se  meut,  dans  un  champ 
déterminé,  un  électron  de  nature  déterminée,  ait  été  résolu  d'avance, 
indépendamment  de  ces  notions. 

Et  pourtant  il  est  clair  qu'en  général  les  équations  (I)  à  (IV)  ne 
suffisent  pas  pour  déterminer  le  mouvement  d'un  système  électrique. 
Dans  le  cas  où  Ton  admet  qu'il  existe  encore  une  masse  „réelle",  ou 
matérielle,  à  côté  de  la  masse  électromagnétique,  il  est  clair  que  l'on 
ne  pourra  rien  faire  sans  la  notion  de  force.  Mais  même  dans  l'hypothèse 
qu'il  n'y  ait  pas  de  masse  véritable,  —  et  c'est  uniquement  de  ce  cas 
que  nous  nous  occuperons  — ,  la  détermination  du  mode  de  mouvement 
exige  encore  un  système  d'équations.  En  effet,  l'équation  (II)  permet- 
trait de  déduire  b  si  Ton  connaissait  \>  à  chaque  instant,  et  inversement 
t)  si  b  était  connu,  mais  on  n'en  peut  tirer  les  deux  grandeurs  à  la  fois. 
Quand  on  suppose  que  le  mouvement  est  quasi-stationnaire,  on  introduit 

20* 
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en  réalite  une  relation  entre  b  et  t),  et  par  là  le  mode  de  mouvement  est 
déterminé.  Quand  on  n'a  pas  affaire  à  un  mouvement  quasi-stationnaire, 
on  a  besoin  d'autres  équations  encore  et  on  peut  se  servir  alors  de 
réquation  (V),  mise  sous  la  forme: 

jjj  p\^-^].  li^  +  rs'-i)  w  i  '^"S= «•         (v«) 

Si  Ton  veut  employer  les  notions  de  force  et  de  masse,  on  peut  dire: 
comme  la  masse  réelle  d'un  électron  est  nulle,  cet  électron  ne  j^eut 
jamais  être  soumis  à  l'action  d'une  force.  Mais  on  peut  aussi  mettre  ces 
notions  de  côté,  et  dire  tout  simplement:  dans  un  champ  de  forces  un 
électron  se  place  et  se  meut  toujours  de  telle  façon,  qu'il  soit  constam- 
ment satisfait  à  l'équation  (V^). 

Il   est   vrai   que  cette  équation  a  la  forme:  force  =  0 ,  sans  que  le 

second  membre  contienne  le  terme  m  -—.    Si  elle  peut  néanmoins  servir 

(It 

à  déterminer  le  mouvement,  cela  tient  à  ce  qu'au  lieu  de  la  force  même 
elle  contient  la  vitesse  linéaire  t)  et  la  vitesse  angulaire  (J;  or,  en  général, 
nous  pourrons  disposer  de  ces  grandeurs  de  telle  manière  qu'il  soit  satis- 
fait à  réquation.  Dans  un  certain  sens  la  dynamique  de  l'électron  nous 
ramène  donc  à  la  mécanique  avant  Gai.ilék,  suivant  laquelle  les  forces 
déterminent  non  l'accélération,  mais  la  vitesse.  Si  l'on  suppose  que  les 
grandeurs  b  et  ^  sont  données  partout,  t>  et  g  sont  déterminés  par  la 
situation  de  l'éleclron,  et  l'on  obtient  ainsi ,  |)our  déterminer  le  mouve- 
ment de  l'électron,  une  étiuation  différentielle  du  premier  ordre.  Mais 
la  question  se  complique  par  le  fait  que  b  et  ^  dépendent  à  leur  tour 
du  mouvement  antérieur  de  Télectron;  c'est  cela  qui  fait  que  Téquation 
du  mouvement  de  Télectron  contient  une  intégrale,  par  rapport  au 
temps,  d'une  fonction  de  t)  et  g,  de  sorte  que  pour  déterminer  le  mou- 
vement on  obtient  des  équations  intégrales,  dans  le  genre  de  celles  que 
M.  SoMMERFELi)  *)  a  em])loyées  dans  ses  articles  „Zur  Elektronentheorie 
I,  Il  et  \\V\  Il  y  a  des  cas  où  Pintégration  peut  s'elFectuer  et  Ton 
obtient  alors  une  équation  fonctionnelle. 

Quand  le  mouvement  est  une  translation  rectiligne  sans  rotation  et 
que  l'électron  présente  en  outre  un  axe  de  symétrie,  dont  la  direction 
coïncide  avec  celle  du  mouvement,  les  termes  de  l'équation  (Va)  qui 

')  Gôtt,  Nadir.  1904.  pp.  99  et  363,  et  1905  p.  201. 
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contiennent  t)  et  9   s'annullent  creux-mêmes  et  il  ne  reste  plus  que 


/// 


pt^dS=0, 


Maintenant  il  n'est  plus  possible  de  satisfaire  à  cette  équation  par 
un  choix  convenable  de  1>  et  9;  la  si! nation  de  Télectron  doit  être 
telle  que  cette  relation  soit  satisfaite.  Mais,  par  suite  de  la  propagation 
des  forces  du  champ,  cette  relation  ne  serait  ])lus  vérifiée  à  uîi  instant 
suivant,  si  l'électron  restait  au  même  endroit;  il  faut  donc  que  Télec- 
tron  se  déplace  si  l'on  veut  que  la  relation  précédente  reste  vérifiée; 
voilà  comment  il  se  fait  que  cette  équation  détermine  aussi  la  vitesse, 
bien  que  cette  grandeur  même  n'y  figure  pas. 

Cette  dernière  remarque  peut  servir  à  rendre  plus  compréhensibles 
les  résultats  de  M.  Sommerpeld,  relatifs  à  un  mouvement  avec  une 
vitesse  plus  grande  que  celle  de  la  lumière,  et  le  but  principal  de  ma 
présente  communication  est  d'entrer  dans  quelques  détails  à  ce  sujet. 
Dans  la  suite  je  représenterai  par  93  une  vitesse  plus  grande  que  celle 
de  la  lumière,  par  t)  une  vitesse  plus  petite. 

Nous  reconnaissons  immédiatement  que  M.  Sommkrfeld  avait  tort 
de  croire  que  la  vitesse  95  d'un  électron  mobile  s'abaisserait  immé- 
diatement à  t),  si  la  force  motrice  cessait  subitement  d'agir  à  l'in- 
stant f.  En  effet,  si  Ton  se  figure  que  b  soit  séparé  en  deux  parties,  le 
champ  extérieur  b,  et  le  champ  même  de  l'électron  bj,  on  avait  avant 
r  instant  t\ 


///' 


mais,  comme  une  force  motrice  était  nécessaire,  fffp  b,  ^S,  donc  aussi 
fffp  h.^dS  ne  Honi pas  nuls  individuellement.  Dans  ces  conditions  il  n'y 
a  aucune  vitesse  pour  laquelle ///^p  ^.^dS  puisse  s'annuler  momentané- 
ment, de  sorte  qu'il  n'y  a  pas  moyen  de  satisfaire  à  Téquation  (V^) 
quand  b,  devient  subitement  nul. 

Si  l'on  se  figure  que  la  vitesse  9S  d'un  électron  s'abaisse  tout  à  coup 
à  t>,  la  force  extérieure  nécessaire  pour  que  cela  se  produise  ne  s'an- 
nulle  pas  subitement,  mais  elle  conserve  encore  la  même  valeur  pendant  un 
moment,  pour  varier  ensuite  graduellement,  conformément  au  nouveau 
mode  de  mouvement.  La  même  remarque  s'applique  à  tout  changement 
brusque  de  vitesse  (à  condition  que  le  mouvement  soit  rectiligne  et  que 
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r«^ectron  possède  la  symétrie  requise).  C'est  ce  que  M.  Sommkrfeld  a 
démontré,  par  uu  calcul  complet  de  la  force,  dans  le  cas  où  la  vitesse 
initiale  est  nulle.  Nous  reconnaissons  ici  encore  une  fois  l'analogie 
entre  la  dynamique  de  Télectron  et  une  mécanique  où  Ton  n'admettrait 
pas  d'inertie:  pour  produire  une  variation  bruscjuc  de  vitesse,  non  seu- 
lement il  ne  faut  pas  que  la  force  soit  infiniment  grande,  mais  la  force 
active  avant  le  changement  peut  même  subsister  sans  modification  aucune 
au  moment  où  la  variation  se  produit. 

Il  n'y  a  rien  d'étonnant  à  ce  que  nous  ne  trouvions  aucun  mouve- 
ment possible  pour  un  électron  à  vitesse  93,  quand  la  force  extérieure 
cesse  d'agir  tout  à  coup.  Cela  est  tout  aussi  impossible  d'ailleurs  pour 
un  électron  se  mouvant  avec  une  vitesse  D:  quand  cet  électron  a  une 
accélération,  de  sorte  ([u'il  est  soumis  à  une  force,  et  que  cette  force  est 
brusquement  annulée,  il  n'est  pas  possible  de  satisfaire  immédiatement 
à  l'équation  (V^/).  Aussi  la  disparition  soudaine  de  la  force  extérieure 
constitue-t-elle  une  hypothèse  impossible.  Même  une  accélération  infi- 
niment grande  ne  donnerait  pas  un  mode  de  mouvement  possible.  Car 
la  force  intérieure  dépend  uniquement  du  mouvement  antérieur  et  non 
de  la  vitesse  ou  de  l'accélération  momentanées.  Le  résultat  obtenu  par 

M.SoMMEUFELD,qu'un  mouvement  avec  -  =  ce  n'exigerait  aucune  force 

extérieure,  n'est  donc  autre  chose  qu'une  répétition  en  d'autres  termes 
d'un  résultat  déjà  trouvé  précédemment,  que  pour  un  électron  dont  la 
vitesse  passe  brusquement  (c.  à  d.  avec  une  accélération  infiniment  grande) 
de  t>  à  95  la  force  est  encore  nulle  au  premier  instant.  Mais,  si  l'on  part 
d'une  vitesse  uniforme  95,  et  qu'on  la  laisse  devenir  subitement  9^2,  la 
force  ne  devient  pas  nulle,  même  pour  cette  accélération  infiniment 
grande,  mais  elle  commence  par  conserver  la  valeur  qui  correspond  à 
la  vitesse  constante  95,. 

On  pourrait  maintenant  se  demander  ce  qui  arrive  quand  la  force, 
agissant  sur  un  électron  animé  d'une  vitesse  95,  ne  s'annuUe  pas  immé- 
diatement mais  graduellement.  M.  Sommeufeld  dit  tout  simplement  que 
la  diminution  brusque  de  la  vitesse  à  D,  qu'il  prévoit  dans  le  cas  d'une 
force  qui  cesse  brusquement  d'agir,  fait  place  ici  à  une  diminution 
graduelle.  Mais,  comme  nous  venons  de  voir  que  sa  prévision  dans  le 
cas  d'une  annulation  brusque  de  la  force  était  inexacte,  nous  avons  bien 
le  droit  de  nous  attendre  à  ce  que  cette  nouvelle  prévision  ne  soit  pas  non 
plus  vérifiée.   Ce  doute  est  d'autant  plus  justifié  que  M.  Sommerpkld  » 
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trouvé  une  valeur  négative  pour  la  masse  apparente  d'un  électron  qui 
se  meut  avec  une  vitesse  93;  ce  qui  tendrait  à  faire  croire  qu'une  dimi- 
nution de  la  force  doit  provoquer  une  accélération  du  mouvement.  Tel 
n'est  pourtant  pas  le  cas;  on  voit  donc  combien  il  est  dangereux  d'in- 
troduire dans  le  domaine  de  la  dynamique  de  l'électron  la  notion  de 
masse,  qui  lui  est  essentiellement  étrangère. 

La  masse  négative  que  M.  Sommerfeld  attribue  à  l'électron  n'a  pas 
d'autre  signification  que  ceci,  que  Télectron,  pour  se  mouvoir  avec  une 
vitesse  93,,  a  besoin  d'une  force  plus  grande,  dans  le  cas  où,  dans  le  temps 
qui  vient  de  s'écouler,  la  vitesse  était  en  moyenne  plus  grande  que  93| 
que  dans  le  cas  oh  elle  était  plus  petite.  Plus  était  grande  la  vitesse 
dans  rintervalle  de  temps  dont  Tinfluence  se  fait  encore  sentir,  et  plus 
grande  doit  être  la  force  ').  Mais  il  ne  résulte  pas  de  là  que,  si  je  fais 
diminuer  la  vitesse  dans  la  suite,  de  sorte  que  le  mouvement  n'est 
retardé  que  dans  la  suite,  cela  exige  une  plus  grande  force. 

Au  contraire,  quand  la  vitesse  est  descendue  à  93^  <C93, ,  la  vitesse 
a  été  'plus  petite  que  93,  dans  l'intervalle  actif  et  la  force  §  est  plus 
petite  que  §, ,  correspondant  à  la  vitesse  uniforme  93, .  Je  ferai  remar- 
quer en  passant  qu'inversement  nous  ne  pouvons  pas  poser  comme 
règle  générale  que,  si  la  force  s'abaisse  graduellement  à  zéro,  la  vitesse 
doit  aussi  diminuer  graduellement  jusqu'à  t).  Il  en  est  bien  ainsi  si 

—  est  une  fonction  continue  de  l;  mais  si  la  courbe  qui  représente  5 

comme  une  fonction  de  t  présente  un  point  anguleux,  la  vitesse  ne 
varie  pas  en  ce  point  d'une  manière  continue,  mais  prend  brusquement 
une  autre  valeur. 

Ainsi  donc  une  diminution  de  vitesse  va  de  i)air  avec  une  diminution 
de  la  force,  et  invei*sement.  A  ce  point  de  vue  un  électron  à  vitesse  93 
se  comporte  donc  comme  un  corps  à  masse  posiflve. 

Bien  que  je  croie  que  dans  ce  qui  précède  la  manière  dont  se  com- 
porte un  électron  est  exactement  esquissée  en  grands  traits,  et  quoique 
le  calcul  complet  du  mouvement  soit  rendu  impossible  par  la  grande 
complication  des  formules,  je  désire  pourtant  faire  voir,  dans  un  cas  bien 


')  Cette  règle  est  donnée  par  M.  Sommerkeld,  bien  qu'il  résulte  de  ses  cal- 
culs qu'elle  n'est  pas  tout  à  fait  générale.  Néanmoins,  dans  la  plupart  des  cas, 
elle  donne  en  grands  traits  une  idée  exacte  de  la  valeur  que  la  force  doit 
prendre. 
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simple,  que  la  force  nécessaire  pour  obtenir  un  mouvement  déterminé 
est  d'accord  avec  ce  qui  vient  d'être  dit.  Je  me  figure  un  électron  qui 
se  meut  |)cndant  un  certain  temps  avec  une  vitesse  constante  35.  A 
rinstant  /  =  0  il  prend  soudain  une  accélération  p.  Pour  rendre  pos- 
sible le  calcul,  j'admettrai  que  nous  pouvons  appliquer  les  formules 
pour  un  mouvement  quasi-stationnaire.  J'examine  maintenant  quelle 
est  la  force  à  un  instant  f  dans  le  1*^  intervalle  '),  donc  /  >  r'.  Le  cal- 
cul n'offre  rien  de  particulier  et  peut  être  effectué  entièrement  de  la 
manière  indiquée  par  M.  Sommkkpki.d.  Après  avoir  introduit  les  appro- 
ximations pour  un  mouvement  quasi-stationnaire,  nous  pouvons  séparer 
partout  les  termes  qui  sont  les  mêmes  que  si  la  vitesse  95  restait  inva- 
riable de  ceux  qui  doivent  être  attribués  à  l'accélération.  Appelons  §, 
la  force  qui  agirait  dans  le  cas  d'une  vitesse  constante,  et  5j  le  terme 
supplémentaire  nécessaire  pour  l'accélération.  Nous  trouvons  alors: 

3-2  ^-  372~^'~5  1^2    4   + 

0  0 

0  0 

la  2(1 


4"  *^^  autres  intégrales  encore,  que  Ton  obtient  en  remplaçant  partout, 
dans  les  précédentes,  c  par  —  c  et  .r,  par  w^. 

Voici  quelle  est  la  signification  des  diverses  lettres:  a  est  le  rayon 
de  l'électron  sphérique,  que  l'on  se  figure  chargé  d'une  façon  homogène 
avec  une  densité  cubique;  s  la  charge,  e  la  vitesse  de  la  lumière,  v  la 
valeur  numérique  de  93,  :p  la  fonction 


')    SOMMERKKI.I),    111,    p.    20H. 
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^a  —  x  +  -^  -3; 


20  a' 


^i  =  {v  +  c)t-\-  -pfi,      x^  =  {v—c)l+  -  pfi. 

Dausies  expr  ssions  pour  or,  et  X2  on  peut  d'ailleurs  négliger  ipf^- 
Sans  effectuer  complètement  les  intégrations,  nous  pouvons  en  déduire: 

1°.  A  mesure  que  i  se  rapproche  de  zéro,  %  tend  vers  §,.  Pour  don- 
ner tout  à  coup  une  accélération  on  n'a  donc  pas  besoin  d'augmenter 
subitement  la  force  extérieure,  comme  c'est  le  cas  pour  un  corps  à 
masse  positive,  ni  de  la  diminuer,  comme  ce  serait  le  cas  si  le  corps 
avait  une  mnsse  négative;  la  force  j)eut  rester  invariable  au  com- 
mencement. 

2°.  les  termes  contenant  la  première  puissance  de  /  font  défaut  et 

--         =  0.  La  courbe  §  =  F{/)  ne  présente  donc  pas  même  un  point 

anguleux,  ce  qui  est  d'accord  avec  la  remarque  faite  ci-dessus,  qu'il  ne 
se  présente  un  point  anguleux  que  dans  le  cas  où  la  vitesse  varie  d'une 
manière  discontinue. 

3^.  Si  nous  examinons  le  signe  du  terme  supplémentaire  dans  le  cas 
où  l  est  très  petit,  nous  n'avons  à  prendre  en  considération  que  les  ter- 
mes en  fi.  11  y  aurait  aussi  des  termes  en  filog/,  mais  on  reconnaît  que 
leurs  coefficients  s'annullent.  Si  Ton  intègre  aussi  loin  que  cela  est  néces- 
saire, on  trouve: 


+  Q  72  +  — ^  -  %  :rz-A  ^  ""P^^- 


Comme  +S  ^^^  1^^  force  du  champ  propre  de  Téleclron,  -  -  5  ^^^  1» 
force  extérieure  nécessaire.  Nous  voyons  ainsi  que  le  terme  supplémen- 
taire a  le  même  signe  que  p,  de  sorte  qu'une  accélération  exige  une 
augmentation  de  la  force  extérieure,  un  ralentissement  une  diminution. 

Nous  voyons  donc  que  la  façon  dont  se  comportent  les  électrons  qui 
se  meuvent  avec  une  vitesse  93,  bien  qu'elle  diffère  considérablement,  à 
plus  d'un  point  de  vue,  de  celle  des  corps  soumis  aux  lois  de  la  méca- 
nique ordinaire,  ne  présente  toutefois  en  aucune  manière  le  caractère 
paradoxal  que  l'on  déduirait  de  l'expression  „masse  négative";  rien  ne 
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nous  empêche  doue  cVad mettre  que  les  électrons  puissent  réellement 
se  conduire  de  cette  façon.  Aussi  me  semble-t-il  qu'il  n'y  a  pas  lieu 
d'admettre  avec  M.  Wien  ')  une  déformation  de  l'électron  eu  mouve- 
ment, de  telle  manière  qu'une  vitesse  93  soit  exclue  a  priori,  comme 
exigeant  une  quantité  d'énergie  infiniment  grande. 


Pour  finir  je  désire  faire  une  remarque  à  propos  des  séries  que  ron 
constate  dans  les  spectres  d'émission  des  éléments.  Les  équations  du 
mouvement  de  l'électron  sont  des  équations  intégrales  ou  fonctionnelles, 
que  l'on  peut  développer  sous  forme  d'équations  différentielles  d'ordre 
infiniment  élevé.  Aussi  la  solution  contient-elle  des  constantes  en  nom- 
bre indéfini.  Si  les  équations  sont  linéaires,  ces  constantes  représentent 
les  amplitudes  et  les  phases  de  vibrations  harmoniques,  de  sorte  que  le 
système  peut  vibrer  avec  un  nombre  infiniment  grand  de  périodes-). 
Il  est  tout  naturel  de  voir  une  pareille  série  de  périodes  dans  celles 
d'une  série  de  raies  spectrales;  c'est  ce  qu'a  fait  M.  Sommeufeld.  Cette 
manière  de  voir  présente  ce  grand  avantage,  qu'il  n'est  pas  nécessaire 
d'attribuer  à  l'atome  un  degré  de  liberté  pour  chaque  raie  spectrale; 
l'atome  ne  posséderait  plus  que  des  degrés  de  liberté  en  nombre  égal  à 
celui  des  séries  dans  son  s])eclre. 

Toutefois  M.  Sommkufeld  voudrait  expliquer  ces  séries  par  des 
vibrations  qui  ne  sont  ])as  influencées  par  des  forces  extérieures.  Les 
périodes  qu'il  trouve  ainsi  ne  correspondent  pas  à  celles  de  vibrations 
lumineuses.  Il  me  semble  qu'on  pouvait  s"y  attendre  a  priori.  En  effet, 
les  vibrations  lumineuses  ne  partent  pas  d'électrons  isolés,  mais  sont 
caractéristiques  pour  des  atomes  ou  des  ions  positifs  et  sont  régies  par 
les  forces  qui  y  retiennent  l'électron.  Mais  ces  forces  ne  permettent  pas 
non  plus  d'expliquer  les  séries  spectrales,  sans  que  nous  comprenions 
mieux  qu'à  présent  la  nature  de  l'électron  et  la  façon  dont  ces  forces 


')  W,  WiEN,  Cher  Elektronen.  Vortrag  gehalten  auf  der  77  Versammlung 
Deutscher  Naturforscher  und  Àrzte  in  Meran,  p.  20. 

*)  Voir  aussi  Versl.  Kon.  Akad,  Amst.^  mars  1900,  p.  638.  Je  croyais  alon 
à  tort  que  la  solution  ainsi  trouvée  différait  de  celle  que  j'avais  développée 
d'abord  à  l'aide  des  intégrales  de  Folrier. 
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agissent.  En  effet,  si  nous  introduisons  dans  les  équations  du 
mouvement  de  l'électron  ce  qu'on  appelle  la  force  quasi  élastique,  nous 
n'avançons  guère.  Pour  le  reconnaître,  nous  n'avons  qu'à  mettre  sous 
forme  d'équation  différentielle  l'équation  du  mouvement  transitoire 
d'un  électron,  ainsi  que  M.  Lorentz  Ta  fait  p.  ex.  dans  Téqu.  73,  p. 
190  de  son  article  sur  la  théorie  des  électrons  dans  l'Encycl.  der  Math. 
Wiss.  V  14.  Si  nous  introduisons  la  force  élastique  — /x,  nous  pou- 
vons représenter  cette  équation  par 

>+^'.//.2+^^-i"^,a+^3^,.+  ....=0. 


Puisque  j'ai  uniquement  en  vue  Tordre  de  grandeur,  j'ai  représenté 
simplement  les  coeflBcients  par  A,  Si  Ton  ne  considère  que  cet  ordre  de 

grandeur,  le  rapport  de  deux  A'^  successifs  est  -~  =  -, 

Al       c 

La  solution  de  cette  équation  est  x  =  ^ce'*^,  où  *  est  une  racine  de 

l'équation 


Cette  équation  a  deux  espèces  de  racines:  1°.  deux  racines  pour  les- 
quelles les  autres  termes  sont  petits  par  rapport  à/+  ^U^^>  ^^'^^  repré- 
sentent les  vibrations  lumineuses  ordinaires;  2°.  un  non^bre  indéfini  de 
racines  tellement  grandes  que  l'on  peut  négliger  y  vis  à  vis  des  autres 

termes.  Il  faut  donc  pour  ces  racines  que  s  soit  de  Tordre  ~  et  7^  de 

Tordre  — .   L'existence  du  terme  /  a  peu  d'influence  sur  ces  racines. 

Les  vibrations  que  nous  trouvons  ainsi  sont  donc  presque  indépendan- 
tes de  la  force  quasi -élastique  et  pourraient  donc  être  effectuées  pres- 
que de  la  même  façon  par  des  électrons  isolés.  Nous  pouvions  nous 

attendre  à  trouver  des  périodes  de  Tordre  —,    ce   qui   représente   le 

temps  nécessaire  à  une  force,  se  propageant  avec  la  vitesse  de  la 
lumière,  pour  parcourir  le  diamètre  de  Télectron.  Les  vibrations  ainsi 
trouvées  ont  donc  des  périodes  de  même  ordre  que  les  vibrations 
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rotatoirea,  dont  MM.  Herglotz  ')  et  Sommkupkld  sont  parvenus,  dans 
leurs  mémoires  importants,  à  déterminer  exactement  les  périodes. 

De  cette  façon  nous  n'expliquons  donc  pas  les  séries  de  raies  s])ec- 
traies.  Il  faut  cependant  que  les  périodes  des  vibrations  propres  aient 
aussi  une  signification  physique.  [I  se  peut  que  nous  les  verrions 
paraître   si    nous   parvenions   à  projeter  le  spectre  du  rayonnement 

de  lloNTGKX. 


*)  Heroi.otz,  Gôtt,  iVar/ir.,  190.3. 


SUR  LES  BACTÉRIES  QUI  EMPLOIENT  LE  MÉTHANE 
COMME  NOURRITURE  CARBONÉE  ET  COMME  SOURCE  D'ÉNERGIE 

(avec  planche  III) 

PAR 

N.   L.   SÔHNGEN. 


Le  méthane  est  un  |)roduit  de  décomposition  de  la  cellulose,  que  la 
vie  microbienne  met  continuellement  en  liberté  dans  les  eaux  et  dans  le 
sol.  Depuis  que  la  vie  végétale  est  devenue  possible  sur  notre  planète, 
ce  gaz  doit  s'être  formé  en  énormes  quanti t^^s,  et  cependant  notre 
atmosphère  n'en  contient  que  des  traces. 

Comme  il  résiste  à  toutes  les  influences  chimiques,  sa  disparition 
par  voie  chimique  est  fort  peu  probable. 

Comme  l'oxydation  du  méthane,  avec  formation  d\inhydride  carbo- 
nique et  d'eau,  est  un  processus  par  lequel  une  grande  quantité  d'éner- 
gie est  mise  en  liberté,  il  était  tout  naturel  de  chercher  s'il  y  a  par 
hasard  des  organismes  qui  sont  adaptés  à  cette  source  d'énergie. 

J'ai  examiné  en  premier  lieu  si  des  plantes  vertes  étaient  capables  de 
faire  disparaître  ce  gaz  à  la  lumière;  j'ai  choisi  à  cet  effet  quelques 
plantes  aquatiques,  qui  me  paraissaient  offrir  lé  plus  de  chances  de 
succès,  parce  que  la  formation  de  méthane  est  un  processus  anaérobie 
qui  se  manifeste  surtout  dans  les  eaux  stagnantes. 

J'ai  réellement  obtenu  un  résultat  positif,  notamment  avec  diverses 
espèces,  telles  que  CallUriche  stagiialis  ^  Votamogeion  y  Modea  cana- 
defisisy  Batrachlum^  IloUo^iiapalusirUy  Spirogifra,  Une  des  expériences 
avec  Hotf'Onia  palustris y  exposé  h.  la  lumière,  donna  p.  ex.  comme  résul- 
tat que  cette  plante,  placée  dans  un  ballon  rempli  d'eau,  renversé  avec 
le  col  dans  une  cuvette,  et  où  étaient  introduits  en  outre  500  cm*^.  de 
méthane  et  500  cm',  d'oxygène,  avait  fait  disparaître  tout  le  méthane 
en  deux  semaines,  du  7  au  21  mai  1905. 
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Même  dans  l'obscurité  j'ai  pu  constater  avec  certitude  une  absorp- 
tion de  méthane. 

Il  est  vrai  que  le  temps  qui  s'écoulait  avant  que  le  processus  devint 
sensible  était  fort  différent  dans  les  divei'ses  expériences  avec  une  même 
espèce  de  plante;  mais  une  fois  qu'il  était  mis  en  train,  le  processus 
s'achevait  toujours  avec  grande  rapidité.  Je  remarquai  d'ailleurs  qoe 
par  un  nettoyage  soigneux  des  plantes  le  commencement  de  Tabsorp- 
tion  était  considérablement  retardé,  alors  qu'on  se  serait  plutôt  attendu 


à  constater  une  accélération,  si  la  plante  absorbait  elle-même  le  méthane; 
et  lorsque  j'eus  constaté  que  Tabsorption  ne  commençait  à  se  produire 
que  quand  le  liquide  se  recouvrait  d'une  couche  mucilagineuse,  il  devint 
évident  que  l'oxydation  n'était  pas  produite  par  la  plante  verte,  mais 
par  des  microbes  qui  avaient  été  introduits  avec  elle. 

Afin  de  pouvoir  examiner  le  processus  de  plus  près,  j'ai  construit  un 
appareil,  me  permettant  de  suivre  l'absorption  tant  au  point  de  vue 
qualitatif  que  quantitatif. 

Il  consiste  en  deux  ballons  d'ERLENMEYER  de  300  cm^  environ, 
pourvus,  tous  deux  d'un  bouchon  en  caoutchouc  percé  de  deux  ouver- 
tures, et  reliés  par  un  tube  de  verre  deux  fois  recourbé,  pénétrant  jus- 
qu'au fond  des  deux  ballons  et  muni  au  milieu  d'un  robinet  en  verre. 
L'un  des  deux  ballons,  celui  où  s'opérera  la  culture,  porte  en  outre  un 
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tube  à  robinet,  servant  à  introduire  le  mélange  des  gaz;  Tautre  ballon 
porte  un  tube  avec  tampon  d'ouate. 

Voici  maintenant  comment  j'ai  opéré.  Pour  obtenir  une  culture 
accumulatrice,  je  remplis  entièrement  le  premier  ballon  ayec  le  liquide 
de  culture  suivant: 


Eau  distillée 

100 

K'^npo* 

0,05 

NH*Gl 

0,1 

MgNH*PO* 

0,05 

CaSO* 

0,01, 

et  je  rinfecte  au  moyen  de  terreau,  ou  d'eau  provenant  d'un  égoût  ou 
d'un  canal;  ce  sont  ces  eaux  qui  donnent  la  croissance  la  plus  rapide. 
Puis  j'introduis  par  le  robinet,  par  l'intermédiaire  d'une  burette  à  gaz, 
un  mélange  connu  d'oxygène  et  de  méthane.  Ce  mélange  gazeux  refoule 
le  liquide  vers  le  deuxième  ballon,  et  quand  il  ne  reste  plus  dans  le 
premier  qu'une  couche  liquide  de  1  cm.  d'épaisseur  environ,  je  ferme 
le  robinet  de  communication  et  enfin  le  robinet  adducteur. 

Je  cultive  vers  30°  à  34°  C.  Au  bout  d'un  certain  temps,  variant  de 
2  à  4*  jours,  on  observe  sur  le  liquide  une  peau  qui  gagne  bientôt  en 
épaisseur  et  prend  alors  une  légère  teinte  nettement  rosée.  Sous  la  peau 
il  commence  alors  aussi  à  se  présenter,  dans  le  liquide  primitivement 
clair,  un  trouble  sensible  occasionné  par  les  microbes  qui  se  nourrissent 
des  cadavres  de  bactéries  de  la  pellicule.  Il  se  développe  dans  le  liquide 
et  dans  la  pellicule  un  grand  nombre  d'amibes  et  de  monades,  sans 
doute  aux  dépens  des  bactérie:^  du  méthane,  puisqu'ils  ne  disposent 
d'aucune  autre  nourriture.  Dans  le  deuxième  ballon  il  ne  se  forme  pas 
de  peau  sur  le  liquide. 

Les  transports  dans»  un  liquide  de  même  es))èce  réussissent  très  faci- 
lement, et  la  peau  se  forme  alors  plus  rapidement;  surtout  quand  on 
emploie  du  terreau  comme  matière  d'infection. 

Quand  on  analyse  le  mélange  gazeux  au  bout  d'une  semaine  p.  ex., 
on  constate  que  le  méthane  a  dis])aru  en  totalité  ou  en  partie,  tandis 
qu'il  s'est  form*^  une  quantité  considérable  d'anhydride  carbonique. 

Quand  on  examine  la  ])ellicule  bactérienne  au  microscope,  on  recon- 
naît qu'elle  est  constituée  pour  la  ])lus  grande  partie  par  une  seule 
espèce  de  bactéries,  dont  il  est  prouvé  qu'il  est  réellement  le  microbe 
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qui  fait  disparaître  le  méthane.  Il  se  montre  sous  la  forme  de  bâton- 
nets courts  et  gros,  immobiles  dans  la  peau  mucilagineuse,  mobiles  ou 
immobiles  dans  des  cultures  sur  plaque. 

Dans  les  cultures  les  diverses  bactéries  sont  agglutinées  en  une  mem- 
brane par  une  couche  de  mucus. 

La  longueur  de  cette  bactérie,  que  j'appellerai  provisoirement 
Bac'dlm  nie  l  h  an  le  as  ^  est  de  4  à  5  /x,  son  épaissseur  2  à  3  ^c^. 

Il  n'est  pas  certain  que  cette  es|)èce  n'ait  pas  encore  été  découverte  et 
décrite  dans  d'autres  conditions  de  culture,  sans  que  sa  propriété  de  se 
nourrir  avec  du  méthane  ait  été  remarquée. 

Des  recherches  plus  détaillées  devront  apprendre  s'il  n'y  a  qu'une 
seule  bactérie  du  métimne,  ou  s'il  y  en  a  plusieurs  qui  possèdent  le  même 
pouvoir  de  décomposer  ce  gaz  '). 

Le  moyen  le  plus  rapide  d'obtenir  une  culture  pure  de  la  bactérie  du 
méthane,  c'est  de  cultiver  sur  de  Tagar  préalablement  lavé,  et  contenant 
les  sels  inorganiques  nécessaires,  à  une  température  de  30°  C.  environ 
et  dans  une  atmosphère  formée  de  méthane  pour  un  tiers  et  d'air  pour 
les  deux  tiers;  on  en  remplit  un  exsiccateur  dans  lequel  on  dispose  les 
plaques  pour  la  culture. 

En  étendant  sur  ce  terrain  une  jeune  pellicule  du  liquide  de  culture, 
on  obtient  déjà  au  bout  de  deux  jours  des  colonies  pures,  présentant 
un  léger  trouble;  ces  coloides  sont  tellement  grandes  qu'on  les  reconnaît 
immédiatement  à  Toeil  nu,  au  bout  de  (juelques  temps  elles  s'entourent 
d'un  mucus  épais  et  prennent  une  teinte  rose  clair. 

Quand  on  inocule  assez  tôt  une  de  ces  colonies  dans  l'appareil  décrit 
tantôt,  on  obtient  au  bout  de  quckpies  jours  une  nouv.elle  i>eau  de 
bactéries.  • 

Comme  le  méthane  est  la  seule  source  de  carbone  ajoutée  à  la  culture, 
il  doit  servir  à  la  fois  comme  nourriture  et  comme  source  d'énergie. 

La  quantité  d'anhydride  carbonique  contenu  dans  le  ballon  de  cul- 
ture permet  de  déterminer  la  quantité  de  méthane  qui  a  servi  comme 
source  d'énergie. 

La  quantité  de  méthane  employée  comme  source  de  carbone  dans  la 
formation  du  corps  des  bactéries  peut  être  déterminée  en  retranchant 


')  M.  H.  Kaserer  {ZeilHckr,  f.  d.  landwirtsch.  Versuchsivesen  in  Oesterreich^ 
8,  789,  1905)  mentionne  l'existence  de  bactéries  pouvant  se  nourrir  de  méthane, 
mais  ne  donne  aucun  détail. 
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le  volume  d'anhydride  carbonique  formé,  exprimé  en  cm.^,  du  volume 
de  méthane  disparu. 

Dans  une  de  mes  expériences  j'ai  trouvé,  après  deux  semaines  de 
culture  et  après  avoir  additionné  successivement  à  120  cm.'  du  liquide 
de  culture  225  cm.'  CH^  et  820,7  cm.'  0-: 

78  cm.'  (702 
plus  de  méthane 
172  cm.'        02. 

Le  liquide  de  culture  contenait  en  dissolution  21  cm.'  d'anhydride 
carbonique,  de  sorte  que  126  cm.'  de  méthane  avaient  servi  à  former 
les  corps  des  bactéries  et  78  +  21  cm.'  077*  avaient  été  consommés 
pour  la  respiration,  par  laquelle  148,7  cm.'  d'oxygène  avaient  aussi 
été  absorbés. 

Une  deuxième  expérience  donna  comme  résultat,  après  addition  suc- 
cessive de  200  cm.'  CH^  et  331  cm.'  0^  à  108,5  cm.'  de  liquide,  au 
bout  de  deux  semaines: 

72,8  cm/  CO^ 
39     cm.'  CH^ 
138     cm.'  02, 

tandis  que  le  liquide  contenait  en  dissolution  18  cm.'  d'anhydride  car- 
bonique. Ici  70,2  cm.'  077^  avaient  donc  servi  à  la  construction  des 
corps  des  bactéries,  tandis  que  90,8  cm.'  de  077*  avaient  été  trans- 
formés en  002. 

J'ai  fait  en  outre  deux  expériences  d'oxydation  avec  du  permanganate 
de  potasse  et  acide  sulfurique,  afin  de  démontrer  qu'il  s'était  accumulé 
une  grande  quantité  de  matière  organique  dans  le  liquide  de  culture. 

Ainsi  p.  ex.  100  cm',  du  liquide  de  culture  précédent  décomposaient: 

avant  la  culture    0     cm'.  —  norm.  KMNO*; 
après         „         48,3     „  „  „ 

Une  deuxième  épreuve  a  donné: 

avant  la  culture    0     cm.'     -  norm.  KMNO*; 
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après         „         26,5 
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Quoique  grossière  cette  détermination  donne  néanmoins  un  résultat 
convaincant. 

On  voit  par  ce  qui  précède  que  le  méthane  est  le  point  de  départ  d'une 
flore  microbienne  relativement  riche.  Ainsi  que  je  Tai  dit  plus  haut,  on 
observe  bientôt  des  amibes  et  des  monades,  qui  vivent  aux  dépens  des 
bactéries  nourries  par  le  méthane. 

Par  là  le  méthane  a  sans  aucun  doute  une  certaine  importance  pour 
la  pêche,  car  cette  flore  microbienne  constitue  à  coup  sûr  une  partie  de 
la  nourriture  des  poissons. 

Belfly  Laboratoire  de  Microbiologie  de  TUniversité  technique. 
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1.  Introduction. 

Je  me  suis  proposé,  dans  ce  travail,  d'examiner  comment  se  compor- 
tent les  chromâtes  et  quelles  sont  les  transformations  qu'ils  peuvent 
subir.  J'ai  choisi  à  cet  effet  les  chromâtes  de  lithium,  de  sodium,  de  potas- 
sium et  d'ammonium,  parce  qu'ils  forment  non  seulement  des  monochro- 
mates  et  des  bichromates,  mais  des  chromâtes  d'ordre  plus  élevé  encore. 
Je  traiterai  plus  tard  les  chromâtes  de  rubidium,  que  je  suis  en  train 
d'étudier  en  collaboration  avec  M.  H.  Filippo. 


2.  Analyse  des  solutions. 

Prenons  par  exemple  une  solution  de  chroraate  de  sodium,  soit  dans 
une  dissolution  aqueuse  de  soude  caustique,  soit  dans  une  dissolution 
d'^anhydride  chromique.  Une  pareille  solution  peut  être  considérée 
comme  composée  des  trois  constituants:  eau,  anhydride  chromique  et 
oxyde  de  sodium.  Il  s'agit  de  déterminer  la  concentration  de  deux  des 
constituants,  dans  notre  cas  les  deux  derniers. 

J'ai  déterminé  la  teneur  en  acide  chromique  par  la  méthode  bien 
connue  de  titration.  J'ai  ajouté  à  la  solution  d'abord  de  l'iodure  de 
potassium  et  puis  de  l'acide  sulfurique  dilué;  l'iode  mis  en  liberté  fut 
titré  au  moyen  d'une  solution  d'hyposulfite  de  sodium. 

Dans  quelques  cas  j'ai  réduit  l'anhydride  chromique,  puis  précipité 
et  pesé  sous  forme  de  Cr^O^, 

archives  NEERLANDAISES,   SERIE   H,   TOME   XI.  21 
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La  quantité  d'oxyde  de  sodium,  je  l'ai  détermiuée  de  diverses  manières. 

l*'.  J'ai  pesé  une  certaine  quantité  de  la  solution,  que  j'ai  évaporœ 
à  deux  reprises,  avec  un  excès  d'acide  sulfureux,  au  bain -marie  dans 
un  grand  creuset  en  platine,  et  calciné  ensuite  jusqu'à  ce  que  le  poids 
fût  devenu  constant.  Le  résidu  se  compose  alors  de  (7r*0'  et  Na^SO'^. 
Comme  la  teneur  en  CrO^  était  déjà  déterminée,  je  connaissais  la 
quantité  de  Cr^O^,  donc  aussi  celle  de  Na^SO^, 

Dans  quelques  cas  j'ai  séparé  les  deux  constituants  dans  le  résidu  de 
la  calcination  et  j'ai  déterminé  ainsi  directement  les  quantités  de  Cr^O^ 
et  Na^SO'^.  Il  est  notamment  possible  de  dissoudre  le  sulfate  de  sodium 
dans  Teau  chaude  et  de  recueillir  ensuite  Cr^O^  sur  un  filtre. 

Je  dois  pourtant  faire  observer,  à  ce  propos,  que  bien  souvent  Toxyde 
de  chrome  est  dans  un  état  de  division  tel,  que  le  liquide  qui  passe  par 
le  filtre  est  trouble.  Pour  éviter  cette  difficulté,  il  est  recommandable 
d'ajouter  une  petite  quantité  connue  d'une  solution  de  sulfate  de  chrome 
et  de  précipiter  par  l'ammoniaque;  les  fines  particules  en  suspension 
sont  alors  entraînées  par  le  dépôt  d'oxyde  de  chrome  colloïdal,  et  Ton 
obtient  un  filtrat  clair. 

2.  Comme  le  monochromate  est  neutre  vis  à  vis  de  la  phénolphta- 
léine,  on  peut  baser  là-dessus  une  deuxième  méthode  de  détermination; 
cette  méthode  de  titration,  je  l'ai  appliquée  dans  la  plupart  des  cas 
parce  qu'elle  conduit  rapidement  au  but.  On  doit  distinguer  deux  cas, 
suivant  que  la  solution  contient,  par  rapport  au  monochromate,  un 
excès  d'oxyde  de  sodium  ou  un  excès  d'anhydride  chromique. 

a,  La  solution  contient  un  excès  d'anhydride  chromique. 

On  ajoute  petit  à  petit  une  solution  titrée  d'hydroxyde  de  baryum, 
tout  en  secouant  énergiquement,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  un  faible  excès 
de  cette  solution,  et  on  laisse  reposer  pendant  quelque  temps.  Puis,  en 
titrant  à  l'acide  sulfurique,  on  détermine  Texcès  de  baryte  en  se  servant 
de  la  phéuolphtaléine  comme  indicateur. 

Le  titre  de  la  solution  de  baryte  fut  déterminé  d'une  manière  analogue 
avec  une  quantité  pesée  de  bichromate  de  potasse.  Cette  titration  four- 
nissait alors  la  quantité  d'acide  chromique  libre,  et,  comme  la  quantité 
totale  d'acide  chromique  avait  été  déterminée  par  une  des  méthodes  que 
nous  venons  de  voir,  on  connaissait  aussi  la  quantité  d'anhydride  chro- 
mique combinée  à  l'oxyde  de  sodium,  de  sorte  qu'on  pouvait  déduire  de 
là  la  quantité  de  cet  oxyde. 
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b,  La  solution  contient  un  excès  d'hydroxyde  de  sodium. 

On  titre  au  moyen  d'acide  sulfurique  Texcès  d'oxyde  de  sodium,  en 
employant  la  phénol phtaleine  comme  indicateur.  Comme  on  a  déterminé 
Tanhydride  chromique,  on  connaît  aussi  la  quantité  d'oxyde  de  sodium 
qui  y  est  combinée,  et,  comme  la  quantité  d'oxyde  de  sodium  libre  est 
fournie  par  la  titration  à  Tacide  sulfurique,  on  déduit  de  là  aussi  la 
masse  totale. 

J'ai  procédé  d'une  autre  manière  pour  les  solutions  contenant  de 
Tammoniaque.  Pour  déterminer  la  quantité  d'ammoniaque,  j'ai  sursa- 
turé de  potasse  caustique  une  partie  de  la  solution;  puis  j'ai  distillé  la 
solution  et  j'ai  recueilli  dans  une  solution  titrée  d'acide  sulfurique 
l'ammoniaque  qui  se  dégageait. 

J'ai  déterminé  l'acide  chromique  par  la  méthode  que  je  viens  de 
décrire;  dans  quelques  cas  cependant  j'ai  opéré  de  la  manière  suivante. 
Une  quantité  pesée  de  la  solution  fut  évaporée  au  bain- marie,  dans  un 
grand  creuset  en  platine,  avec  un  excès  d'acide  sulfureux;  j'ai  calciné 
ensuite  pour  éliminer  les  sels  ammoniacaux  et  j'ai  pesé  le  résidu  (0*0^). 


3.  Analyse  des  phases  solides. 

Quand  on  parvient  à  séparer  complètement  les  sels  solides  de  leur 
eau  mère,  il  est  aisé  de  déterminer  leur  composition  par  une  des  métho- 
des précédentes.  Mais  en  général  il  est  difficile  de  débarrasser  les  cris- 
taux complètement  de  leur  vsolution  et  de  les  obtenir  purs.  Voila  pour- 
quoi j'ai  appliqué  la  méthode  qui  permet  d'analyser  des  cristaux,  sans 
qu'il  soit  nécessaire  de  les  séparer  de  leur  eau-mère.  Cette  méthode,  je 
l'ai  déjà  décrite  brièvement  à  une  autre  occasion  *)  ;  depuis  elle  a  été 
appliquée  dans  diverses  recherches  dans  notre  laboratoire. 

Supposons  que  la  solution  dans  laquelle  se  trouve  la  substance  solide 
est  un  mélange  ternaire.  On  analyse  d'abord  une  partie  de  la  solution; 
puis  on  enlève  autant  que  possible  l'eau  mère,  et  l'on  soumet  à  l'ana- 
lyse k  substance  solide  avec  la  solution  encore  adhérente,  ce  que  j'ap- 
pellerai le  reste. 

On  représente  maintenant,  de  la  façon  ordinaire,  la  solution  et  le 


*)  Zeitschr.  f.  physik.  Cheni.^  11,  75,  1893. 
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reste  par  des  points  dans  un  diagramme  triangulaire.  Si  Ton  réunit  ces 
deux  points  par  une  droite,  il  est  clair  que  la  substance  solide  doit  être 
représentée  par  un  point  sur  cette  droite,  notamment  sur  son  prolonge- 
ment au-delà  du  point  qui  représente  le  reste. 

Soit  jo  (fig.  1)  la  solution  et  q  le  reste;  la  phase  solide  doit  être  repré- 
sentée par  un  point  de  la  droite/?^,  compris  entre  q  et  le  point  d'inter- 
section avec  le  côté  E-Li^O  du  triangle. 

Si  l'on  dispose  encore  d'un  deuxième  liquide  avec  la  substance  incon- 
nue, on  peut  analyser  de  nouveau  la  solution  et  le  reste  et  Ton  obtient 
une  deuxième  droite,  p.  ex.  rs  (Hg.  1).  Ije  point  d'intersection  de  ces 
deux  droites  représente  alors  la  composition  du  corps  solide  inconnu. 

Mais  il  n'est  pas  toujours  nécessaire  de  déterminer  deux  pareilles 
droites  de  conjugaison;  dans  certains  cas  une  seule  droite  de'conjugaison 
sufiBt.  Ainsi  p.  ex.  quand  on  sait  que  la  substance  est  un  hydrate  de 
l'oxyde  de  lithium ,  il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  la  teneur  en  eau. 
Si  Ton  connaît  donc  une  droite  de  conjugaison,  p.  ex.  pq^  le  point 
d'intersection  de  cette  droite  avec  le  côté  E-Li^O  représente  Thydrate. 

J'avais  pris,  comme  nous  le  verrons  encore  plus  loin,  une  solution 
aqueuse  de  LiOII  et  CrO^-,  elle  était  en  équilibre  avec  une  phase  solide. 
L'analyse  de  la  solution  donna:  33,618%  CrO^  et  12,886%  Z^'^O. 
Pour  le  reste  je  trouvai  la  composition:  24,365%  CrO^  et  19,398% 
Li^O.  Si  Ton  joint  deux  points,  on  obtient  une  droite  de  conjugaison 
qui  coupe  le  côté  E-Li^O  en  un  point,  correspondant  à  Thydrat^ 
LiOH.H^O.  La  phase  solide  était  donc  LiOR.IPO.  J'ai  détenniné 
la  composition  de  cet  hydrate  de  la  même  façon  a  plusieurs  reprises 
(voir  tableau  1). 

S'il  est  établi  p.  ex.  que  la  phase  solide  ne  contient  que  À'  *0  et  CrO^^ 
il  [suffit  aussi  d'une  droite  de  conjugaison,  pour  déterminer  la  compo- 
sition du  solide. 

Ainsi  p.  ex.  (voir  tableau  2,  n°.  8)  j'ai  trouvé  comme  composition 
de  la  solution  5,598%  CrO^  et  20,584%  K'^O,  et  pour  celle  du  reste 
37,131%,  GtO'^  et  39,922%  À'^O.  La  droite  de  conjugaison  coupe 
le  côté  K^O'CrO^  du  triangle  (fig.  2)  en  un  point  Z^ ,  qui  représente 
le  monochromat^  de  potassium.  J'ai  analysé  d'une  manière  analogue 
(tableau  2)  les  bi-,  tri-  et  tétrachromate  de  potassium. 

Il  y  a  d'ailleurs  d'autres  cas  encore  où  une  seule  droite  de  conju- 
gaison sufiBt.  Quand  on  cherche  p.  ex.  Teau  d'hydratation  de  Li^CrO'' . 
nH^Oy  la  phase  solide  doit  être  représentiîe  par  un  point  de  la  ligne  EZ^) 
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dès  qu'on  a  une  droite  de  conjugaison  on  peut  trouver  le  point  d'inter- 
section et  déduire  la  teneur  en  eau. 

Ainsi  qu'on  le  verra  aux  tableaux  1,  2,  4  et  6,  pour  déterminer  la 
composition  des  phases  solides  qui  se  sont  séparées  de  la  solution  j'ai 
analysé  dans  bien  des  cas  les  restes  à  côté  de  la  solution. 

11  résulte  donc  de  ce  que  je  viens  d'exposer  que  deux  droites  de  con- 
jugaison permettent  de  déterminer  la  composition  des  phases  solides;  mais 
dans  quelques  cas,  notamment  quand  on  sait  déjà  quelque  chose  de  leur 
composition,  une  seule  droite  suffit. 

Mais  on  peut  procéder  d'une  autre  façon  encore.  On  peut  p.  ex.  faire 
un  mélange  de  quantités  pesées  des  trois  substances;  supposons  que  le 
point  k  (fig.  1)  représente  un  pareil  mélange.  Quand  la  réaction  entre 
les  substances  est  achevée,  on  analyse  une  partie  de  la  solution.  Si  j»; 
représente  cette  dernière  dans  la  fig.  1,  /?/i  est  une  droite  de  conjugai- 
son; de  sorte  que  la  phase  solide  doit  être  située  sur  le  prolongement  de 
la  droite  pk. 

Si  Ton  analyse  encore  le  reste  et  que  Ton  représente  celui-ci  par  q, 
les  trois  points/?,  /&  et  </  sont  placés  en  ligne  droite.  On  reconnaît  faci- 
ment  que  Ton  peut  contrôler  de  cette  façon  la  précision  de  l'analyse.  Si 
Ton  trace  une  droite  par  deux  points  dont  la  situation  n'est  pas  très 
exacte,  la  direction  de  cette  droite  ne  sera  pas  non  plus  fort  exacte. 
Plus  la  distance  entre  les  deux  points  est  petite,  plus  l'erreur  que  Ton 
commettra  sera  grande.  11  faut  donc  prendre  la  distance  des  deux  points 
aussi  grande  que  possible.  La  situation  d'un  des  points,  notamment  de 
celui  qui  représente  la  solution,  est  invariable,  mais  la  situation  du  reste 
n'est  pas  toujours  la  même.  On  reconnaît  aisément  que  l'on  écarte  les 
deux  points  autant  que  possible  l'un  de  l'autre,  en  débarrassant  le  plus 
possible  la  phase  solide  de  l'eau  mère  adhérente. 

Il  y  a  encore  à  faire  attention  à  an  point  important.  En  général  on 
a  à  déterminer  l'intersection  de  deux  droites.  Puisque  chaque  droite 
est  quelque  peu  incertaine,  il  en  sera  de  même  du  point  d'intersection. 
Or,  on  comprend  que  l'incertitude  est  d'autant  plus  grande  que  les  deux 
droites  forment  entr' elles  un  angle  plus  aigu. 

La  question  que  nous  venons  de  traiter  graphiquement,  on  peut  aussi 
la  traiter  par  voie  purement  analytique.  C'est  ce  que  je  ferai  dans 
un   cas   particulier.    Considérons  à  cet  effet  le  système  formé  d'eau, 
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d'ammoniaque  et  d'anhydride  chromique.  Les  solides  qui  peuvent  se  sépa- 
rer sont  ;  (iV^fl  *)*  CrO*,  (i\^J7*)*  Cr*0^  (i\^i?*)*Cr^O'«  et  (iV// *)*  ^r*  0*1 
Pour  toutes  ces  substances  le  rapport  NH^  :  IPO  est  =  1,8941,  les 
compositions  étant  exprimées  en  poids.  Posons  1,8941  =  r. 
Supposons  que  la  solution  contienne: 

c  %  OrO\  n  %  NH^       et       e  %  d'eau, 

et  le  reste 

c,%CrO\  n,%NR^       et       ^^  %  d'eau; 

mettons  pour  la  composition  de  la  substance  inconnue: 

x%  CrO\  y%  NIP     et     (100— :r— y)%  d'eau. 

Comme  le  reste  peut  être  formé  au  moyen  de  la  solution  et  de  la  sub- 
stance inconnue,  nous  admettons  que  l'unité  de  quantité  du  reste  resuite 
du  mélange  de  p  unités  de  la  solution  et  q  de  la  substance  solide.  On 
en  déduit  les  trois  équations  : 

pc  +  qx  =  c,  pn-\-qy  =  n^ 

pe  +  q{\{){)  —  x—y)  =  e^. 

Et  si  Ton  songe  que 

c  +  «  +  (?=  100     et     c,  +  «,  +  (?,  =  100, 

on  obtient  par  addition  des  trois  équations  précédentes: 

p-\-q=\. 

Cette  équation  permet  aisément  de  déduire  des  précédentes: 
X  —  c       c*  —  c 


y — n       Ui  —  n 


(1) 


C'est  là  une  équation  entre  x  et  y.  Avec  une  deuxième  équation  on 
peut  résoudre  x  et  y  et  trouver  la  composition  de  la  substance  inconnue. 
Or  on  voit  aisément  que  Ton  obtient  une  deuxième  équation,  en  tout 
semblable  à  la  première,  en  opérant  sur  une  autre  solution,  donc  aussi 
sur  un  autre  reste. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  deuxième  équation  s'obtient  aisément 
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d'autre  manière.  Nous  savons  notamment  que  le  rapport  UN  ^.H^O  =  r 
(notamment  1,8941).  La  seconde  équation  est  donc 

r,  (2) 


100  — .r—^ 

Si  l'on  résout  donc  (1)  et  (2)  par  rai)port  à  a?  et  y,  on  obtient  pour  x: 
r{c^e  —  ce^ )  -\-  («, c  —  7ic^) 


r{e—e^)  +  {7i^—n) 


(8) 


de  sorte  que  la  teneur  en  CrO^  est  déterminée.  Indépendamment  de  la 
méthode  graphique,  je  me  suis  servi  quelquefois  de  cette  équation  pour 
décider  si  la  phase  solide  à  laquelle  j'avais  affaire  était  un  mono-,  bi-, 
tri-,  ou  tétrachromate.  Ces  chromâtes  contiennent  respectivement: 

65,75,       79,34,       85,20     et     88,47  %  (7rO\ 

On  trouve  dans  le  tableau  4  les  analyses  de  quelques  solutions  et 
restes.  Au  moyen  de  la  formule  (3)  on  déduit  des  n"^.  2  et  7  65,88  et 
65,62  y^  CrO^,  La  substance  solide  est  donc  un  monochromate. 

Les  déterminations  10,11  et  15  fournissent  79,33,  79,22  et  79,37% 
CrO^,  de  sorte  que  là  c'est  du  bichromate  qui  constituait  le  dépôt.  Les 
analyses  17,  18  et  19  donnent:  85,59,  85,74  et  85,82  %  ^rO\  La 
phase  solide  était  donc  du  trichromate  d'ammonium.  Si  Ton  soumet  au 
calcul  les  analyses  n*^«.  23,  24  et  27,  on  obtient  88,25,  88,31  et 
88,30  %  CrO^,  c.  à  d.  que  le  solide  était  du  tétrachromate. 

Je  considérerai  d'un  peu  plus  près  un  seul  exemple  encore,  pris 
notamment  dans  le  système:  eau,  oxyde  de  potassium,  anhydride  cliro- 
mique.  Si  l'on  pose  comme  composition  de  la  solution  : 

c  %  CrO\       k  %  K^O     et     e  %  d'eau, 
et  comme  celle  du  reste: 

c,%CrO\       h%K^O     et     ^,%  d'eau, 
tandis  que  le  sel  formé  a  pour  composition  : 

xy^CTO\      3%R'0     et     (l_;,_y)°/^  d'eau, 
on  retrouve  la  formule  (1).  Mais  comme  on  sait  que  les  chromâtes  sont 
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anhydres,  on  a  encore  ^r  +  y  =  1-  Cette  dernière  relation,  combinée 
avec  (1),  donne 

^^c^e-ce^  (4) 

e  —  5, 

Quand  on  applique  cette  équation  aux  solutions  et  aux  restes  corres- 
pondants, on  trouve  les  solides  indiqués  dans  la  dernière  colonne. 

Si  Ton  a  analysé  une  solution  et  son  reste,  on  obtient  l'équation  (1). 
Une  deuxième  solution  fournit,  avec  son  reste  correspondant,  une 
deuxième  équation  analogue.  En  résolvant  par  rapport  à  ;r  et  ^  on 
connaît  la  composition  du  solide.  On  pourrait  se  demander  quelle  est 
rinfluence  d'une  erreur  d'analyse  sur  la  composition  de  la  substance 
inconnue.  Cette  influence  est  facile  à  trouver  et  à  discuter  en  différeu- 
tiant  les  équations  et  calculant  dx  et  di/.  Mais  j'abandonne  ces  considé- 
rations au  lecteur. 

Jusqu'à  présent  je  n'ai  considéré  que  le  cas  oà  la  phase  solide  est 
homogène;  elle  pourrait  toutefois  être  constituée  par  un  mélange  de 
deux  corps.  Dans  ce  cas  la  méthode  que  je  viens  de  décrire  conduit  éga- 
lement au  but;  après  tout  ce  qui  vient  d'être  exposé,  cela  n'a  plus 
besoin  de  démonstration. 

On  comprend  d'ailleurs  aisément  que  les  considérations  précédentes 
sont  immédiatement  applicables  à  des  systèmes  formés  d'un  nombre 
plus  grand  de  composantes. 


4.  Les  chromâtes  de  lithium. 

Eammelsberg  ^)  et  Schuleud  2)  ont  déjà  décrit  le  monochromate 
LPCrO\2H^O  et  le  bichromate  LPCr^O'  .%H^0  de  lithium.  Je 
vais  m'occuper  des  courbes  de  saturation  de  ces  sels  à  30°,  des  circon- 
stances dans  lesquelles  ils  peuvent  se  transformer  Tun  dans  l'autre  et 
de   leur   formation   au   moyen  des  composantes:   oxyde  de  lithium, 


')  Pogg,  Ann.,  128,  323. 

')  Joum.  f.  prakl.  Chem,^  19,  36. 
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anhydride  chromique  et  eau.  Comme  je  n'ai  fait  cette  étude  qu'à  la 
température  de  30^,  les  conclusions  que  j'en  déduirai  ne  sont  valables 
que  pour  cette  seule  température. 

Outre  les  deux  sels  WCrO".  l  H^O  et  Li^Cr^O\  "Z  H^O  que  je 
viens  de  nommer,  il  y  a  encore  deux  autres  substances  qui  se  présentent 
comme  phases  solides,  savoir  LiOII.H^O  et  CrO^.  Les  résultats  de  cet 
examen  sont  consignés  au  tableau  1  et  représentés  dans  la  fig.  1.  Voici 
quelle  est  la  signification  des  diverses  colonnes  du  tableau.  La  colonne 
1  fait  connaître  le  numéro  de  la  détermination;  les  colonnes  2  et  3  don- 


û-û'' 


nent  la  composition  de  la  solution,  en  pourccnts  en  poids  de  CrO^  et 
LPO,  ce  qui  fait  qu'on  peut  en  déduire  le  pourcentage  de  l'eau;  les 
colonnes  4  et  5  contiennent  la  composition  du  reste  ou  du  complexe,  ce 
qui  fait  que  la  droite  de  conjugaison  est  déterminée;  enfin,  on  trouve 
dans  la  colonne  6  les  corps  solides  pour  lesquels  la  solution  est  satu- 
rée.   Z^.2H^0   signifie    ici  Li^CrO'^ .  2  fPO  et  Z^.%H^O  signifie 

Au  moyen  de  ce  tableau  j'ai  construit  le  diagramme  triangulaire 
(fig.  1),  qui  fait  connaître  les  rapports  des  trois  substances  à  30°.  Le 
point  a  représente  la  solubilité  de  l'hydroxyde  de  lithium  dans  Teau 
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pure  à  30°.  Suivant  M.  Pickeuing  '),  la  phase  solide  est-  LiOU.II^O, 
ce  que  mes  ex])érieiices  confirment.  La  courbe  ab  est  la  courbe  de  satu- 
ration de  cet  hydrate;  elle  représente  les  solutions  ternaires,  composées 
d'eau,  d'hydroxyde  de  lithium  et  d'anhydride  chromique,  qui  sont  en 
équilibre  avec  cet  hydrate. 

Tableau  1. 
Composition  en  poids  en  pourcents  à  30**. 


Solution 

Reste 

N^ 

Phase  solide 

7o  CrO' 

VoLi'O 

7o  CvO' 

VoLi'O 

^  AMVm»^\^       9^'s^mm-s^'*^ 

1 

0 

7,09 

LiOK.H^O 

2 

6,986 

7,744 

4,322 

18,538 

n 

3 

16,564 

8,888 

10,089 

19,556 

n 

4 

22,508 

9,884 

14,392 

19,39 

n 

5 

25,811 

10,611 

15,479 

21,106 

n 

6 

32,217 

12,279 

— 

— 

n 

7 

33,618 

12,886 

24,365 

19,398 

"        « 

8 

37,411 

14,306 

44,555 

17,411 

JAOH,H^O-\-Z,.2irO 

9 

37,588 

14,381 

36,331 

18,552 

LiOH,H'0'\-Z,.2H'0 

10 

37,495 

13,311 

51,075 

16,384 

Z,.2H'0 

11 

37,812 

12,779 

— 

— 

n 

12 

38,549 

11,436 

— 

— 

n 

13 

38,795 

11,377 

— 

— 

T» 

14 

40,280 

10,858 

— 

— 

" 

15 

43,404 

11,809 

53,793 

14,07 

Z,.2H*0-f  Z,.2H'0 

16 

45,130 

9,515 

56,085 

10,190 

Z,.2H'0 

17 

45,367 

9,356 

55,505 

9,974 

D 

18 

47,945 

7,951 

58,029 

9,238 

V 

19 

49,597 

7,333 

— 

— 

m 

20 

57,031 

6,432 

65,560 

8,733 

V 

21 

63,290 

6,002 

68,241 

8,920 

n 

22 

67,731 

5,713 

71,687 

8,513 

1 

23 
24 

67,814 
67,574 

5,689 
5,656 

80.452 
74,058 

3,780 
5,9(>4 

Z,.2irO^'CrO' 

25 

67,814 

5,701 

76,788 

6.644 

26 

65,200 

4,661 



— 

CrO* 

27 

63,985 

3,508 

87,830 

1,113 

m 

28 

63,257 

2,141 

85,914 

0,758 

n 

29 

62,28 

— 

— 

— 

n 

Quand  on  se  sert  de  ce  tableau  pour  figurer  dans  le  diagramme 
triangulaire  les  solutions  de  cette  courbe  et  les  restes  correspondants, 
on  trouve  que  les  droites  de  conjugaison  coupent  le  côté  J^J —  Li  0  en 
un  point  qui  correspond  à  Thydrate  LiOH.H^O.  Il  s'eusuit  que  le 
précipité  a  pour  composition  LiOH.  IPO. 

')  Jom-n.  Chem,  Soc.  63,  890,  1893. 
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Ou  voit  d'après  la  fig.  1  que  la  solubilité  de  Thydroxyde  de  lithium 
augmente  quand  la  quantité  d'anhydride  chromique,  présente  dans  le 
liquide,  va  en  croissant.  Elle  s'élève  notamment  de  7,09  °/o  Li^O  dans 
Teau  pure  (point  a)  à  14,3  ^/^  dans  une  solution  qui  contient  37,5  ^l^ 
CrO^  (point  ô). 

Au  point  b  commence  à  se  séparer  le  monochromate  Li^CrO*.2H^O, 
représenté  par  le  point  Z^  .211^0  dans  la  figure;  ce  point  représente 
donc  une  solution  saturée  à  la  fois  par  les  deux  substances  LiOH  H^O 
et  Li^CrO^ .  2 II ^0.  La  courbe  bcd  est  la  courbe  de  saturation  du  mono- 
chromate Li^CrO^ .  2H^0;  le  point  c  représente  sa  solubilité  dans  l'eau 
pure.  Cette  solution  contient,  à  30°,  49,985  ^^/^  Li^CrO^  (tableau  1, 
n°.  12);  ou  bien  100  parties  d'eau  dissolvent  99,94  parties  de  Li^CrO'^, 

Le  point  d  représente  une  solution,  saturée  par  Li^CrO'^  .2IP0  aussi 
bien  que  par  Li^Cr^O^ ,  211^0,  et  la  courbe  deft^i  la  courbe  de  satu- 
ration de  ce  sel;  en  e  on  trouve  indiquée  la  solubilitédei;i*Cr*0^.2-H'0 
dans  Teau  pure.  Cette  solution  contient  56,6  '^/q  Li^Cr^O^ ,  ce  qui 
revient  à  dire  que  100  parties  d*eau  dissolvent  130,4  parties  de 
Li'Cr^O\ 

Au  point /apparaît  une  nouvelle  phase  solide,  savoir  CrO^\  ce  point 
représente  donc  une  solution  saturée  à  la  fois  par  le  bichromate  et  par 
de  l'anhydride  chromique.  La  courbe  fg  est  la  courbe  des  solutions 
saturées  d'anhydride  chromique;  elle  aboutit  d'une  part  en/,  d'autre 
part  eu  g]  ce  dernier  point  fait  connaître  la  solubilité  de  l'anhydride 
chromique  dans  l'eau  pure. 

Nous  allons  maintenant  examiner  de  plus  près  le  diagramme  triangu- 
laire, ahcdefg  est  le  champ  non-saturé,  puisque  tout  liquide  de  ce  champ 
se  sature  par  l'addition  d'un  des  corps  solides.  Prenons  d'abord  une 
solution  aqueuse  saturée  de  LiOH^H^O  et  ajoutons-y  de  l'anhydride 
chromique;  la  solution  parcourt  alors  une  droite  allant  de  a  vers  CrO^, 
Cette  droite  s'étend  d'abord  dans  le  champ  non-saturé  et  pénètre  ensuite 
dans  le  champ /^CVO^.  Cela  veut  dire  qu'une  solution  aqueuse  saturée 
de  LiOH.H  *0  n'est  plus  saturée  quand  on  y  ajoute  un  peu  d'anhydride 
chromique,  mais,  si  l'on  ajoute  de  plus  en  plus  d'anhydride,  il  arrive 
un  moment  où  cette  substance  ne  se  dissout  plus.  L'addition  d'anhydride 
chromique  ne  provoque  donc  pas  la  séparation  de  chromate  ou  de  bichro- 
mate; nous  verrons  qu'il  en  est  tout  autrement  pour  les  solutions  cor- 
respondantes de  KO  H  et  NaOH^ 

Nous  allons  tracer  maintenant  par  le  sommet  CrO^  et  un  j)oint 
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situé  entre  a  et  LiOn.H^O,  sur  le  coté  Tj-Li^O  du  triangle,  une  droite 
qui  ne  coupe  aucune  des  quatre  courbes  de  saturation.  Cette  droite 
traverse  les  champs  de  deux  phases  abLiO  II.  /I^O,  bcdZ^.2  H '0  Qi 
defZ^  .2  //*0  ainsi  que  les  champs  de  trois  phases  LiOlIJl  ^O.b.Z^.ÎIl^O, 
Zi,2H^O.d.Z^.2H^O  et  Z^.'ZIPO.f.CrO\  On  déduit  de  là  les 
phénomènes  qui  se  présentent  quand  on  ajoute  des  quantités  crois- 
santes d'anhydride  chromique  à  un  complexe  formé  d'une  solution 
aqueuse  saturée  d'hydroxyde  de  lithium  et  de  Thydrate  lAOH.^H'O. 
Les  premières  quantités  d'anhydride  chromique  provoquent  la  disso- 
lution d'une  partie  de  LiOII  .11^0 ,  jusqu'à  ce  que  le  liquide  contient 
14,3  °/o  Li^O  et  37,5  ^/^  CrO^  (point  b)\  alors  se  produit  une  transfor- 
mation de  LiOII.H^O  ep  ZPCrO^.^H^O,  sans  que  la  composition  du 
liquide  se  modifie.  On  voit  par  la  figure  que  cett^  transformation  est 
représentée  par  l'équation 

7iLiOH.H^O  +  mCrO^  =  pLi^CrO'  .%H^0  +  qLf, 

L\i  signifie  le  liquide  du  point  ô.  11  est  évidemment  aisé  de  déterminer 
les  coeflBcients  «,  w.,  p  et  q.  L'anhydride  ajouté  transforme  donc  l'hv- 
droxyde  présent  en  LPCrO^ .2H^0  et  solution  b.  Quand  tout  le 
LiOII.II^O  est  transformé,  une  addition  ultérieure  de  CrO^  fait  que 
le  liquide  parcourt  la  courbe  bcd.  Arrivé  en  d^  ce  liquide  contient  (voir 
tableau  1 ,  n°.  15)  43,4  ^/^  CrO^  et  11,8  ^/^  Li^O. 

En  ajoutant  de  nouvelles  quantités  d'anhydride  chromique  on  pro- 
voque maintenant  la  transformation  de  monochromate  en  bichromate. 
La  réaction  est  fort  simple  : 

Zi*  CrOV  2H*0  +  CrO^  =  i;^*Cy*0^  2  Jï '0; 

cela  résulte  de  la  figure,  puisque  les  points  Z^.^H^O  ci  Z^,%H^O 
sont  situés  avec  CrO^  sur  une  même  droite.  11  est  évident  que  pendant 
cette  transformation  la  composition  du  liquide  ne  se  modifie  pas,  et 
dans  ce  cas  particulier  sa  masse  ne  change  pas  davantage.  Quand  tout 
le  monochromate  est  devenu  bichromate,  une  nouvelle  addition  de  CfO^ 
fait  que  la  composition  du  liquide  varie  suivant  la  courbe  rf^y^,  jusqu'à 
ce  qu'elle  est  représentée  par  le  point /.  Dans  la  suite  il  ne  se  produit 
plus  de  transformations  et  l'anhydride  chromique  que  l'on  introduit 
dans  le  liquide  n'entre  plus  en  solution. 

Considérons  maintenant  une  solution  saturée  d'anhydride  chromique 
(point  g)    Quand  on  ajoute  Li'^0  la  solution  suit  la  droite  g.Li^O.  La 
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solution  commence  donc  par  devenir  homogène,  puis  il  se  sépare  du 
bichromate  avec  deux  molécules  d'eau,  qui  se  transforme  dans  la  suite  en 
monochromate  avec  23^0, 

La  figure  nous  renseigne  aussi  sur  ce  qui  arrive,  qnand  on  mélange 
une  solution  saturée  d'hydroxyde  de  lithium  avec  une  autre  qui  est 
saturée  d'anhydride  chromique.  Un  tel  mélange  est  évidemment  repré- 
senté par  un  point  de  la  droite  ag;  puisque  cette  droite  est  située  toute 
entière  dans  le  champ  non-saturé,  on  obtient  ainsi  toujours  une  solution 
non-saturée.  Quand  on  mélange  deux  solutions  saturées,  Tune  d'hy- 
droxyde  de  lithium,  l'autre  d'anhydride  chromique,  il  ne  se  dépose 
donc  jamais  de  sel. 


5.  Les  chromâtes  de  potassium.  ') 

Les  chromâtes  de  potassium  se  comi)ortent  tout  autrement  que  les 
chromâtes  de  lithium;  on  n'en  connaît  pas  seulement  le  mono-  et  le 
bichromate,  mais  encore  le  tri-  et  le  tétrachromate.  Ces  chromâtes: 

X^CrO\     K'Cr'0\     K^Cr^O'"^    et    K^Cr'0'\ 

qui  sont  tous  anhydres,  je  les  représenterai  par  les  points  ^,,  Z^,  Z^ 
et  Z^  de  la  fig.  2. 

MM.  Jaeger  et  Krûss  ^)  ont  préparé  le  tri-  et  le  tétrachromate  en 
traitant  le  bichromate  par  Tacide  nitrique;  nous  allons  voir  qu'on 
les  obtient  aussi  au  moyen  de  mono-  ou  bichromate  et  d'anhydride 
chromique. 

Le  tableau  2  contient,  dans  les  colonnes  2  et  3,  les  compositions  des 
solutions  saturées;  les  colonnes  3  et  4  donnent  les  compositions  des 
restes  correspondants;  la  colonne  5  indique  quel  est  le  corps  par  lequel 


*)  M.  le  Dr.  J.  Koppel  m'a  communiqué  qu'il  a  fait,  en  collaboration  avec 
M.  R.  Blume,  une  étude  détaillée  du  système  K*0—CrO'—H*0.  La  courbe 
de  solubilité  qu'ils  ont  déterminée  à  30°  s'accorde  avec  la  mienne;  ils  ont  aussi 
déterminé  des  courbes  de  solubilité  à  0°,  20"  et  60°,  ainsi  que  des  courbes  de 
congélation  etc. 

')  Ber,  d,  d.  chenu  Ges.,  22,  2028,  1889. 
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le  liquide  est  saturé.  Connaissant  les  compositions  du  liquide  et  du 
reste,  on  peut  de  nouveau  tracer  les  lignes  de  conjugaison,  et  en  déduire 
la  composition  du  dépôt.  Considérons  maintenant  le  diagramme  (fig.  2), 
qui  représente  d'une  manière  schématique  comment  se  comportent  les 
trois  substances  à  30°. 


^(¥0^ 


Fig.  2. 


La  solution  saturée  d'hydroxyde  de  potassium  dans  Teau  pure  est 
indiquée  par  i]  le  dépôt  est  KO  H  2H^0,  représenté  par  i.  Des  e^)é^ 
riences  de  M.  Pickering  ^)  on  peut  déduire  que  C3tte  solution  contient 
±  55  °/^  KOH  ou  ±  47  ^/^  K^O. 

La  courbe  i/i  est  la  courbe  de  saturation  de  Thydrate  KOH,  2H^0f 
quand  les  solutions  contiennent  CrO^.  Cette  courbe  n'a  pas  été  déter- 
minée; elle  est  toute  petite,  puisqu'  il  suffit  déjà  d'ajouter  une  minime 
quantité  de  CrO^  à  la  solution  saturée  d'hydroxyde  de  potassium  pour 
produire  une  séparation  de  monochromate.  La  courbe  hgfesi  la  courbe 
des  solutions  saturées  de  K'^CrO''^  en  présence  de  quantités  croissantes 
d'anhydride  chromique.  Le  point  g  représente  la  solubilité  de  K^CrO^ 
dans  Teau  pure;  cette  solution  contient  (tableau  2,  n**.  13)  20,29  7o 
CrO^  et  19,07  ^/^  K^O,  donc  39,36  X  K^CrO\  ou  bien  100  partiesd'eau 


*)  Journ,  Cheni.  Soc,  63,  890. 
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dissolvent  64,91  parties  de  monochromate.  La  courbe y^rf  est  la  courbe 
de  saturation  du  bichromate;  en  e  on  trouve  la  solubilité  de  ce  sel  dans 
Teau  pure.  Cette  solution  contient  (tableau  2,  n°.  18)  10,43  ^/^  CrO'^ 

Tableau  2. 
Composition  en  poids  en  pourcents  à  30*^. 


Solution 

Reste 

N°. 

Phase  solide 

0 

Vo^'O 

7o  CrO' 

7oi^*o 

^    Am«%OV       0\^AA\AV 

1 

±47 

KOH.  ^n'o 

2 

0,00 

47,16 

12,59 

47,54 

z. 

3 

0,00 

46,53 

— 

— 

n 

4 

0.1775 

34,602 

10,93 

37,47 

n 

5 

i;351 

26,602 

16,482 

32,532 

n 

6 

2,936 

22,97 

— 

— 

n 

7 

4,69 

21,465 

— 

— 

n 

8 

5.598 

20,584 

37,131 

39,922 

Vi 

9 

9,123 

19,771 

— 

— 

n 

10 

12,247 

19,412 

— 

— 

n 

11 

15,157 

19,465 

— 

— 

n 

12 

15,407 

19,225 

27,966 

29,377 

n 

13 

20,29 

19,07 

— 

— 

n 

14 

20,67 

19,17 

— 

— 

■?. +  ^. 

15 

19,096 

17,30 

37,64 

22,91 

^. 

16 

16,14 

14,02 

38,34 

21,75 

r\ 

17 

11,35 

7,88 

— 

— 

n 

18 

10,43 

4,91 

— 

— 

n 

19 

17,93 

3,412 

25,85 

7,82 

« 

20 

21,96 

3,12 

34,5 

10,8 

n 

21 

37,14 

2,51 

42,55 

8,09 

n 

22 

43,51 

3,01 

49,45 

9,91 

n 

23 

44,46 

3,245 

53,94 

12,40 

7.,^■z, 

24 

46,368 

2,823 

60,314 

12,935 

y-. 

25 

47,651 

2,674 

56,82 

9,254 

» 

26 

49,357 

2,353 

63,044 

11.684 

z. +  /. 

27 

50,113 

2,146 

62,41 

10,679 

2.  +  /. 

28 

53,215 

1,360 

62,958 

8,002 

z. 

29 

55,829 

0,868 

60,30 

4,03 

r> 

30 

62,55 

0,796 

67.944 

6,731 

r» 

31 

62,997 

0,(>21 

70,0 

410 

Z,  +  CrO' 

32 

63,289 

0,493 

69,7 

2,67 

Z,  +  CrO' 

33 

62,28 

0 

— 

CrO' 

et  4,fil  ""I^K^O,  ou  bien  15,34  \  À^^^r^O^;  c.àd.  que  100  parties 
d'eau  dissolvent  18,12  parties  de  bichromate.  Contrairement  à  ce  que 
nous  avons  trouvé  pour  les  sels  de  lithium,  le  monochromate  de  potas- 
sium est  beaucoup  plus  soluble  que  le  bichromate. 
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Au  point  d  commence  la  courbe  de  saturation  du  trichromate;  le 
doniaine  d'existence  de  ce  sel  est  fort  peu  étendu.  Ainsi  qu^on  le  recon- 
naît à  l'inspection  du  tableau,  il  n'y  a  entre  ses  extrémités  qu'une 
différence  de  ±5%  CrO^.  Comme  la  courbe  de  ne  coupe  pas  JiJZ^,  le 
trichromate  ne  peut  se  dissoudre  dans  Teau  sans  décomposition;  il  ne 
peut  entrer  en  solution  sans  se  décomposer  que  quand  le  liquide  con- 
tient plus  de  CrO^  qu'il  ne  correspond  au  trichromate. 

La  courbe  des  solutions  saturées  de  tétrachromate  est  représentée  par 
cb.  Comme  cette  courbe  ne  coupe  par  EZ^ ,  le  tétrachromate  n'est  pas 
non  plus  soluble  dans  Teau  sans  décomposition.  On  voit  par  la  figure 
qu'en  solution  le  tétrachromate  ne  peut  exister  qu'en  présence  d'un 
excès  de*  CrO^, 

Finalement  vient  encore  la  courbe  des  solutions  saturées  d'anhydride 
chromique,  représentée  par  ab;  le  point  a  fait  connaître  la  solubilité  de 
l'anhydride  chromique  dans  l'eau  pure. 

Comme  phase  solide  nous  trouvons  donc  successivement  A! 0-ff.  2H^0^ 
K OH  .2 11^0  -\-  monochromsiie^  monochromate,  monochromate -(-  bi- 
chromate, bichromate,  bichromate  +  trichromate,  trichromate,  trichro- 
mate +  tétrachromate,  tétrachromate,  tétrachromate  -|-  anhydride 
chromique,  anhydride  chromique. 

Nous  avons  vu  tantôt  qu'il  n'y  a  pas  formation  d'une  phase  solide 
quand  on  mélange  des  solutions  aqueuses  saturées  d'hydroxyde  de 
lithium  et  d'anhydride  chromique.  Dans  le  cas  actuel  il  en  est  autre- 
ment, puisque  la  droite  ia  coupe  les  domaines  d'existence  des  quatre 
chromâtes.  Le  rapport  dans  lequel  on  mélange  les  liquides  détermine 
quel  est  celui  des  quatre  chromâtes  qui  se  sépare.  Comme  la  droite  ia 
pénètre  aussi  dans  les  champs  de  deux  phases  Z^  -^  Z^,  Z2  -jr  ^i  ®^ 
^3  +  ^4  >  011  peut  obtenir  aussi  une  séparation  de  ces  mélanges. 

Il  résulte  de  la  situation  de  la  courbe  hgf^  en  partie  tout  près  de 
E — K'^Oy  et  de  celle  de  la  courbe  fc,  qui  est  fort  voisine  du  côté 
E —  CrO^,  que  l'addition  d'une  toute  petite  quantité  d'une  des  solu- 
tions saturées  à  l'autre  produit  immédiatement  la  séparation  de  mono- 
chromate ou  de  tétrachromate. 

On  reconnaît  aisément,  d'après  le  diagramme,  qu'il  est  possible  de 
transformer  un  chromate  dans  un  autre;  par  l'addition  d'anhydride 
chromique  ou  de  sa  solution  saturée  on  peut  changer  le  monochromate 
en  bi-,  tri-  ou  tétrachromate  ;  et  inversement,  au  moyen  de  KOH,2,H^0 
ou  de  sa  solution  saturée  on  peut  opérer  le  passage  du  tétrachromate 
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en  tri-,  bi-  ou  monochromate  ;  tous  les  sels  peuvent  donc  être  formés 
en  partant  de  leurs  composantes. 

Nous  avons  déjà  vu  que  seuls  le  mono-  et  le  bichromate  se  dissol- 
vent dans  Teau  sans  se  décomposer;  voyons  à  présent  comment  les  deux 
autres  sels  se  comportent  en  présence  de  Teau.  Prenons  d'abord  le 
trichromate;  quand  on  ajoute  de  Teau  au  trichromate  par  petites  por- 
tions successives,  le  point  représentatif  du  mélange  parcourt  la  droite 
Z^E  dans  la  direction  du  point  K.  Le  point  tombe  d'abord  dans  le 
triangle  Z^  Z^  d,  de  sorte  que  le  trichromate  se  transforme  en  bichro- 
mate et  en  une  solution  d.  Cette  transformation  peut  être  représentée 
par  réquation  : 

nK'^Cr''0^''-\-mmO  =  pK'^CT^O''  ■\-^Ld\ 

les  coefficients  7i^  m^  p  et  q  sont  faciles  à  déterminer. 

Par  cette  transformation  le  trichromate  disparaît  graduellement,  jus- 
qu'à ce  qu'il  ne  reste  plus  que  du  bichromate  et  une  solution  d,  La 
transformation  sera  évidemment  totale  quand  on  aura  ajouté  une  quan- 
tité d'eau  telle  que  le  mélange  est  représenté  par  le  point  d'intersection 
des  droites  EZ^  et  dZ^,  Une  addition  d'eau  ultérieure  aura  pour  consé- 
quence que  le  bichromate  se  dissout  de  plus  en  plus;  en  même  temps 
le  liquide  change  de  composition  suivant  la  courbe  def,  depuis  rf  jus- 
qu'au point  d'intersection  avec  la  droite  EZ^,  En  ajoutant  encore  de 
l'eau  on  ne  fait  plus  qu'étendre  la  solution  obtenue  en  dernier  lieu. 

Le  diagramme  permet  aussi  de  juger  de  la  façon  dont  se  comporte  le 
tétrachromate.  On  voit  qu'il  se  transforme  d'abord  en  trichromate;  la 
réaction  se  représente  par  la  formule  : 

nK'^Cr^O'^  +  m H^O  =  p K^ Cr^ 0""  -f  qLc. 

En  ajoutant  de  l'eau  au  tétrachromate  on  obtient  successivement: 
K^Cr^O'"'  +  K'^Ct^O'^  +  Le,  K^Cr^O'''  +  une  solution  de  la  courbe 
bc,  K^Cr'0'^+  K^Cr^O'  +  La,  K^Cr^O'  +  une  solution  de  la 
courbe  de.  Quand  la  solution  est  représentée  par  le  point  d'intersection 
de  la  courbe  fed  avec  la  droite  EZj^ ,  une  nouvelle  addition  d'eau  fait 
que  la  solution  n'est  plus  saturée. 

Je  désire  encore  parler  d'un  point  important,  notamment  de  la  façon 
dont  se  comporte  une  solution  durant  l'évaporation.  Pour  rester  d'ac- 
cord avec  la  figure,  nous  supposons  évidemment  que  l'évaporation  a  lieu 

ARCHIVES  NKEBLAND AISES,   SÉRIE   H,   TOME   XI.  'Z2 
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à  30*^.  Nous  supposons  en  outre  que  le  mono-  ou  bichromate  ait  été 
mél&ugé  à  une  quantité  d'anhydride  chromique  telle,  que  sur  une  molé- 
cule K-0  il  y  ait  quatre  molécules  CrO^,  Nous  dissolvons  ce  mélange 
dans  l'eau  et  nous  laissons  évaporer  la  solution.  Comme  la  solution  est 
représentée  par  un  point  de  la  droite  EZ^ ,  le  mélange  parcourt  pendant 
l'évaporation  la  droite  EZj^  dans  la  direction  de  Z^.  On  reconnaît  aisé- 
ment qu'il  se  sépare  d'abord  du  bichromate,  et  en  même  tem^is  la  solu- 
tion change  de  composition;  puis  vient,  pendant  que  le  liquide  conserve 
la  composition  d,  une  transformation  graduelle  du  bi-  en  trichromate. 
Quand  tout  le  bichromate  a  disparu ,  de  sorte  que  la  phase  solide  est 
uniquement  constituée  par  du  trichromate,  le  liquide  change  de  nou- 
veau de  composition,  savoir  de  ri  vers  c  le  long  de  la  courbe  de,  de 
sorte  que  le  liquide  restant  devient  de  plus  en  plus  riche  en  anhydride 
chromique.  Mais  ce  changement  de  composition  a  une  limite,  qui  est 
atteinte  quand  le  liquide  est  représenté  par  le  point  c,  A  ce  moment 
commence  la  transformation  de  tri-  en  tétrachromate ,  en  même  temps 
que  le  liquide  disparaît  graduellement.  Ce  n'est  que  quand  tout  le 
liquide  a  disparu  que  tout  le  bichromate  est  transformé  en  tétrachro- 
mate. Il  va  de  soi  que  dans  la  pratique  cette  dernière  transformation 
ne  sera  jamais  complète.  Ainsi  donc,  pendant  l'évaporation  de  la  solu- 
tion on  obtient  successivement:  bichromate,  bi-  -(-  trichromate,  trichro- 
mate et  tri-  +  tétrachromate,  ce  qui  fait  qu'en  enlevant  la  solution  au 
moyen  d'une  pipette  on  peut  bien  obtenir  le  trichromate  pur,  mais  non 
le  tétrachromate. 

Cela  provient  de  ce  que  la  droite  EZ^  ne  coupe  pas  le  champ  du 
tétrachromate  (triangle  Z^bc),  Mais  quand  la  solution  dont  on  part 
contient  plus  de  CrO^  qu'il  ne  correspond  au  tétrachromate,  la  droite 
que  suit  le  mélange  durant  l'évaporation  traverse  le  triangle  Z^bc.  Les 
phases  solides  successives  sont  alors:  K^Cr^O\  K-Ct^O^  +  K^Cr^O'\ 
K^Cr'0'\  K'-Cr^O'^  +  K^Cr'0'\  K^Cr^O'^  et  K'^Cr'O^^  -f  CrO\ 
Ainsi  donc,  quand  l'évaporation  est  très  lente,  de  sorte  que  les  sels  ont 
le  temps  de  se  transformer,  on  peut  obtenir  de  cette  manière,  par  enlè- 
vement de  l'eau  mère,  aussi  bien  le  tétrachromate  que  le  trichromate. 

J'ai  souvent  préparé  les  deux  sels  en  mélangeant  de  l'eau ,  du  bichro- 
mate et  de  l'anhydride  chromique  en  proportions  telles  que  le  mélange 
était  représenté  par  un  point  à  ^intérieur  de  Z^dc  ou  Z^cb.  Après  avoir 
secoué  pendant  longtemps  le  liquide  en  présence  des  deux  solides, 
j'enlevais  l'eau  mère  et  j'obtenais  soit  du  trichromate,  soit  du  tétra- 
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chromate  purs.    Comme  l'eau  décompose  «es  deux  sels,  il  est  évident 
qu'on  ne  saurait  les  faire  recristalliser  d'une  solution  aqueuse. 

Le  diagramme  précédent  est  une  représentation  schématique  où  les 
compositions  des  liquides  et  des  phases  solides  sont  exprimées  en  pour- 
cents  d'après  le  poids.  Mais  il  est  évident  qu'on  peut  aussi  les  exprimer  en 
molécules;  on  obtient  alors  le  tableau  3.  D'après  ce  tableau  on  pourrait 
construire  un  nouveau  diagramme,  semblable  en  grands  traits  au  pré- 
cédent, et  les  conclusions  qu'on  déduirait  du  nouveau  diagramme 
doivent  évidemment  être  identiques  à  celles  que  nous  avons  tirées 
de  l'autre. 

Tableau  3. 
Composition  moléculaire  du  liquide  en  pourcents  à  30°. 


N^ 

VoCrO' 

'loK'O 

Phase  solide 

V.CrO' 

VoK'O 

Phase  solide 

1 

0 

14,48 

KOH,  H'O 

18 

2,16 

1,08 

z. 

2 

0,00 

14,565 

z. 

19 

3,94 

0,79 

n 

3 

0,00 

14,25 

n 

20 

4,87 

0,60 

n 

4 

0,04 

9,20 

n 

21 

9,90 

0,71 

n 

5 

0,32 

6,57 

n 

22 

12,65 

0,93 

n 

6 

0,67 

4,94 

n 

23 

13,13 

1,02 

z,  +  z. 

7 

1,07 

5,20 

V 

24 

13,98 

0,88 

z. 

8 

1,28 

4,99 

n 

25 

14,60 

0,87 

n 

9 

2,15 

4,94 

n 

26 

15,42 

0,78 

Z.  +  Z. 

10 

2,97 

4,99 

n 

27 

15,77 

0,72 

z,  +  z. 

11 

3,79 

5,18 

n 

28 

17,33 

0,47 

K 

12 

3,86 

5,12 

n 

29 

18,78 

0,31 

n 

13 

5,37 

5,37 

n 

30 

23,42 

0,31 

y\ 

14 

5,54 

5,43 

z,  +  z. 

31 

23,71 

0,24 

Z.^CrO^ 

15 

4,89 

4,70 

z. 

32 

23,88 

0,20 

Z,  +  CrO' 

16 

3,85 

3,54 

n 

33 

22,91 

0 

C/0' 

17 

2,42 

1,79 

n 

6.  Les  chromâtes  d'ammonium. 


La  façon  dont  se  comportent  les  chromâtes  d'ammonium  est  en  tous 
points  semblable  à  celle  des  chromâtes  de  potassium;  ici  aussi  on  ren- 
contre quatre  sels  anhydres,  savoir:  [NinfCrO',  {N/J'^Cr^O^ 
{NH^YCr^'O'''  et  [NR^fCr'O'^  représentés  respectivement  par  les 
points  Z^y  Z^y  Z^  et  Z/^  dans  la  fig.  3.  Ces  sels  ont  déjà  été  décrits  par 
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MM.  E.  Jaeger  et  G.  Kruss  *).  Ces  auteurs  ont  préparé  letri-etlet^tra- 
chromate  en  traitant  le  bichromate  par  l'acide  nitrique;  nous  allons 
voir  qu'on  peut  les  obtenir  aussi  au  moyen  de  bichromate  ou  de  mono- 
chromate  et  anhydride  chroroique. 

Les  résultats  sont  réunis  dans  les  tableaux  4  et  5;  le  tableau  4  fait 
encore  une  fois  connaître  les  compositions  en  poids  en  pourcents,  le 
tableau  5  la  composition  moléculaire  en  pourcents.  Comme  les  deux 
tableaux  sont  en  tout  semblables  aux  précédents,  ils  peuvent  se  passer 
de  plus  ample  explication.  Les  résultats  ont  été  représentes  graphique- 


e'^^^'^-'" ^  ^^:^ — — ^(^03 

Fig.  3. 

ment  dans  la  fig.  3,  où  les  compositions  des  solutions  et  des  phases  solides 
sont  indiquées  en  poids.  J'ai  choisi  comme  composantes  l'eau,  Tammo- 
niaque  et  l'anhydride  chromique;  les  chromâtes  contiennent  chacune  de 
ces  trois  composantes,  de  sorte  qu'ils  sont  représentés  par  des  points  à 
l'intérieur  du  triangle;  mais,  comme  le  rapport  de  NH^  h  B-O  est  le 
même  dans  les  quatre  chromâtes,  il  faut  que  les  points  Z^,  Z^y  Z^  et 
Z^  soient  situés  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  CrO^. 

La  courbe  /ne  est  celle  des  solutions  saturées  de  monochromate;  le 
point  n  représente  la  solubilité  du  monochromate  dans  Teau  pure.  Ou 
déduit  du  tableau  4  (n"".  5),  que  cette  solution  contient  18,98  %  CrO^ 


')    Ber.  d,  d,  chem.  Ges.^  22,  2028. 
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et  M3  %  NJI\  ou  bien  28,75  %  {NH')^CrO';  ce  qui  veut  dire  que 
100  parties  d'eau  dissolvent,  à  30°,  40,46  parties  de  monochromate. 

Au  point  e  commence  une  nouvelle  courbe  emd,  la  courbe  de  satura- 
tion du  bichromate,  et  le  point  m  fait  connaître  la  solubilité  du  bichro- 
mate dans  Teau  pure.  11  résulte  du  tableau  4  (n°.  12)  que  la  solution 
contient  25,43  %  CrO^  et  4,34  %  NfP.  Une  solution  aqueuse  saturée 
de  bichromate  contient  donc  32.05  %  de  bichromate,  c.  àd.  que  100 
parties  d'eau  dissolvent  47,1  parties  de  ce  sel. 


Tableau  4. 
Composition  en  poids  en  pourcents  à  30®. 


Solution 

Reste 

N°. 

1 

T'iifl.sp  ^nlîflp 

'    VoCrO' 

1    7oAV/' 

VoCrœ 

7oA'//* 

X  uaoc   &U11UC 

1 

6,933 

22.348 

_ 

^1 

2 

9,966 

16,529 

47,59 

20,437 

3 

14,486 

10,780 

— 

— 

n 

4 

16,973 

8,197 

— 

— 

n 

5 

18,98 

6,43 

— 

— 

n 

6 

19,728 

6,32 

— 

-- 

n 

7 

22,53 

6,37 

38,084 

12,146 

« 

8 

27.09 

6,87 

48.02 

12,01 

/,  -f /, 

9 

26;92 

6,59 

— 

— 

^. 

10 

26,19 

5,70 

47.38 

8,81 

n 

11 

25,99 

5,10 

41,56 

7,58 

>ï 

12 

25,43 

4,34 

— 

— 

n 

13 

80,16 

3,50 

— 

— 

tï 

14 

35,07 

3,22 

— 

— 

f) 

15 

38,89 

3,10 

61,081 

8J99 

T1 

16 

42,437 

3,148 

59,72 

6,75 

^. +/, 

17 

44,08 

2,271 

54,90 

4,14 

^, 

18 

47,45 

1,589 

57,09 

3,54 

n 

19 

52,91 

1,107 

60,88 

3,09 

r 

20 

54,56 

1,033 

63,07 

3,09 

>!•.  +>f. 

21 

56,57 

0,9696 

65,70 

2.95 

^. 

22 

56,62 

0,9496 

65,29 

2,738 

»1 

23 

58,21 

0,7181 

70,422 

3,522 

n 

24 

58,87 

0,6485 

69,742 

3,235 

ti 

25 

59,06 

0,648 

— 

— 

r 

26 

61,886 

0,473 

— 

— 

27 

62,481 

0,4636 

71,933 

3,097 

f) 

28 

63,60 

0,3991 

73,677 

1,182 

/.  +  Crd' 

29 

63,665 

0,4077 

71,47 

2,07 

/..  +  o-o' 

30 

62,944 

0,2095  1 

—       1 

— 

CrO' 

31 

62,28 

0          t 

-       1 

— 

r 
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Ainsi  donc,  tandis  que  pour  le  potassium  le  monochromate  est  plus 
soluble  que  le  bichromate,  c'est  le  contraire  pour  Tammonium. 

Au  point  d  commence  la  courbe  de  saturation  du  trichromate;  elle 
est  représentée  par  de  y  et,  comme  il  résulte  de  la  fig.  3  et  du  tableau  4, 
la  teneur  en  NH^  diminue  à  mesure  que  celle  en  CrO^  augmente.  On 
voit  de  plus  que  le  bichromate  n'est  pas  soluble  dans  l'eau  sans  décom- 
position; la  droite  KZ^  ne  coupe  pas  la  courbe  de  saturation  de  ce  sel 
est  elle  est  située  toute  entière  en  dehors  de  son  domaine  d'existence. 
Le  trichromate  ne  peut  donc  exister  comme  phase  solide  qu'en  présence 
de  solutions  qui  contiennent  un  fort  excès  d'anhydride  chromique. 

La  courbe  cb  représente  les  solutions  saturées  de  tétrachromate;  ici 
encore  la  quantité  d'ammoniaque  va  en  diminuant  à  mesure  que  la 
quantité  d'anhydride  chromique  augmente.  I^e  tétrachromate  n'est  pas 
non  plus  soluble  dans  l'eau  sans  décomposition;  les  solutions  avec  les- 
quelles il  peut  coexister  doivent  contenir  un  fort  excès  d'anhydride 
chromique. 

Tableau  5. 
Composition  moléculaire  des  solutions  en  pourcents  à  30°. 


N^ 

VoCrO^ 

7oA//' 

Phase  solide 

N°. 

7o  CvO' 

VoNH' 

Phase  solide 

1 

1,306 

24,693 

^» 

17 

12,40 

3,75 

^ 

2 

1,934 

1H,.S17 

T> 

18 

13,96 

2,74 

n 

3 

2,939 

12,H29 

n 

19 

16,81 

2,06 

n 

4 

3,530 

10,002 

r 

20 

17,76 

1,97 

n 

5 

4,03 

8,01 

r> 

21 

18,97 

1,91 

z^+z. 

6 

4,218 

7,928 

n 

22 

19,006 

1,87 

z. 

7 

4,95 

8,22 

n 

23 

20,03 

1,45 

8 

6,24 

9,28 

^.  +  z. 

24 

20,47 

1,32 

n 

î) 

6,19 

8,89 

2. 

25 

20,60 

1,33 

10 

5,98 

7,63 

n 

26 

22,60 

1,01 

11 

5,92 

6,82 

n 

27 

23,05 

1,00 

12 

5,77 

5,77 

n 

28 

23,92 

0,88 

z,  +V,-o' 

13 

7,19 

4,89 

n 

29 

23,96 

0,90 

/,  +  CrO' 

14 

8,84 

4,75 

n 

30 

23,41 

0,46 

CrO* 

15 

10,25 

4,80 

n 

31 

22,91 

0 

16 

11,684 

5,08 

Z.+Z. 

Eeste  encore  la  courbe  ab,  représentant  les  solutions  saturées  d'anhy- 
dride chromique;  cette  courbe  est  toute  petite;  on  voit  par  le  tableau  4 
que  le  tétrachromate  se  sépare  déjà  de  la  solution  quand  elle  ne  contient 
encore  que  0,4%  iV//\  Pour  les  chromâtes  de  lithium  et  de  potassium, 
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dont  nous  avons  parlé  en  premier  lieu ,  la  série  des  courbes  de  satura- 
tion aboutissait  en  deux  points;  Vxxu  des  points  terminaux  était  situé 
sur  le  côté  E — CrO^,  l'autre  sur  le  deuxième  côté  du  triangle  passant 
par  K  Pour  les  chromâtes  d'ammonium,  Tun  des  points  terminaux  est 
encore  situé  sur  E — CrO^,  mais  je  n'ai  pas  déterminé  Tautre.  Voilà 
pourquoi  j'ai  pointillé  le  prolongement  de  la  courbe  enf  et  j'ai  admis 
qu'il  se  termine  en  un  point  ff  sur  la  droite  Z^  .NH^.  Ce  point  doit 
représenter  la  solubilité  du  monocliromate  dans  l'ammoniaque  liquide. 
Mais,  comme  je  n'ai  pas  déterminé  l'allure  ultérieure  de  cette  courbe, 
je  l'ai  représentée  en  pointillé  et  je  ne  m'en  occuperai  pas  davantage. 

Quand  on  ajoute  des  quantités  croissantes  d'anhydride  chromique  à 
une  solution  aqueuse  d'ammoniaque  qui  contient  plus  de  10  %  iVJ7^, 
la  droite  représentative  des  mélanges  coupe  les  domaines  d'existence  de 
tous  les  chromâtes. 

La  solution  commence  par  rester  homogène;  puis  se  sépare  le  mono- 
chroraate,  qui  se  transforme  ensuite  en  bichromate.  Cette  transforma- 
tion s'opère  quand  le  mélange  est  situé  dans  le  triangle  Z^Z^e,  de  sorte 
que  la  solution  a  la  composition  e.  A  mesure  que  la  quantité  d'anhy- 
dride chromique  augmente,  on  obtient  successivement  les  phases  solides 
suivantes:  monochromate,  mono-  +  bichromate,  bichromate,  bi-  -|-  tri- 
chromate,  trichromate,  tri-  -{-  tétrachromate ,  tétrachromate  et  enfin 
tétrachromate  -f-  anhydride  chromique.  Nous  avons  déjà  yu  que  le  tri- 
et  le  tétrachromate  ne  sont  pas  solubles  dans  Teau  sans  décomposition. 
Quand  on  traite  le  trichromate  avec  un  peu  d'eau,  il  se  forme  (notam- 
ment aussi  longtemps  que  le  point  correspondant  est  situé  dans  le 
triangle  Z.^Z^d)  un  mélange  de  bi-  et  trichromate  avec  une  solution  d. 
Quand  on  y  ajoute  plus  d'eau,  la  phase  solide  est  uniquement  consti- 
tuée par  du  bichromate  (aussi  longtemps  que  le  point  correspondant  est 
situé  dans  le  secteur  Z^ed), 

Le  tétrachromate  se  comporte  d'une  manière  analogue;  il  se  trans- 
forme d'abord  en  un  mélange  de  tri-  et  tétrachromate,  puis  il  n'y  a 
plus  que  du  trichromate,  qui  se  transforme  à  son  tour,  par  l'addition 
d'une  nouvelle  quantité  d'eau,  d'abord  en  tri-  et  bichromate,  et  enfin  en 
bichromate  seul. 

Comme  le  trichromate  et  le  tétrachromate  sont  décomposés  par  l'eau, 
il  n'est  pas  possible  de  les  recristalliser  de  ce  liquide. 
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7.  Les  chromâtes  de  sodium. 


Les  chromâtes  de  sodium  présentent  des  circonstances  tout  autres, 
parce  que,  outre  les  hydrates  de  ^a^CrO^  iN^a^Cr^O^  jVa^Cr'O^^  et 
Na  Cr  O^^y  on  peut  encore  obtenir  comme  phase  solide  Thydrate  du 
chromate  tétrasodique,  Na'^CrOKlZll^O.  MM.  Mylius  et  Punk  ^) 
ont  déjà  décrit  ce  sel  et  déterminé  sa  solubilité;  ils  ont  d'ailleurs  déter- 
mine aussi  la  solubilité  des  autres  sels  dans  Teau  pure. 


Crû'' 


Le  tableau  6  donne  les  compositions  des  solutions  saturées  à  30*^  et 
des  restes  correspondants;  on  trouve  dans  la  colonne  6  encore  une  fois 
les  solides  dont  les  solutions  sont  saturées.  Zif^ASir^O  signifie  le  chro- 
mate tétrasodique  Na*CrO''.V6H^O. 

Les  résultats  sont  représentés  schématiquement  dans  la  fig.  4.  Quand 
on  sature  de  Teau  à  30^  d'hydroxyde  de  sodium,  on  obtient  comme 


*)    Wissen.*ichaftL  Abhandlung   der  Physik.-Techn.   Reichsanstalt  III,  449 

(1900). 
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phase  solide  Thydrate  NaOH.lPO.  D'après  M.  Pickering  ^)  la  solu- 
tion contient  alors  ±  54,1  %  NaOH  ou  ±  42%  ^^^^^0-,  suivant 
M.  DiETZ  41,27  %  Na'^0.  Le  point  a  correspond  à  cette  solution.  La 
courbe  ab  représente  les  solutions  saturées  de  iVaOH.H^O;  cette 
courbe  est  toute  petite,  puisqu'une  solution  qui  ne  contient  que 
2%06^  (tableau  6,  u°,  2)  laisse  déjà  déposer  du  monochromate. 
La  courbe  bc  est  la  courbe  de  saturation  du  monochromate  Na^CrO^^ 
représenté  par  Z^  sur  la  figure.  En  c  commence  une  nouvelle  courbe 
de  saturation,  savoir  la  courbe  c/e  du  chromate  tétrasodique  ^7^.  135  ^0, 
qui  se  termine  en  e  sur  la  courbe  de  saturation  e^à  du  monochromate 
hydraté^,.  4  Z?^0. 

Ainsi  donc  le  monochromate  se  présente  tant  à  Tétat  anhydre 
(courbe  bc)  qu'à  Tétat  d'hydrate  avec  quatre  molécules  d'eau  de  cristal- 
lisation (courbe  eg/i);  il  est  à  remarquer  toutefois  que  les  deux  courbes 
de  saturation  sont  séparées  par  la  courbe  c/e  du  chromate  tétrasodique. 
Nous  verrons  tantôt  quelles  sont  les  conséquences  particulières  de  cette 
situation  des  courbes.  Quand  on  prolonge  les  courbes  bc  et  âge  à  Tin- 
térieur  du  domaine  d'existence  du  chromate  tétrasodique,  elles  s'y  cou- 
pent en  un  point  d.  J'ai  figuré  ces  prolongements  en  pointillé;  ils 
représentent  des  solutions  peu  stables  qui,  pour  devenir  stables,  se  traits- 
forment  en  chromate  tétrasodique  et  une  solution  de  la  courbe  c/e.  Je 
suis  néanmoins  parvenu  à  déterminer  un  point  aussi  bien  sur  cd  que 
sur  ed;  le  premier  est  mentionné  comme  n°.  9  au  tableau  6,  le  second 
comme  n°.  18.  Comme  la  droite  1^ — Zi/^.  [311^0  coupe  la  courbe  de 
saturation  du  chromate  tétrasodique,  bien  que  tout  près  de  son  extré- 
mité e^  ce  chromate  est  soluble  dans  Teau  pure  sans  décomposition; 
la  solution  contient  alors  18,44  %  CrO^  et  22,86  %  ^^'0  ou  41,3% 
Na^CrO^,  Le  monochromate  hydraté  n*est  pas  non  plus  décomposé 
par  Teau  pure;  sa  solubilité  dans  Peau,  indiquée  par  le  point  ^,  est 
46,627  %.  Les  déterminations  de  MM.  Mylius  et  Funk  (1.  c.)  don- 
nent une  solubilité  de  46,8  %;  celles  de  M.  Salkowski  ^)  46,6  %. 


')  Joum.  Chenu  Soc,  63,  890,  1893. 
')  Ber.  d,  d.  chem,  Ges.,  34,  1947,  1901. 
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Tableau  6. 
Composition  en  poids  en  pourcents  à  30° 


N°, 


1 

2 

3 

4 

5 

G 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

.19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 


Solution 

Reste 

Phase  solide 

VoCrO' 

7o  Na'O 

7o  ^rO' 

7oA«*0 

0 

±42 

NaOH.H^O 

2,001 

41,436 

5,831 

42,639 

NaOH.irO-\-Z, 

2,039 

40,89 

— 

— 

^, 

2,906 

37,495 

— 



^1 

4,233 

35,509 

27,522 

36,567 

^1 

6,498 

32,90 

— 

— 

^1 

6,638 

32,343 

27,721 

34,598 

^1 

10,209 

29,695 

33,682 

33,541 

^i 

15,192 

27,063 

37,07 

32,199 

*^! 

10,215 

29,386 

15,478 

28,409 

Z,  +Z^uA3ll*0 

8,932 

28,494 

18,085 

26,886 

Z%.  13 11*0 

8,619 

26,913 

— 

— 

n 

10,737 

25,545 

17,742 

26,171 

n 

13,123 

23,905 

18,566 

25,917 

n 

17,734 

23,127 

— 

— 

n 

18,44 

22,86 

— 

— 

r» 

19,26 

22,98 

21,535 

25,312 

Zv,.13//*0  +  Z,.4/i*0 

17,836 

24,209 

26,242 

24,976 

*Z,AH*0 

20,06 

22,03 

26,966 

23,376 

n 

22,201 

20,668 

31,973 

23,468 

n 

28,82 

17,88 

— 

— 

n 

38,932 

16,302 

40,70 

20,828 

r> 

48,*i97 

16,493 

47,49 

19,753 

Z,AH'0  +  Z^.2iro 

50,68 

15,72 

— 

— 

Z,.2H'0 

55.091 

14,441 

— 

— 

n 

58,077 

13,893 

62,764 

17,375 

n 

64,235 

13,666 

65,563 

16,753 

66,129 

13,70 

69,485 

16,062 

z^.2iro+'z,.H'o 

65,98 

14,146 

69,46 

15,153 

z,.iro 

67,365 

12,52 

70,722 

13,(>04 

n 

68,457 

10,945 

73,875 

13,383 

z,jro-\-z,An*o 

(>6,88 

9,846 

71,274 

10,666 

Z.AH^O 

66,669 

9,838 

75,765 

9,296 

? 

70,061 

11,851 

83,^46 

9,574 

♦? 

69,04 

11,039 

81,798 

6,426 

*  CrO' 

68,033 

9,942 

82,11 

5,64 

*     „ 

67,844 

9,814 

82,852 

5,419 

*     „ 

65,720 

6,311 

85,978 

2,566 

t. 

64,48 

4,508 

79,49 

2,71 

r» 

62,28 

0 

n 

Au  point  à  commence  la  courbe  de  saturation  ^tk  du  bichromate 
Na^Cr^O'  2IP0;  comme  la  droite  E—Z^. 211^0  coupe  cette  courbe 
en  i,  ce  point  représente  la  solution  aqueuse  saturée  de  ce  sel.  Ce 
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point  est  très  voisin  d'une  des  extrémités  à;  je  ne  Tai  pas  déterminé. 
MM.  Mylius  et  Funk  (1.  c.)  ont  trouvé  66,4^  %  Na^Cr'^0\  ce  qui 
s'accorde  fort  bien  avec  mes  déterminations  relatives  à  la  courbe  hiTc, 

La  courbe  kl  est  la  courbe  de  saturation  du  trichromate  Na'^Cr^O^^ . 
H^O;  cette  courbe  est  fort  petite,  puisque  les  deux  extrémités  corres- 
pondent à  une  différence  de  2,3  CrO"^  et  2,8  %  Na^O  (tableau  6,  n«^  28 
et  31).  J'ai  déterminé  encore  deux  autres  points  de  cette  courbe,  Tun 
(u°.  30)  situé  entre  k  et  /,  l'autre  (n°.  29)  sur  le  prolongement  de  Ik, 
dans  le  secteur  MkZ^.^H^O;  ce  dernier  représente  donc  un  état  peu 
stable.  Je  ne  suis  pas  certain  si  la  phase  solide  qui  sature  les  solutions  de 
la  courbe  kl  est  l'hydrate  Na^'Cr'O'^  .H^O  ou  le  sel  anhydre  Na^Cr'^O'^ 
Il  se  pourrait  d'ailleurs  que  la  courbe  se  compose  de  deux  parties,  dont 
l'une  représente  des  solutions  saturées  par  Thydrate,  Tautre  par  le  sel 
anhydre.  Mais,  comme  le  domaine  d'existence  de  ces  sels  est  fort  res- 
treint, c'est  une  question  assez  difficile  à  trancher.  L'analyse  du  reste 
ne  donne  pas  aisément,  dans  ce  cas,  la  réponse  à  la  question:  une  toute 
petite  erreur  a  notamment  une  grande  importance,  puisque  les  droites 
de  conjugaison  sont  presque  parallèles  à  la  droite  E — Z^.H^O. 

MM.  Mylius  et  Funk  (1.  c)  affirment  toutefois  que  l'hydrate ^3.// ^0 
donne  à  30°  une  solution  saturée  dans  Teau  pure:  leurs  déterminations 
donnent  une  solubilité  d'environ  ±  81,3  %  iVa^Cr'O*^  Quand  on 
représente  cette  solubilité  par  un  point  dans  notre  diagramme,  on  trouve 
que  ce  point  est  situé  quelque  peu  dans  le  secteur  klZ^  .H'^0. 

Comme  d'après  mes  observations  la  courbe  kl  coupe  la  droite 
E — Z^.H^O,  il  s'ensuit  que  l'hydrate,  —  ou  le  sel  anhydre  — ,  est 
soluble  dans  l'eau  pure  sans  décomposition,  le  point  d'intersection  cor- 
respond h  une  teneur  de  ±  80  %  Na^Cr^O^"^. 

Je  n'ai  déterminé  que  deux  points  de  la  courbe  de  saturation  Im  du 
tétrachromate  Na^Cr*0^^  AH'^0,  savoir  le  point  terminal  l  (n°.  31)  et 
puis  encore  le  n°.  32;  la  situation  de  l'autre  extrémité  m  n'est  donc  pas 
connue.  La  raison  pour  laquelle  je  n'ai  pas  déterminé  un  plus  grand 
nombre  de  points  de  cette  courbe,  c'est  que  le  tétrachromate  ne  paraît 
se  mettre  (Jue  fort  lentement  en  équilibre  avec  le  liquide.  Prenons  p.  ex. 
le  n°.  33.  La  solution  obtenue  est  très  voisine  du  n^.  32;  mais  par 
l'analyse  du  reste  on  yoit  que  la  phase  solide  n'était  ni  Z^  ou  son 
hydrate  Z^  AIPO,  ni  (7rOl  II  se  peut  que  le  dépôt  fût  un  mélange 
qui  n'était  pas  encore  en  équilibre  avec  la  solution,  même  après  avoir 
été  secouée  avec  elle  pendant  deux  jours. 
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Le  retard  dans  la  formation  de  Thydrate  Z^AH^O  a  encore  été 
prouvé  par  la  détermination  de  la  courbe  om^  qui  représente  les  solu- 
tions saturées  d'anhydride  chromique.  En  dehors  de  l'extrémité  <?  j'en 
ai  déterminé  cinq  autres  points  encore.  Mais  les  n°.  35,  36  et  37 
paraissent  être  des  solutions  peu  stables,  situées  sur  le  prolongement  de 
la  courbe  om,  à  Tintérieur  du  secteur  hnZ^  AH^O. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'on  obtient  successivement  comme 
phases  solides:  lYaOH.H^O,  NaOH .  IPO  +  Na^CrO' ,  Na'^CrOK 
iVa^'CrO'  +  Na'CrOWSH^'O,  Na'CrO'.l3H''0,  J^a'CrO\lSlPO  + 
Na'^CrO'AH^O,  Na^CrOK^lPO,  Na^CrO\iH^O+Na^Cr^O\2E'0, 
Na^Cr^O' .  2 HW,  Aa^'Cr^O' .  2J7 ^0  +  Na^Cr^O'''  IPO,  Na^Cr'O''. 
H'^O,  l^a''Cr^O'\H''0  +  Na''Cr''0'\^H''0,  Na'^Cr^O''' AW'O, 
Na^Cr^0'\4>lP0  +  CrO'  et  enfin  CrO^  seul. 

Je  n'ai  plus  qu'à  mentionner  un  seul  point  important,  savoir  le  rap- 
port entre  les  deux  sels  Na^CrO^  et  Na'^CrOWSH^O.  Quand  ou 
introduit  de  l'anhydride  chromique  dans  une  solution  saturée  d'hy- 
droxyde  de  sodium,  on  s'attendrait  à  voir  se  former  d'abord  le  sel 
J^/'a^CrO^ASH'^O;  or  il  résulte  de  la  fig.  5  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  et 
qu'il  se  forme  d'abord  du  monochromate  Na^CrO^;  ce  n'est  que  par 
addition  d'une  quantité  plus  grande  encore  de  CrO^  que  ce  monochro- 
mate se  transforme  en  Na^CrO^  ASH^O, 

Le  phénomène  inverse  est  également  surprenant;  quand  on  ajoute  de 
l'hydroxyde,  ou  sa  solution  saturée,  à  Na*CrO^.  137/^0,  ce  sel  trans- 
forme en  Na^CrO^. 

On  observe  ainsi  ce  phénomène  particulier  qu'en  ajoutant  de  l'anhy- 
dride chromique  on  transforme  un  chromate  en  un  autre  contenant 
moins  de  CrO'  (savoir  AVCrO^  en  Nu^CrO^  A3H^0),  et  qu'en  ajou- 
tant de  l'hydroxyde  de  sodium  on  obtient  un  sel  avec  moins  de  Na^O 
{Na*CrO''.lSH'0  devient  alors  Na''CrO% 

Nous  allons  examiner  ce  phénomène  d'un  peu  plus  près.  L'expérience 
apprend  que  la  courbe  de  saturation  de  Na^CrO^  A^U^O,  c.  à  d.  la 
courbe  <?/<?,  ne  coupe  pas  la  courbe  ab,  mais  bien  la  courbe  bcd  en  e. 
Il  résulte  de  là  le  rapport  que  nous  venons  de  décrire.  * 

Une  autre  possibilité  aurait  été  celle-ci,  que  la  courbe  cfe  ne  coupe 
])as  la  courbe  bcd^  mais  ab  en  un  point  compris  entre  a  et  b.  Alors  le 
sel  anhydre  Na^CrO^  ne  pourrait  être  en  équilibre  avec  des  solutions 
saturées,  du  moins  quand  on  ne  considère  que  des  états  stables  et  non 
des   états   métastabiles.    Les  rapports  seraient   alors  tout  différents. 
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L'addition  d'anhydride  chromique  à  une  solution  saturée  d'hydroxyde 
de  sodium  aurait  alors  comme  conséquence  une  séparation  de  Na^CrO^. 
ISH'O. 

Ainsi  donc  un  dépôt  de  Na^CrO*  doit  se  produire  quand  la  courbe 
de  saturation  de  mi^CrO^UH^O  aboutit  à  celle  de  Na^CrO\  une 
séparation  de  JVa^CrO^  ASH'^O  quand  elle  se  termine  sur  la  courbe 
de  saturation  de  l'hydrate  NaOH.W^O, 

La  possibilité  des  phénomènes  que  je  viens  de  considérer  est  étroite- 
ment liée,  d'ailleurs,  à  la  teneur  en  eau  de  Thydrate  Na'^CrO^  .ISH^O. 
Considérons  un  hydrate  Na^CrO^.nH^O,  représenté  par  un  point  de 
la  droite  Eq;  sa  courbe  de  saturation  serait  évidemment  une  autre  que 
efc.  Aussi  longtemps  que  cet  hydrate  tombe  sur  £p,  sa  courbe  de  satu- 
ration peut  avoir  l'allure  de  la  fig.  4;  mais  on  reconnaît  aisément  que 
cette  allure  est  impossible  quand  l'hydrate  est  représenté  par  un  point 
de  la  portion  pq.  Comme  le  point  jo  correspond  à  une  proportion  d'eau 
de  ±  27  %,  le  chromate  tétrasodique  doit  contenir  au  moins  cinq 
molécules  d'eau.  Puisque  le  sel  en  question  contient  13  molécules 
d'eau,  les  rapports,  tels  qu'ils  ont  été  observés,  sont  possibles. 

Nous  avons  vu  tantôt  que,  quand  ou  ajoute  CrO^  à  une  solution 
saturée  d'hydroxyde  de  sodium,  il  se  sépare  Nu^CrO^.  Si  Ton  trace,  à 
partir  du  point  CrO^^  deux  droites  enfermant  le  secteur  c/e.Zfj^ .  13// ^0, 
ces  droites  coupent  le  côté  U — Na'^0  eu  deux  points  situés  entre  IJ  et 
a.  Prenons  maintenant  une  solution  non  saturée  d'hydroxydc  de  sodium, 
de  composition  telle  qu'elle  soit  représentée  par  un  point  compris  entre 
les  deux  points  d'intersection  précédents;  alors  la  droite  qui  réunit  ce 
point  à  CrO^  coupe  le  secteur  cfe.Zy^ASH'^O.  Si  l'on  ajoute  donc  de 
l'anhydride  chromique  à  cette  solution  d'hydroxyde  de  sodium,  il  doit 
se  séparer  Na'^CrO^,  VàH^O.  Nous  observons  donc  ce  phénomène  remar- 
quable, que  par  addition  de  CrO^  à  une  solution  saturée  d'hydroxyde 
de  sodium  il  se  précipite  Na^CrO^^  tandis  qu'il  se  dépose  Na^CrCfi . 
]SII^O  quand  ajoute  cet  anhydride  à  une  solution  moins  concentrée. 


8.    RisUMi  DES  RESULTATS. 

J'ai  décrit  dans  les  chapitres  précédents  comment  se  comportent  les 
divers  chromâtes;  nous  allons  maintenant  en  faire  la  comparaison. 
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Nous  avons  constaté  en  premier  lieu  que  tous  les  mono-  et  bichroma- 
tes sont  solubles  sans  décomposition  dans  Teau  pure  ;  des  tri-  et  tétra- 
chromates  il  n'y  a  que  ceux  de  sodium  qui  le  soient;  ceux  de  potassium 
et  d'ammonium  sont  décomposés  par  Teau. 

Le  tableau  suivant  donne  la  solubilité  des  divers  monochromates: 

Une  solution  aqueuse  saturée  contient  à  30°  : 

28,80    %  {NH'yCrO\  ou  bien  100  gr.  d'eau  dissolv.  40,46  gr.  de  sel 
39,36    %Z-^CrO*  „         100,,       „         „        64,91,,     „ 

4.6,627  %  Na'CrO'  „         100  „       „         „        87,36,,     „ 

49,985  %  Z^^OrO*  „         100,,      „         „        99,94,,     „ 

On  voit  donc  que  de  ces  quatre  monochromates  c'est  le  chromate 
d'ammonium  qui  a  la  solubilité  la  plus  faible,  celui  de  lithium  qui  a 
la  solubilité  la  plus  forte. 

Le  tableau  suivant  fait  connaître  la  solubilité  des  bichromates. 

Une  solution  aqueuse  saturée  contient  à  30°  : 

15,34  %  K^Cr^O\  ou  bien  100  gr.  d'eau  dissolvent  18,12  gr.  de  sel 

32.05  %(iVJ2*)^Cr^0^,     100    „      „  „  47,17    „     „ 

56.6  yoLPCr^O'          „     100    „      „           „  130,4      „     „ 
66,4    y^NaKr''Q\        „     100    „      „           „  197,6      „     „ 

On  voit  par  ce  tableau  que  Tordre  de  succession  des  solubilités  est 
tout  autre  pour  les  bichromates  que  pour  les  monochromates. 

Pour  faciliter  encore  la  comparaison  des  mono-  et  bichromates,  je 
donne  en  outre  le  tableau  suivant. 

100  gr.  d'eau  dissolvent  à  30°: 

40,46  gr.  [NE'YCrO^  47,17  gr.  {NH^fCr^O'' 

64,91    „    K^'CrO''  18,12    „    K'^Cr^O' 

87,36    „    Na'^CrO''  197,6      „    Na^Cr^'O'' 

99,94   „    Lt'CrO''  130,4     „    Li^Cr^O\ 

On  voit  que  les  bichromates  de  sodium  et  de  lithium  sont  beaucoup 
plus  solubles  que  les  monochromates  correspondants;  le  bichromate 
d'ammonium  est  un  peu  plus  soluble  que  le  monochromate  et  le  bichro- 
mate de  potassium  est  beaucoup  moins  soluble  que  le  monochromate  du 
même  métal. 

Les  diagrammes  que  nous  avons  décrits  font  clairement  voir  que  la 
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solubilité  de  ranhydride  chromique  dans  Teau  est  augmentée  par  Tad- 
ditiou  d'un  alcali.  Le  domaine  d'existence  de  CrO^  solide  est  fort  ditt'é- 
rent  suivant  Thydroxyde  alcalin  ajouté.  Avec  la  potasse  caustique  où 
l'ammoniaque  il  est  assez  restreint;  il  est  beaucoup  plus  grand  avec 
rhydroxyde  de  sodium  et  surtout  de  lithium. 

Les  domaines  d'existence  des  hydroxydes  alcalins  solides  ont  égale- 
ment une  étendue  fort  différente;  celui  de  KOH.'lW^O  est  très  petit, 
celui  de  NaOB ,H^0  est  un  peu  plus  grand  et  celui  de  LiOH.H'^0 
est  très  grand. 

On  peut  déduire  d'ailleurs  de  ces  diagrammes  que  les  solutions  satu- 
rées des  divers  monochromates  ne  se  comportent  pas  de  la  même  manière 
quand  on  y  ajoute  CrO^.  Avec  les  monochromates  de  lithium,  de  potas- 
sium et  d'ammonium  il  peut  se  produire  une  séparation  du  bichromate 
correspondant;  avec  une  solution  de  monochromate  de  sodium  cela  est 


Pour  finir  je  désire  encore  dire  un  mot  du  choix  des  composantes. 
J'ai  pris  p.  ex.  pour  composantes:  AT^O,  CrO^  et  H'^0,  La  raison  en  est 
que  tous  les  sels  et  solutions  que  j'ai  examinés  et  considérés  peuvent  être 
constitués  par  ces  trois  éléments.  11  est  vrai  que  j'aurais  pu  représenter 
les  équilibres  à  l'aide  de  deux  diagrammes,  dont  l'un  aurait  p.  ex. 
comme  composantes  K^CrO\  CrO^  et  H^O,  l'autre  K'^CrO\  K^O  et 
H'^0,  Il  est  à  peine  nécessaire  de  dire  que  cela  ne  modifierait  en  rien 
les  conclusions,  puisque  ces  dernières  sont  évidemment  indépendantes  du 
mode  de  représentation.  11  se  peut  toutefois  que  dans  des  considérations 
théoriques,  relatives  p.  ex.  à  la  surface  Ç,  cette  question  des  compo- 
santes soit  sufiisamment  importante  pour  lui  prêter  plus  d'attention.  J'y 
reviendrai  peut-être  dans  une  étude  théorique. 

Leydeuy  Laboratoire  de  Chimie  inorganique  de  l'Université, 
octobre  1905. 


UNK  NOUVELLE  MÉTHODE  POUR  DÉTERMINER  LA  LOI 

SUIVANT  LAQUELLE  LE  POUVOIR  RAYONNANT  DU  DISQUE  SOLAIRE 

VARIE  DU  CENTRE  AU  BORD, 

PAR 

W.   H.   JULIUS. 


On  sait  que  Téclat  du  disque  solaire  diminue  notablement  du  centre 
vers  le  bord.  Bien  que  cette  particularité  importante  du  phénomène 
solaire  soit  une  des  premières  dont  chaque  théorie  du  soleil  dût  rendre 
compte,  elle  conduit  à  des  problèmes  tellement  difficiles  qu^une  expli- 
cation satisfaisante  manque  encore  complètement  pour  le  moment.  Même 
l'étude  empirique  de  la  loi  suivant  laquelle  le  pouvoir  rayonnant  varie 
à  travers  le  disque  n'est  pas  encore  fort  avancée. 

Toutes  nos  connaissances  à  ce  sujet  sont  basées  sur  des  recherches 
dans  lesquelles  V image  du  soleil  est  explorée  par  un  photomètre,  ou 
une  pile  thermo-électrique,  ou  un  bolomètre,  ou  un  radiomicromètre. 
Les  résultats  obtenus  par  divers  observateurs  sont  assez  discordante  \ 
Il  se  peut  que  cela  provienne  en  partie  d'erreurs  expérimentales  ou 
accidentelles;  mais  il  y  a  aussi  une  erreur  systématique,  qui  doit  avoir 
influencé  de  la  même  manière  tous  les  résultats  ainsi  obtenus,  et  qui 
provient  de  la  diffusion  des  rayons  par  l'atmosphère  terrestre.  En  un 
point  quelconque  de  Timage  du  soleil  on  n'observe  pas  seulement  le 
rayonnement  provenant  du  point  correspondant  du  disque,  mais  encore 
des  rayons  dispersés  émanant  d'autres  points.  Cet  effet  perturbateur  doit 
évidemment  varier  en  intensité  avec  l'état  de  notre  atmosphère,  mais  il 
doit  toujours  agir  d'une  manière  égalisante,   les  parties  de  l'image 


*)    Voir    J.   SciiEiNER,    Strahlung  und   Teraperatur  der  Sonne,  pp.  43  à 
49,  1899. 
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situées  près  du  bord  recevant  une  plus  grande  quantité  de  rayons  dis- 
persés, venant  des  portions  centrahis  du  disque,  que  les  ])arties  centrales 
de  l'image  n'en  reçoivent  des  portions  marginales  du  disque. 

Il  est  possible  d'éviter  complètement  cette  source  d'erreurs  en  em- 
ployant une  méthode  dans  laquelle  le  pouvoir  rayonnant  des  diverses 
parties  du  disque  est  déduit  d'observations  faites  pendant  une  éclipse 
totale  du  soleil. 

Supposons  que  nous  connaissions  exactement  la  courbe  représentant 
rintensité  du  rayonnement  solaire  en  fonction  du  temps,  depuis  le  pre- 
mier jusqu'au  quatrième  contact  *).  Cette  courbe  nous  apprend  la 
quantité  dont  le  rayonnement  total  a  augmenté  ou  diminué  entre  deux 
instants  quelconques.  Chaque  accroissement  (positif  ou  négatif)  est 
causé  exclusivement  par  des  rayons  provenant  du  fuseau  du  disque 
solaire  que  le  bord  de  la  lune  semble  avoir  traversé  entre  ces  deux  instants. 

Figurons-nous  qu'  à  partir  du  3"^*-  contact  le  temps  soit  divisé  en 
intervalles  égaux,  de  deux  minutes  p.  ex. ,  et  que  la  position  du  bord 
de  la  lune  à  la  fin  de  chaque  intervalle  soit  tracée  sur  le  disque  solaire. 
Ce  disque  est  alors  divisé  en  39  bandes  étroites,  qui  fournissent  suc- 
cessivement les  quantités  connues  Uy  b,  c,  d  etc.  au  rayonnement  total. 

Distinguons  maintenant  snr  le  disque  solaire  u  zones  concentriques 
et  représentons  par  x^^  x^,  .  .  . ,  ;rj,  le  rayonnement  fourni  par  ces  zones 
par  unité  de  surface  (conformément  aux  résultats  obtenus  par  MM.  Lang- 
LEY  et  Frost,  nous  supposerons  que  le  pouvoir  rayonnant  varie  uni- 
quement avec  la  distance  au  centre  et  non  avec  l'angle  de  position). 

Alors  une  quelconque  des  bandes  contribue  au  rayonnement  total 
pour  une  partie  : 


(l  =  Sj  x^  +  3.^  ;rp  -f +  « 


'>*•*••  f 


*)  On  se  rappellera  qu'à  Burgos  l'observation  de  réclipse  du  30  août  1905 
n'a  pas  été  favorisée  par  un  ciel  serein  (voyez  le  rapport  préliminaire  dans  le 
compte  rendu  de  la  séance  du  25  novembre  1905  de  l'Académie  Royale  des 
Sciences  d'Amsterdam).  Les  mesures  du  rayonnement  total  ont  néanmoins 
fourni  quelques  résultats  dont  la  précision  est  suffisante  pour  légitimer  que 
dans  le  travail  actuel  je  fasse  usage  de  la  courbe  de  rayonnement  obtenue  à 
cette  occasion.  D'autres  particularités  relatives  à  ces  observations  seront  publiées 
sous  peu  dans  le  rapport  complet  de  notre  expédition. 

AROHIVRS  NKBRLANDA1SES,    SERIE   n,    TOME   XI.  23 
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quand  elle  découpe  une  aire  5,  de  la  première  zone,  une  aire  Sj  de  la 
seconde  etc.  La  bande  suivante  fournit 

et  ainsi  de  suite.  Nous  obtenons  ainsi  39  équations  qui  permettent  de 
résoudre  les  n  inconnues  j?^,  aro,  .  .  .,  x^. 


DÉTERMINATION  DES  COEFFICIENTS  DES  n  INCONNUES. 

J'ai  déterminé  les  coefficients  S, ,  Sj, .  .  .  .,  e^y  s^y.  .  . .  par  pesées.  Sur 
un  morceau  d'excellent  papier,  bien  homogène,  j'ai  dessiné  le  disque 
solaire  et  je  Tai  divisé  en  un  nombre  convenable  de  zones  concentriques, 
coupées  par  les  arcs  représentant  le  bord  lunaire  dans  ses  positions 
successives.  M.  le  Prof.  A.  A.  Nijland  a  eu  Tobligeance  de  me  com- 
muniquer les  données  astronomiques  suivantes,  nécessaires  à  ce  tracé: 

contact  I  II  III  IV 

angle  de  position       293^4         104°,5  304^9  114°,9 

temps  local       23^33^10'^     0»'51'"58«     0^55^39*     2n2'"14« 
Rayon  lunaire  :  rayon  solaire  =132,8:126,8. 

J'ai  commencé  par  séparer  soigneusement  les  bandes  et  je  les  ai  pesées 
(pour  un  contrôle  ultérieur).  Puis  j'ai  découpé  chaque  bande  suivant 
les  cercles  des  zones  et  j'ai  pesé  séparément  les  diverses  pièces.  Afin  de 
pouvoir  reconnaître  les  pièces,  j'ai  colorié  différemment  les  zones  en  les 
bordant  d'un  mince  trait  de  couleur  d'eau.  Les  pesées,  d'une  précision 
d'un  demi-milligramme,  ont  fourni  les  coefficients  des  inconnues  x,, 
x^y  .  .  .  .,  x^.  Comme  unité  de  surface  adopttte  pour  la  mesure  du  dis- 
que solaire,  j'ai  donc  pris  la  surface  d'un  morceau  du  papier  à  dessin 
pesant  un  milligramme. 

La  largeur  de  chacune  des  cinq  zones  concentriques  les  plus  voisines 
du  bord  était  ^20  ^^  rayon  solaire;  puis  venaient  sept  zones  larges  de 
7,0  du  rayon,  de  sorte  qu'il  restait  autour  du  centre  un  cercle  dont  le 
rayon  était  ^^o-  ^^^  distances  moyennes  des  zones  au  centre,  expri- 
mées en  millièmes  du  rayon,  je  les  emploierai  maintenant  comme  indices 
â5,  i3,  .  .  .  de  nos  13  inconnues,  qui  pourront  donc  s'écrire 

•^975>    ^%1h>    •^875*    '^825>    ^ll^"»  •'^700>  ''^GOO  ^500^  ^400>  *'^300>  •'^200>  ^100*  ^0* 
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Les  équations  sont  écrites  à  la  page  347.  Je  me  suis  contenté  d'en 
prendre  13  ;  en  augmentant  leur  nombre  je  n'aurais  ])as  atteint  une  plus 
grande  précision,  puisque  les  valeurs  de  a  y  b^  c  etc.  devaient  être 
déduites  de  la  courbe  du  rayonnement,  c.  à  d.  ])ar  une  interpolation 
graphique,  et  il  va  de  soi  que  dans  cette  opération  on  a  déjà  tenu  compte 
de  fouies  les  observations. 


DÉTERMINATION  DES  TERMES  CONSTANTS  DES  EQUATIONS. 

Le  tableau  I  (p.  349)  contient  les  résultats  des  observations  faites  à 
Burgos  avec  notre  actinomètre.  La  deuxième  colonne  donne  les  écarts 
galvanométriques,  au  moyen  desquels  ont  été  calculés  les  nombres  de 
la  troisième  colonne,  représentant  l'intensité  du  rayonnement  '). 

A  cause  des  nuages  il  y  a  de  grandes  lacunes  dans  la  série  des  obser- 
vations; en  représentant  graphiquement  les  résultats,  on  reconnaît 
néanmoins  qu'il  n'y  a  pas  grand  danger  de  se  tromper,  en  traçant  la 
courbe  de  telle  manière  qu'elle  s'accorde  aussi  bien  que  possible  avec 
les  données  expérimentales.  Il  était  tout  naturel  de  ne  pas  tracer  la 
courbe  a  travers  la  série  des  points  y  mais  de  manière  à  joindre  les  points 
les  plus  élevés  y  car  les  valeurs  observées  ne  pouvaient  être  que  trop 
petites.  Il  n'a  été  fait  exception  que  pour  la  valeur  observée  à  0^17"'3''; 
il  est  fort  probable  que  cette  valeur  est  trop  élevée  par  suite  d'une 
erreur  instrumentale. 

La  partie  moyenne  de  la  courbe  du  rayonnement  a  été  reproduite  sur 
la  planche  IV..  Pour  déterminer  a  y  b,  c  etc.  je  me  suis  servi  de  la 
portion  comprise  entre  0*'55"^  et  1^37%  que  j'ai  construite  avec  beau- 
coup de  soin  à  une  plus  grande  échelle.  Il  y  a  lieu  de  remarquer  que 
la  précison  relative  des  petites  ordonnées  (correspondant  à  un  petit 


*)  On  trouvera  des  détails  relatifs  au  rapport  entre  les  nombres  de  ces  deux 
colonnes  dans  le  rapport  de  l'expédition  hollandaise.  La  méthode  et  les  instru- 
ments employés  à  Burgos  sont  les  mêmes  que  ceux  qui  ont  été  décrits  dans 
„Total  Eclipse  of  the  Sun,  May  18,  1901.  Reports  on  the  Dutch  Expédition 
to  Karang  Sago,  Sumatra,  N°.  4:  Heat  Radiation  of  the  Sun  during  the 
Eclipse",  by  W.  H.  Julius.  Les  nombres  de  la  troisième  colonne  sont  propor- 
tionnels au  rayonnement  total  venant  d'une  plage  circulaire  du  ciel,  de  3*  de 
diamètre  et  dont  le  soleil  occupe  le  centre. 
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Tableau  T. 


Temps 


22  28  48 
Si)    0 

m  m 

4(>  58 
51  88 
53  49 
5()     8 


23 


1er  contact 


4  58 

8  3 

9  5(3 
11  44 
33  8 
35  48 
38     3 

40  38 

41  38 

42  48 

44  0 

45  33 
4(i  38 

47  52 

48  53 
50     8 


51 
53 
55 


5()  33 
58  23 

7  23 

8  53 

10  28 

11  43 

13  13 

14  58 
17  3 
19  28 


280 
231 

287 

287 
270 
2()0,5 

278,5 

25(> 
283,5 
284,5 
275 

226 

25(),5 

2()9,5 

270 

270,5 

2(;o 

259,5 

25(î.5 

248,5 

250,5 

241) 

211 

233,5 

227 

226 

216,5 

192 
184 
177 
.171  5 
165,5 
159 
150 
13(i 


Intensité  , 
du 
rayon-    , 
nement 


Temps 


1750000 
1441000 
1794000 

1794000 
1688000 
1631000 
1745000 

1610000 
1786000 
1792000 
1736000 

1430000 
16250110 
1709000 
1712000 
1715000 
16490(K) 
1()46000 
l()2700O 
15660(K) 
1589(X)0 
15H(K)00 
1529000 
14830(K) 
1442000 
1435000 
137()000 

1222000 
1170<K)0 
1127(M>0 
1091(X)0 
1054000 
1013(H)0 
956(M)0 
8()7000 


3»  contact 


h  m  s 

0  20  48 

2<^  contact  51  58 

53  53 

54  28 

55  18 
55  40 
55  58 

57  58 

58  33 

59  13 
59  53 

1  18 

2  28 

3  3 

7  38 

21  15 

22  3 

23  3 

23  58 

24  53 

25  53 
2i\   53 

27  53 

28  58 

30  8 

31  8 

32  11 

33  13 

34  20 

35  25 

36  34 

1  58 
,  3     8 

4e  contact    12  24 

13  18 

14  20 


I 


Ecarts 
galvano- 
raétriques. 


I  Intensité 
dn 
rayon- 
nement 


128,5       81ÎK)00 


3 
13 
33 

600? 
118.5 
98.5 
219,5 
286 
232,5 
170 
152,5 

323,5 

331,5 

347,5 

151,5 

162 

167 

174 

180.5 

18r,.5 

194 

201 

207.5 

213 

220 

225.5 

232.5 

237,5 

338 
248 

258.5 
260 


9 
13 
33 

600? 
23000 
19100 
42700 
55700 
74HOO 
108800 
97700 

207(K)0 

635000 
665000 
67(>000 
7220(X) 
7450(K) 
7760<X) 
805000 
832000 
8()5000 
8970(X) 
92()000 
9500<H) 
981000 
10070(K) 
1037(XK) 
1060000 

1506(XK) 
15810(K) 

164S(K)0 
1657000 
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Tableau  II. 


Ordonnées 

Ordonnées 

de  la 

Temps 

de  la 
courbe  du 

courbe  du 
rayonnement 

Accroisse- 
ments 

rayonnement 

corrigée 

h     m    s 

0  55  40 

0 

0 

20,1  =  a 

57  40 

20,1 

20,1 

32,4  =  6 

59  40 

52,5 

52,5 

38,5  =  c 

1    1  40 

91,0 

91,0 

45,5  =  rf 

3  40 

136,5 

136,5 

50,5  =  c 

5  40 

187 

187 

54    =/^ 

7  40 

240 

241 

56    =g 

9  40 

296 

297 

58    =  A 

11  40 

354 

355 

59    =i 

13  40 

412 

414 

60    =; 

15  40 

472 

474 

61    =fe 

17  40 

532 

535 

62    =1 

19  40 

594 

597 

62    =  m 

21  40 

655 

659 

62    =n 

23  40 

717 

721 

62    =0 

25  40 

776 

783 

61,5  =  p 

27  40 

834,5 

844,5 

61     =(7 

29  40 

891,5 

905,5 

60,5  =  r 

31  40 

947 

966 

60    =s 

33  40 

1001 

1026 

59,5  =  < 

35  40 

1053,5 

1085,5 

Tableau  III. 

Rayonnement  par 
unité  de  surface  des 

zones  concentriques 
du  disque  solaire 

a^.7 

.=0,1595 

a^M 

,=0,2166 

^S7 

.  =  0,2501 

^aa 

,  =  0,3023 

«77 

,=0,3290 

«70 

„  =  0,3488 

a^«o 

.  =  0,3662 

«.• 

.  =  0,3843 

«*• 

.  =  0,4153 

«,• 

.  =  0,4278 

«10 

.  =  0,4240 

^10 

.=0,4380 

«. 

=  0,4388 
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nombre  de  minutes  après  la  totalité)  est  presque  aussi  grande  que  celle 
des  grandes  ordonnées,  parce  que  les  écarts  galvanoraétriques  d'où  ces  or- 
données ont  été  déduites  sont  tous  compris  entre  118  et  347  divisions.  Le 
tableau  II  (p.  350)  se  rapporte  à  cette  partie  de  la  courbe  du  rayonne- 
ment. La  seconde  colonne  donne  les  ordonnées  de  la  courbe  à  0*^55'"40^ 
et  après  des  intervalles  de  deux  minutes;  Tunité  correspond  à  l'inten- 
sité 1000. 

Cette  courbe  des  observations  doit  toutefois  être  corrigée,  à  cause  de 
cette  circonstance  que  la  hauteur  du  soleil  a  diminué  dans  Tintervalle. 
Pour  effectuer  cette  correction  nous  pouvons  procéder  comme  suit. 
Sauf  une  influence  possible  de  taches  ou  de  facules,  il  n'y  a  aucune 
raison  pour  laquelle  la  courbe  de  Féclipse  ne  serait  pas  symétrique,  si 
la  hauteur  du  soleil  (et  aussi  les  conditions  de  notre  atmosphère)  restait 
constante.  Entre  23^  et  V^  la  hauteur  ne  varie  que  fort  peu.  Admet- 
tant 0^53^50^  comme  Tinstant  du  milieu  de  Téclipse,  nous  traçons 
une  droite  horizontale  par  un  point  m  correspondant  à  cette  époque. 
La  droite  coupe  la  branche  descendante  de  la  courbe  au  point  l;  prenant 
mn  =  ml  nous  trouvons  un  point  n  de  la  courbe  de  radiation  hypothé- 
tique pour  une  hauteur  constante  du  soleil.  En  opérant  de  la  même 
façon  pour  quelques  autres  points  encore,  nous  pouvons  nous  faire  une 
idée  de  la  grandeur  de  la  correction  continûment  croissante  qu'il  faut 
appliquer  aux  ordonnées  de  la  branche  ascendante.  D'ailleurs,  en 
déterminant  cette  correction,  nous  avons  tenu  compte  aussi  des  mesures 
de  M.  K.  AxGSTRÔM,  relatives  à  l'intensité  du  rayonnement  pour  diver- 
ses hauteurs  du  soleil  ^). 

La  troisième  colonne  du  tableau  II  contient  les  ordonnées  de  la 
courbe  corrigée;  on  trouve  dans  la  quatrième  colonne  les  accroissements 
successifs,  qui  sont  évidemment  les  valeurs  que  nous  devons  attribuer 
aux  termes  constants  de  nos  équations. 


*)    K.  Angstrôm,  Intensité  de  la  radiation  solaire  à  différentes  altitudes. 
Recherches  à  Ténériffe  1895  et  1896. 
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RÉSULTATS. 


En  résolvant  les  équations  on  trouve  les  nombres  du  tableau  III; 
les  résultats  soiit  représentes  graphiquement  dans  la  fig.  2  de  la  planche 
tV.  A  travers  les  points  ainsi  obtenus,  j'ai  tracé  une  courbe  satisfaisant 
à  la  condition  que  la  courbure  diminue  graduellement;  elle  nous  fait 
connaître  la  loi  suivant  laquelle  le  pouvoir  rayonnant  varie  du  bord  au 
centre  du  disque  solaire.  Posant  égale  à  100  Tordonnée  au  centre,  et 
exprimant  au  moyen  de  la  même  unité  les  autres  ordonnées,  nous  obte- 
nons des  nombres  qui  sont  comparables  à  ceux  obtenus  par  d*'autres 
observateurs. 

On  trouve  au  tableau  IV  la  comparaison  avec  les  observations  spec- 
tro-photométriques  de  H.  C.  Vogkl  ^),  et  les  mesures  du  rayonnement 
total  faites  avec  le  radiomicromètre  par  M.  Wilson  ^)  et  avec  un  cou- 
ple thermo-électrique  par  M.  Prost  ').  J'ajoute  encore  au  tableau  Y 
les  résultats  d'une  étude  au  spectrobolomètre  par  M.  Ver  y  *),  parce 
que  ces  nombres  ont  été  employés  par  MM.  Vkry  et  Schuster  ^)  pour 
soumettre  à  un  contrôle  leurs  explications  du  phéuQmène. 

D'après  les  mesures  de  M.  Frost  le  rayonnement  total  diminuerait 
du  centre  au  bord  à  peu  près  dans  le  même  rapport  que  le  rayonnement 
correspondant  à  la  longueur  d'onde  650  /otjCt,  tandis  que  mes  chiffres 
indiquent  un  décroissement  assez  semblable  à  celui  que  présentent  les 
rayons  de  longueur  d'onde  510 /Ctjot.  A  première  vue  ce  résultat  sem- 
ble plaider  en  faveur  des  résultats  obtenus  par  M.  Frost,  puisque  le 
maximum  de  la  courbe  qui  représente  la  variation  de  l'énergie  dans  le 
spectre  solaire  (peut-être  vaudrait-il  mieux  parler  du  ^centre  de  gravité" 
de  la  surface  enfermée  par  cette  courbe)  est  plus  rapprochée  de  650  ^^c* 
que  de  510^^.  Cette  conclusion  est  néanmoins  fausse;  les  mesures  de 
VoGEL  et  Frost  sont  entachées  d'erreur,  toutes  deux  de  la  même  façon, 
par  la  diffusion  atmos])hérique.  Si  les  observations  spectrophotométri- 
ques  avaient  été  indépendantes  de  cette  influence,  la  vitesse  de  décrois- 
sement du  rayonnement  du  centre  vers  le  bord  aurait  été  plus  rapide, 

')  H.  C.  VoGEh,  Ber.  d,  DerL  Ahad,,  1877,  p.  104. 

')  W.  E.  WiLSON,  Pt'oc.  Uoij.  Irish  Acad.,  (3),  2,  299,  1892. 

')  E.  B.  Frost,  Astron.  Nnchr.,  130,  129,  1892. 

*)  F.  W.  Veuy,  Astroph.  Journ.,  16,  73,  1902. 

')  A.  Schuster,  Astroph,  Jouvn.,  10,  320,  1902;  21,  258,  1905. 
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Tableau  IV. 


0 

es    «5 

C3    '^ 


Mesures  spectro- photométriques 
de  H.  C.  VwiEL 


Rayonnement  total 


406-412|4W)-Vi6 


^n-473i510-r)15  ô73-585|tî58-6€ 


;    Récepteur  dans 
1    ri  mage  solaire 


Courbe 
d'éclipsé 


WiLSON       FrOST    I    JUMUS 


100,0 

100,0 

99,9 

99,8 

99,4 

98,8 

98,4 

96,6 

96,3 

94,0 

93,6 

90,3 

89,8 

85,5 

84,6 

79,5 

75,3 

77,9 

70,1 

63,5 
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sans  aucun  doute,  pour  toutes  les  longueurs  d'onde,  et  il  est  fort  pro- 
bable que  Tallure  du  rayonnement  pour  la  longueur  d'onde  650  fiii 
aurait  alors  été  mieux  d'accord  avec  mes  r«5sultat8  qu'avec  ceux,  non 
corrigés,  de  M.  Frost. 

11  semble  d'ailleurs  que  les  mesures  de  M.  Wilson  aient  été  influencées 
par  d'autres  causes  d'erreur  que  la  dispersion  atmosphérique,  puisque 
ses  nombres  sont  plus  élevés  que  ceux  obtenus  par  M.  Frost,  et  ne 
s'accordent  pas  aussi  bien  que  ces  derniers  avec  la  série  spectrophoto- 
métrique. 

Les  observations  de  M.  Very  ont  fourni,  dans  les  régions  du  bord, 
des  valeurs  bien  plus  grandes  que  celles  de  Vogel.  M.  Very  lui-même 
en  a  fait  la  remarque  et  fait  observer  que  dans  le  rouge,  où  la  chaleur 
est  forte,  le  bolomètre  Temporte  sur  l'œil.  Je  dois  cependant  faire 
remarquer  que  dans  des  observations  au  specti'ophotomètre  il  est  plus 
facile  de  découvrir  des  erreurs  instrumentales  (reîflexion  ou  diffusion 
de  la  lumière  par  les  prismes,  les  lentilles,  les  tubes  etc.)  que  dans  des 
observations  au  spectrobolomètre. 

11  me  semble  que  l'observation  d^une  courbe  d'éclipsé  au  moyen  d'un 
actinomètre  très  simple  mais  très  sensible,  sans  lentilles  ni  miroirs,  doit 
donner  des  résultats  relatifs  au  rayonnement  des  diverses  parties  du  dis- 
que solaire  bien  plus  dignes  de  confiance  que  les  valeurs  obtenues  jus- 
qu'ici par  d'autres  procédés.  Je  désire  insister  plutôt  sur  les  avantages 
de  notre  méthode^  que  sur  l'exactitude  des  nombres  obtenus  à  Burgos, 
dans  des  conditions  qui  n'étaient  pas  très  favorables.  Par  un  ciel  serein 
on  trouvera  facilement  la  forme  de  la  courbe  d'éclipsé  avec  une  grande 
précision. 

On  pourra  appliquer  la  même  méthode  à  des  rayons  correspondant  à 
une  portion  limitée  du  spectre;  il  suffira  à  cet  effet  de  placer  des  filtres 
convenables  devant  l'un  des  diaphragmes  de  l'actinomètre.  A  l'occasion 
d'une  nouvelle  éclipse,  il  sera  même  possible  de  se  servir  d'un  dispo- 
sitif permettant  d'amener  successivement  divers  filtres  devant  l'ouver- 
ture; de  cette  manière,  en  employant  un  galvanomètre  à  indications 
rapides,  il  sera  possible  de  déterminer,  au  moyen  d'un  même  actino- 
mètre, les  courbes  d'éclipsé  pour  des  rayons  appartenant  à  cinq  régions, 
ou  même  plus,  du  spectre  solaire,  et  les  résultats  seront  indépendants 
d'une  dispersion  sélective  de  l'atmosphère. 
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Bemarques  relatives  aux  hypothèses  employées  pour  l'explication 

DE  LA  distribution  DU  POUVOIR  RAYONNANT  SUR  LE  DISQUE  SOLAIRE. 

La  diminution  de  Tinteusité  du  rayonnement  du  centre  vers  la  péri- 
phérie est  généralement  attribuée  à  une  absorption  des  rayons  par 
l'atmosphère  solaire  *)  ;  on  suppose  donc  que  si  cette  atmosphère  n'exis- 
tait pas,  la  photosphère  se  présenterait  comme  un  disque  d'éclat  uni- 
forme. Mais  dans  cette  hypothèse  il  n'est  pas  possible  de  trouver  pour 
répaisseur  de  cette  atmosphère  et  pour  son  coeflicient  d'absorption  des 
valeurs,  fournissant  une  loi  de  la  diminution  d'éclat  s'accordant  avec 
les  observations.  M.  Very  ^)  e.  a.,  en  attribuant  l'effet  à  la  seule 
absorption,  arrive  à  ce  résultat  absurde  que  les  mesures  marginales 
indiquent  une  transparence  plus  parfaite  de  l'atmosphère  que  les  mesures 
voisines  du  centre.  Voilà  pourquoi  il  présume  l'existence  d'autres 
influences  qui ,  combinées  au  phénomène  d'absorption ,  concilieraient  la 
théorie  avec  les  faits.  Cest  ainsi  qu'il  introduit  une  diffraction  par  de 
fines  particules,  une  structure  colonnaire  de  l'atmosphère  solaire,  une 
irrégularité  de  la  surface  photosphérique. 

M.  ScHUSTER  ^),  d'autre  part,  est  d'avis  que  la  difiiculté  qu'il  y  a  à 
expliquer  la  loi  de  variation  de  l'intensité  à  travers  le  disque  est  aisé- 
ment surmontée  quand  on  place  la  couche  absorbante  assez  près  de  la 
photosphère  et  quand  on  tient  compte  du  rayonnement  que  cette  cou- 
che doit  émettre  elle-même,  en  vertu  de  sa  haute  température.  De  cette 
manière  il  trouve  réellement  pour  Tabsorption  et  l'émission  de  cette 
couche  des  valeurs  qui  s'accordent  bien  avec  les  mesures  de  MM.  Very 
et  WiLSON  *),  ainsi  qu'avec  les  propriétés  de  la  courbe  d'énergie  du 
spectre  d'un  corps  noir  à  différentes  températures.  Cela  n'empêche 
pourtant  pas  qu'il  y  ait  des  raisons  sérieuses  pour  douter  de  l'exactitude 
des  prémisses  et  des  conclusions. 

En   effet,   les   calculs  de  M.  Sciiuster,   aussi  bien  que  ceux  de 


*)  M.  J.  ScHEiNER  va  même  jusqu'à  dire:  „Eine  andere  Deutung  des  Licht- 
abfalls  ist  nicht  zuliissig."  (Strahlung  und  Temperatur  der  Souue,  p.  40). 

*)  F.  W.  Very,  The  absorptive  power  of  the  solar  atmosphère.  Astroph, 
Joum.y  16,  73—91,  1902. 

•)  A.  ScHUSTER,  Astroph.  Joum.,  16,  320—327,  1902;  21,258—261,1905. 

*)  W.  E.  WiLsoN  and  A.  A.  Rambaut,  Proc,  Roy.  Ivish  Acad.^  (3),^, 
pp.  2—99  et  334,  1892. 


356  w.  H.  juLius. 

MM.  Very,  Wilson,  Langley,  Pickering  et  d'autres  encore,  relatifs 
au  même  sujet,  sont  basés  sur  l'hypothèse  que  la  lumière  se  propage  en 
ligne  droite  à  travers  les  gaz  solaires;  or,  quiconque  a  pris  convenable- 
ment connaissance  de  Fouvrage  de  M.  A.  Schmidt:  „Strahlenbrechung 
auf  der  Sonne'',  devra  convenir  qu'au  moins  les  rayons  venant  des  zones 
extrêmes  du  disque  doivent  avoir  subi  une  incurvation  dans  leur  marche 
à  travers  l'atmosphère  solaire.  Dans  ces  circonstances  les  conclusions 
en  question  cessent  d'être  convaincantes. 

Et  d'aillenrs,  à  Tidée  fondamentale  qu'une  portion  considérable  du 
rayonnement  photosphérique  serait  absorbée  par  une  atmosphère  peu 
dense  s'oppose  une  difficulté  encore  plus  grande.  A  ma  connaissance 
c'est  M.  A.  Schmidt  qui  en  a  le  premier  fait  mention.  Qu'adviendrait-il 
de  cette  énergie  absorbée,  s'accumulanl  dans  l'atmosphère  solaire? 
D'après  M.  Schuster  p.  ex.  (1.  c.  p.  322)  l'atmosphère  solaire  laisse 
passer  un  bon  tiers  du  rayonnement  émis  par  la  photosphère;  elle  en 
arrête  donc  à  peu  près  ^j^ ,  et  une  petite  partie  seulement  de  cette  éner- 
gie absorbée  quitte  le  soleil  sous  forme  de  rayonnement,  émis  par 
l'atmosphère  elle-même.  En  somme,  plus  de  la  moitié  des  rayons  pro- 
venant de  la  photosphère  est  arrêtée  par  la  couche  absorbante,  et  il 
nous  est  impossible  d'admettre  qu'elle  retourne  vers  l'intérieur  sans 
enfreindre  la  seconde  loi  de  la  thermodynamique.  Aussi  longtemps  que 
l'on  n'aura  pas  montré  comment  l'atmosphère  solaire  se  débarrasse  de 
cette  immense  quantité  d'énergie  qui  lui  est  continuellement  fournie 
sans  être  jamais  émise,  de  pareilles  considérations  resteront  fort  peu 
satisfaisantes. 

Regardé  du  point  de  vue  de  M.  Schmidt  *),  notre  problème  semble 
devenir  beaucoup  moins  compliqué,  bien  c[ue  son  traitement  mathéma- 
tique ne  soit  pas  encore  chose  facile.  Une  sphère  lumineuse  d'éclat 
uniforme,  entourée  d'une  enveloppe  concentrique  parfaitement  trans- 
parente et  réfringente,  doit  se  ])résenter  sous  l'aspect  d'un  disque  dont 
l'éclat  diminue  du  centre  vers  le  bord.  C'est  ce  que  M.  Schmidt  a  déjà 
établi  approximativement  dans  le  cas  d'une  enveloppe  homogène,  net- 
tement limitée.  On  conçoit  aisément  qu'on  arrivera  au  même  résultat 
en  supposant  que  l'atmosphère  transparente  décroît  graduellement  en 
densité  et  en  pouvoir  réfringent;  mais  il  est  évident  qu'alors  la  loi  sui- 


*)  A.  Schmidt,  Physik.  Zeitschr.,  4,  pp.  282,  341,  453  et  476;  5,  pp.  67 
et  528  (1903  et  1904). 
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vant  laquelle  Téclat  varie  sur  le  disque  dépendra  de  la  loi  de  variation 
de  la  densité.  Nous  pouvons  encore  faire  un  pas  de  plus,  et  accepter 
avec  M.  Sohmidt  Thypothèse  que  le  noyau  incandescent  du  soleil  n'est 
pas  une  sphère  à  limite  nettement  accusée,  mais  une  masse  gazeuse  dont 
la  densité  et  le  pouvoir  rayonnant  diminuent  continûment  le  long  du 
rayon.  Il  me  semble  que  de  cette  façon  nous  disposons  de  prémisses 
dont  il  doit  être  possible  de  déduire  une  explication  de  l'aspect  général 
du  disque  solaire,  sans  courir  le  risque  de  rencontrer  des  difficultés  aussi 
sérieuses  que  celles  auxquelles  on  s'est  heurté  jusqu'ici. 


CONTRIBUTIONS  A  LA  CONNAISSANCE  DE  LA  SURFACE  \Lf 
DE  VAN  DER  WAALS. 

RECUEIL  DES  TRAVAUX  RELATIFS  À  CE  SUJET 
FAITS  AU  LABORATOIRE  DE  PHYSIC^UE  DE  l' UNIVERSITE  DE  LEYDEN    ') 

PAR 

M.  n.  KAMEHLINGH  ONNES  et  ses  collaborateurs. 


I. 
L'examen  graphique  du  pli  transversal. 

PAR 

H.  KAMEBIilNQH  ONNBS.') 


1.  D'après  la  théorie  de  van  dkr  Waals  il  est  possible  de  déter- 
miner, au  moyen  d'un  nombre  suffisant  d'observations  convenablement 
choisies,  faites  avec  des  mélanges  de  deux  substances  normales  connues, 


^)  Les  recherches  expérimentales  de  M.  Klenen  sur  les  mélanges  binaires, 
faites  au  laboratoire  de  physique  de  Leyden,  et  les  études  théoriques  qui  s*y 
rapportent,  ont  déjà  toutes  été  publiées  dans  ces  Archives  (26,305,  1893;  (2), 
1,  pp.  22,  270,  331  et  342,  1897/98).  Les  travaux  suivants  sur  le  même  sujet, 
faits  au  même  laboratoire ,  ont  été  publiés  dans  les  comptes-rendus  des  séances 
de  l'Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam,  et  aussi  séparément  comme 
Communications  from  the  physical  Inboratory  at  the  University  of  Leiden^ 
la  plupart  sous  le  même  titre  que  le  présent  recueil.  Les  numéros  des  chapitres 
de  ce  recueil  correspondent  aux  numéros  des  communications  sur  le  sujet  en 
question;  ces  communications  sont  reproduites  ici,  à  peu  près  sous  leur  forme 
originale,  dans  Tordre  chronologique,  avec  indication  de  l'endroit  et  de  la  date 
où  elles  furent  publiées.  Les  travaux  sur  le  même  sujet,  qui  n'ont  pas  été 
publiés  sous  le  même  titre,  spécialement  les  recherches  expérimentales  de 
MM.  Hartman,  Versciiaffelt  et  Keesom,  ont  été  compris  maintenant  dans  le 
même  recueil,  afin  de  rendre  ce  dernier  aussi  complet  que  possible. 

*)  VersL  Kon.  Akad.  v.  Wetemch,  Amsterdam^  30  juin  1900,  pp.  199— 213; 
Comm.  phys,  lab,  Leiden,  n*.  59a. 
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les  constantes  (a,  2  et  6,2  de  van  der  Waals)  qui  permettent  d'établir 
réquation  d'état  générale  pour  les  mélanges  de  ces  substances,  et  spé- 
cialement de  prédire  les  phénomènes  de  condensation  au  moyeu  de 
surfaces  ^p ,  déduites  de  cette  équation  d'état. 

M.  KuENKN,  qui  s'est  occupé  entre  autres  de  déterminer  les  constan- 
tes de  Van  der  Waals  pour  des  mélanges  de  chlorure  de  méthyle  et 
d'anhydride  carbonique,  a  déjà  mentionné  dans  sa  dissertation  *)  que 
des  calculs  avaient  été  faits  pour  construire  les  surfaces  \p  au  moyen 
des  observations  faites  sur  les  mélanges  de  ces  substances. 

J'ai  effectué  ces  calculs  pour  la  température  à  laquelle  M.  Kuenen  a 
fait  ses  observations  les  plus  importantes,  notamment  celles  relatives  à 
la  condensation  rétrograde. 

Pour  chacune  des  valeurs  suivantes  de  la  proportion  moléculaire 
de  CO^,  x=0,  X  =  V4^  iF  =  %,  x=  ^jj^  et  w=  1,  M.  Kuenen  a 
donné  les  valeurs  des  constantes  Bj^,  bjc^  (3jc  et  K^  =  Ta^  dans 
réquation  d'état 

Rx  ^  J^x 

[p  =  pression  en  atmosphères,  v  =  volume  rapporté  au  volume  normal, 
T  =  température  absolue). 

Au  moyen  de  ces  constantes  j'ai  calculé  Tenergie  libre  pour  des 
mélanges  de  composition  x  : 

^x='  —  I  pdv  +  RT  [xlopx-^-il  —  0?)  log{\  —  or)}, 
(à  laquelle  ^)  on  peut  ajouter  une  fonction  de  la  température,  linéaire 

*)   Ces  Archives,  26,  305,  1893. 

*)  .Dans  les  tracés  j*ai   pris  pour   1  pdv  rexpression   f        pdv  -\-  9,4383, 

3  J 1000 

où  V  est  exprimé  en  prenant  comme  unité  le  volume  normal  théorique ,  c.  à  d. 

le  volume  qu'occuperait  la  substance,  sous  la  pression  d'une  atmosphère  et  àO°, 

si  à  partir  de  l'état  de  dilution  extrême  elle  suivait  exactement  les  lois  des  gaz 

parfaits;  j'ai  déjà  proposé  une  telle  unité  de  volume  en  1881  (voir  ces  Archives^ 

30,  106,  1896).  La  formule  théoriquement  exacte,  applicable  aux  mélanges,  est 


Çv  ru 

I      pdv  —  I 

•'OC  «^    « 


^  HT  ^ 
—  du. 
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en  X  ')),  pour  des  quantités  moléculaires  équivalentes,  et  j'ai  représenté 
graphiquement  les  résultats  de  ce  calcul  (PL  VI,  fig.  t);  les  abscisses 
expriment  les  cent-millièmes  du  volume  normal  théorique,  et  les  ordon- 
nées représentant  —  ^pjc  en  atmosphères  X  le  volume  normal  théorique, 
de  sorte  que  les  courbes  sont  des  projections  sur  le  plan  ^v  de  sections 
de  la  surface  -p  par  les  plans  a:  =  0  ,  or  =  Vi  ^  •'^  ^  V2  »  ^*=  ^U>  ^=  1- 
La  coordonnée  x  est  prise  perpendiculaire  au  plan  «^y,  comme  le  fait 
M.  VAN  DER  Waals.  Pour  les  mélanges  x  =  ^/g  et  or  =  ^/g,  j'ai  choisi 
des  valeurs  de  a^.,  ô.r,  I3,r  et  lit;  s' accordant  aussi  parfaitement  que  pos- 
sible avec  celles  données  par  M.  Kuenen,  et  pour  ces  mélanges-là  aussi 
j'ai  calculé  des  courbes  •»//. 

J'ai  déduit  ensuite  de  ces  courbes  les  projections  sur  le  plan  x\p  des 
sections  de  la  surface  ;//  par  des  plans  v  =Cte.;  elles  sont  représentées 
pi.  VI,  iig.  1  ;  j'ai  tracé  du  rest^  d'autres  lignes  auxiliaire^s  encore,  dont 
les  projections  sur  le  plan  a.r  sont  données  par  les  iigg.  3  et  4,  et  dont 
je  parlerai  aux  paragraphes  suivants. 

Je  suis  réellement  parvenu  à  construire  ainsi,  h,  Taide  des  constantes 
Uj;  et  ^,,.  déduites  des  observations,  une  représentation  complète  du 
premier  pli,  dans  le  cas  des  expériences  de  M.  Kuenen. 

Primitivement  je  m'attendais  à  obtenir  davantage  par  un  procédé 
graphique.  En  effets  on  peut  aisément  suivre  les  phénomènes  de  con- 
densation dans  tous  leurs  détails,  quand  on  connaît  la  courbe  biuodale 
et  la  direction  des  cordes  de  contact  (voir  le  chap.  II,  §  5);  toutefois  la 
déduction,  par  voie  analyticjue,  de  la  courbe  biuodale  et  des  cordes  de 
conta.ct  elles-mêmes  de  l'équation  d'état  est  un  problème  excessivement 
difficile,  si  pas  insoluble. 

J'^avais  donc  espéré  pouvoir  résoudre  graphiquement  ce  problème 
de  la  théorie  de  van  der  Waals,  en  prenant  comme  base  la  représen- 
tation graphique  en  question,  et  que  cette  représentation  m'aurait 
permis  de  déterminer  numériquement  tous  les  phénomènes  de  conden- 
sation au  moyen  de  la  connaissance  d'un  petit  nombre  de  constantes 
(les  a, 2  et  ôjj  de  van  der  Waals,  augmentés  s'il  le  fallait  de  quelques 
constantes  empiriques  de  correction),  et  cela  de  la  façon  que  j'ai  exposée 
au  commencement  de  ce  travail,  pour  un  mélange  quelconque  et  à 
n'importe  quelle  température.  Mais  j'ai  reconnu  que  cette  méthode 
présentait  de  grandes  difficultés. 

')    Voir  VAN  DKU  Waai.s,  Théor.  mol.,  ces  Archives^  24,  p.  11. 
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2.  Les  difficultés  qui  nous  empêchent  d'obtenir  une  solution  numé- 
rique exacte  du  problème  proviennent  de  ce  que  l'équation  d'état  théo- 
rique, tant  sous  sa  forme  originale  que  sous  la  forme  empiriquement 
modifiée  suivant  Clausius  par  M.  Kuenen,  ne  rend  pas  avec  une  pré- 
cision suffisante  Tallure  véritable  des  isothermes  des  substances  pures 
et  des  mélanges. 

C'est  pourquoi  j'ai  essayé  s'il  n'y  avait  pas  moyen  d'extrapoler 
la  partie  instable  des  isothermes,  en  partant  des  isothermes  déterminées 
expérimentalement  par  M.  Kuenen  à  des  températures  relativement 
élevées,  et  en  faisant  usage  de  la  relation  bien  simple  jo  =  AT -\-  B , 
proposée  par  M.  Ramsay  pour  exprimer  la  variation  de  la  pression  avec 
la  température.  Mais  ce  procédé  n'a  pas  donné  de  résultats  satisfaisants. 

11  est  donc  absolument  nécessaire  de  faire  usage  d'une  équation  d'état 
qui  s'accorde  d'une  façon  suffisante  avec  les  observations,  quelle  que  soit 
sa  forme  empirique,  pour  pouvoir  prédire,  au  moyen  d'observations  sur 
des  mélanges  de  deux  substances,  les  phénomènes  de  condensation  de 
mélanges  de  ces  mêmes  substances  dans  des  circonstances  déterminées. 

Dans  l'équation  d'état  employée  par  M.  Kuenen  les  grandeurs  «jj 
et  U22  sont  supposées  être  des  fonctions  de  la  température,  ainsi  que 
M.  VAN  DER  Waals  l'a  admis  pour  d'autres  questions.  L'égalité  employée 
par  M.  Kuenen:  Tax  =  Kx,  où  Z^;  =  Z,i  or^ -f- 2  Jr,2ip(l — ;p) + 
^22(1 — ^Y  permet  de  remplacer  a^^,  qui  est  probablement  aussi  une 
fonction  de  la  température,  par  la  grandeur  K^  2  4^i  ^^  beaucoup  moins 
variable;  mais,  pas  plus  que  a,2 ,  cette  grandeur  K^^  ne  peut  être  déter- 
minée avec  une  précision  suffisante. 

Quant  à  la  correction  empirique  fournie  par  le  /S  de  Clausius,  il 
n'est  pas  admissible  qu'elle  conduise  au  calcul  de  la  pression  de  mélan- 
ges de  composition  déterminée,  le  volume  et  la  température  étant  don- 
nés, du  moins  de  la  pression  dans  des  conditions  comme  celles  des 
phases  coexistantes,  avec  une  précision  aussi  grande  que  celle  des 
observations.  Car,  même  dans  le  cas  d'une  substance  simple,  cette  cor- 
rection empirique  n'est  applicable  que  dans  un  domaine  assez  restreint. 
On  peut  attendre  beaucoup  plus,  dans  cette  direction,  de  la  méthode 
rationnelle  de  détermination  des  corrections  empiriques  des  grandeurs 
a  et  6  de  van  der  Waals,  suivie  par  M.  Reinganum  dans  sa  disser- 
tation '). 


*)  M.  Reinganum,  Théorie  u.  Aufstell.einerZa8tan(isgleichung,Gôttinguel899. 
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Afin  d'obtenir  empiriquement,  indépendamment  de  toute  équation 
d'état,  une  représentation  exacte  d'isothermes  observées,  j'ai  taché  de 
représenter  ces  dernières  par  des  développements  en  série,  reproduisant 
les  valeurs  expérimentales  dans  les  limites  des  erreurs  d'observation  '). 
Mais,  comme  les  calculs  relatifs  à  ces  développements  n'étaient  pas 
encore  achevés  à  cette  époque,  le  travail  suivant  a  été  fait  sans  en  faire 
usage. 

Supposons  que  Ton  ait  à  sa  disposition  un  développement  en  série, 
ou  toute  autre  représentation  empirique,  pour  Tune  ou  l'autre  substance 
simple  et  normale,  au  moyen  de  laquelle  on  puisse  calculer  la  même 
représentation  pour  une  autre  substance  semblable  ^)  (c.  à  d.  apparte- 
nant à  la  même  classe) ,  à  l'aide  de  la  loi  des  états  correspondants  de 
VAN  DER  Waals  et  de  deux  rapports  constants  (p.  ex.  celui  des 
pressions  critiques  et  celui  des  températures  critiques),  il  reste  alors  à 
savoir  jusqu'à  quel  point  les  mélanges  homogènes  de  deux  substances 
normales  semblables  satisfont  à  la  loi  des  états  correspondants.  Pour 
le  moment  il  est  encore  douteux  s'il  en  est  ainsi  au  même  degré  que 
pour  des  substances  simples  du  même  groupe,  puisqu'en  général 
il  n'y  a  pas  de  similitude  mécanique  entre  un  mélange  et  une  substance 
simple  ^).  Cependant  la  théorie  de  van  deu  Waals  suppose  qu'il 
en  est  ainsi;  pour  cette  raison  nous  pouvons  l'appeler  la  théorie  des 
mélanges  idéaux.  D'après  cette  théorie  on  peut  déduire  le  réseau  des 
isothermes  d'un  mélange  quelconque  de  celui  d'une  substance  simple, 
moyennant  la  connaissance  de  deux  rapports,  savoir  celui  des  tempéra- 
tures critiques  Txu  et  des  pressions  critiques  p^k  des  mélanges  de  com- 
position ar,  supposant  que  ces  mélanges  restent  homogènes;  ou  bien, 
exprimé  d'autre  façon,  la  courbe  ^  peut  être  déduite  de  celle  d'une 
substance  simple  par  une  amplification  linéaire  dans  deux  directions  *). 
Comme  une  surface  ^  se  rapporte  à  une  température  déterminée  1\ 
les  courbes  ^x  tracées  sur  cette  surface  (données  par 


*)  Comm,  phys.  lab,  Leiden^  nos.  71  et  74;  ces  Archives^  (2),  6,  874, 
1901. 

*)  Kameri.ingh  Onnes,  Verh,  Kon.  Akad.  v.  Wet,  Amsterdam^  1881,  p.  11 
(Extrait  dans  ces  Archives.  30,  101,  1896). 

•)  Ibidem,  p.  24. 

*)  Ibidem,  p.  23. 
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\Pa:  =  —  fpdv  +  ItT  {wlogx  +  {l  —  x)loff{l-  x)] 

^\PxkVxk       ^^xk  J   OjiPxkVxk       ^ xk 

=  —  —  j  prft)  +  ta:  [xlogx-]-  [\  —  x)  loQ  [l  — x)]  , 

OÙ  p  et  D  sont  la  pression  et  le  volume  réduits,  l^x  la  valeur  réduite 
de  ^x  et  C4  une  constante  qui  est  la  même  pour  toutes  les  substances  du 
même  groupe  *)  )  peuvent  être  déduites  des  courbes  ;^  d'une  substance 
simple  semblable,  mais  elles  se  rapportent  i\  la  température  réduite 
T  ^) 

On  n'a  pas  encore  examiné  jusqu'ici  ^)  jusqu'à  quel  point  les  mélan- 
ges de  substances  normales  s'écartent  de  ce  cas  idéal  ;  pour  résoudre  ce 
problème  il  sera  nécessaire  de  faire  des  observations  tout  aussi  étendues 
que  celles  de  M.  Amagat  pour  des  substances  simples. 

Si  nous  admettons  que  les  mélanges  satisfont  à  la  loi  des  états  corres- 
pondants, nous  avons  à  examiner  jusqu'à  quel  point  il  est  possible 
d'exprimer  les  éléments  critiques  de  ces  mélanges  au  moyen  des  deux 
constantes  a^j  et  J,^ ,  par  les  équations  : 

m     ^r  ^ii^^  +  ^^n^(^  — ^)  +  g22(l  — ^)^ 
^     =C      ^n^^  +  ^gi2^(l  — ^)  +  g22(l  — ^)^ 

Vxk=C,  {b,,x'  +  2b,^x{l  —  x)  +  b,,{l  —  xy}, 

où  les  constantes  C^ ,  C^  et  C^  sont  les  mêmes  pour  toutes  les  substan- 
ces, ou  bien  s'il  est  nécessaire  de  faire  usage  de  fonctions  de  x  plus 
compliquées  encore. 


*)  Ibidem ,  §  4.  Voir  plus  in  extenso  au  chap.  VIII. 

')  J'ai  donné  dans  Comm.  23  et  Versl.  Kon.  Akad.^  25  janv.  1896,  les  con- 
ditions pour  la  similitude  thermodynamique.  Ce  n'est  que  quand  ces  conditions 
sont  remplies  que  la  fonction  de  la  température,  qui  est  linéaire  en  x,  variera 
d*une  manière  correspondante  pour  toutes  les  températures. 

*)  A  l'époque  où  ce  travail  fut  écrit,  c.  à  d.  en  juin  1900.  On  trouve  nn 
pareil  examen  dans  les  chapp.  IV  et  V. 
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Les  deux  derniers  problèmes  seront  traités  dans  le  chapitre  suivant, 
au  moyen  des  expériences  de  M.  Kuenen. 

3.  Eevenons  maintenant  à  la  question  qui  nous  occupe. 

J'ai  fait  usage  de  deux  méthodes,  et  j'ai  parfois  complété  les  résul- 
tats de  Tune  par  ceux  de  Tautre. 

En  premier  lieu  j'ai  déduit,  par  construction,  des  tracés  mention- 
nés au  §  1  d'autres  représentations  graphiques  encore,  qui  conduisent 
à  la  solution  de  notre  problème  (voir  p.  ex.  §  8)  ;  c'est  ce  que  j'appel- 
lerai la  méthode  graphique  dans  un  plan.  En  second  lieu  j'ai  fait  faire 
un  modèle  en  plâtre  de  la  surface  de  van  der  Waals  *),  pour  y 
faire  des  constructions,  p.  ex.  pour  déterminer  l'allure  de  la  courbe 
connodale  en  faisant  rouler  le  long  du  pli  une  plaque  de  verre  couverte 
de  suie.  C'est  ce  que  j'appellerai  la  méthode  grajjhique  sur  inodele.  Par 
la  première  méthode,  l'équation  d'état/?  =f{Vy  x;  T)  une  fois  donnée, 
le  degré  de  précision  peut  être  augmenté  indéfiniment  sans  que  l'on 
rencontre  quelque  difficulté  matérielle.  Tout  ce  qu'il  faut  faire ,  c'est 
d'augmenter  l'échelle  des  dessins  pour  ces  parties-là  de  la  surface  que 
Ton  désire  examiner  plus  en  détail  (voir  chap.  II). 

Mais  dans  la  seconde  méthode  les  difficultés  matérielles  augmentent, 
dès  que  nous  voulons  atteindre  un  plus  haut  degré  de  précision,  soit  que 
nous  désirions  fabriquer  des  modèles  de  plus  grandes  dimensions,  soit 
que  nous  voulions  ajouter  aux  modèles  originaux,  comme  figures  auxi- 
liaires, d'autres  modèles  plus  détaillés,  à  une  échelle  plus  grande  (voir 
chap.  II).  C'est  ce  que  l'on  comprend  quand  on  voit  combien  les  plis, 
qui  déterminent  les  phénomènes  de  condensation,  sont  peu  prononcés, 
surtout  dans  le  voisinage  du  point  de  plissement;  on  n'a  qu'à  considérer 
la  pi.  V  pour  en  être  frappé. 

J'ai  commencé  par  appliquer  aux  expériences  de  M.  Kuenen  la  mé- 
thode graphique  dans  un  plan.  Mais  à  mesure  que  le  traitement 
numérique  du  problème  devenait  plus  difficile,  l'importance  de  l'examen 
qualitatif  augmentait. 

Dès  que  je  me  fus  assuré  le  concours  d'un  modeleur,  M.  Za/llbero 
VAN  Zelst,  j'ai  fait  transformer  la  représentation  graphique  dans  un 
plan  en  un  modèle  en  plâtre  de  la  surface  ^p.  Pour  cette  construction 


')   Un  modèle  schématique  de  la  surface  ^  a  déjà  été  construit  par  M.  van 
DER  Waals  lui-même  et  représenté  dans  sa  Théorie  Moléculaire,  p.  28. 
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on   s'est  servi  de  formes  construites  diaprés  les  courbes  que  j'avais 
calculées  et  tracées  pour  \px  =/{v)  et  ;p„  =f[x)  (voir  §  1). 

Quand  le  modèle  (long  de  30  cm.,  large  de  20  et  haut  de  40  cm.) 
fut  prêt,  je  reconnus  qu'il  convenait  bien  pour  donner  une  idée  nette 
du  pli,  mais  qu'il  était  trop  petit  pour  diverses  constructions.  C'est 
pourquoi  on  fabriqua  un  deuxième  modèle,  basé  sur  les  mêmes  dessins, 
mais  de  dimensions  doubles.  Ce  modèle  plus  grand,  quoique  creux, 
était  très  lourd  (80  kg.),  mais  il  se  prêtait  parfaitement  à  plusieurs  con- 
structions. En  y  faisant  rouler  une  plaque  de  verre,  on  obtenait  une 
courbe  binodale  assez  régulière,  avec  ses  cordes  de  contact,  et  il  était 
possible  de  faire  voir  ainsi  les  situations  relatives  du  point  de  contact 
critique  et  du  point  de  plissement. 

Pour  y  construire  les  courbes  --r-  =  — P  =  Cte.,  c.  à  d.  les  courbes 
•^  dv 

dd> 
de  pression,  et  -r-  =  Cte.,  les  courbes  de  substitution  (obtenues  dans  la 
dx 

représentation  graphique  plane  en  traçant  des  tangentes),  je  me  suis 
servi  d'un  compas  avec  niveau  et  échelle  graduée,  que  Ton  pose  sur  le 
modèle  par  deux  pointes  distantes  de  1  cm.  Les  courbes  ainsi  tracées 
peuvent  être  aisément  projetées  à  l'aide  d'un 
système  de  courbes  v  =  Cte.  et  a:  =  Cte. 
Les  cordes  de  contact  ont  été  figurées  par 
des  fils  tendus. 

Le  modèle  ainsi  obtenu  était  à  peu  près 
le  même  que  celui  représenté  photographi- 
quement  pi.  Y.  Entre  autres  la  fig.  5  de  la 
planche  I  de  la  dissertation  de  M.  H artman  ') 
en  a  été  déduite.  J'en  ai  donné  diverses 
photographies  à  mes  collègues  de  la  Natur- 
forscherversammlung  à  Diiseeldorf  (1898),  et  j'ai  présenté  aussi  à  quel- 
ques personnes,  que  la  chose  intéressait  particulièrement,  des  copies  du 
petit  modèle  et  de  la  portion  du  grand  modèle  voisine  du  point  de 
plissement. 

4.  A  cette  époque  la  construction  d'un  modèle  donnant  une  repré- 


Fig.  1. 


*)  Ch.  m.  a.  Hartman,  Metingen  omtrent  de  dwarsplooi  op  het  tï'-vlak  van 
VAN  DER  Waals  blj  mcngsôls  van  chloormethyl  en  koolzuur.  Leiden  1899. 
Voir  chap.*lll  de  ce  recueil. 
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seiitation  exacte  de  la  réalité  était  donc  accompagnée  de  nombreuses 
difiBcultés,  résultant  des  complications  mentionnées  au  §  2;  d'ailleurs, 
à  mesure  que  le  nombre  des  applications  de  la  théorie  de  van  der 
Waals  augmentait,  il  me  paraissait  de  plus  en  plus  nécessaire  de  con- 
naître en  détail  les  propriétés  du  pli,  spécialement  dans  le  voisinage  du 
point  de  plissement;  et  il  me  semblait  qu'il  serait  plus  utile  de  faire 
servir  la  déduction  graphique  de  la  courbe  connodale,  des  cordes  de 
contact  et  des  phénomènes  de  condensation,  à  une  illustration  de  cette 
théorie  qu'à  retrouver  par  le  calcul  les  résultats  numériques  des  obser- 
vations. Car  il  est  évident  que  la  connaissance  exacte  de  la  façon  dont 
se  comportent  les  mélanges  idéaux  est  un  guide  indispensable  dans  les 
recherches  avec  des  mélanges  réels.  La  différence  ne  sera  pas  très  im- 
portante d'ailleurs,  si  nous  permettons  aux  courbes  tp  de  notre  représen- 
tation de  s'écarter  de  la  réalité,  à  mesure  qu'elles  s'approchent  des  petits 
volumes,  à  condition  que  ces  écarts  se  produisent  d'une  façon  corres- 
pondante. Voilà  pourquoi  je  résolus  de  modifier  le  modèle  pour  le 
rendre  conforme  au  but  proposé. 

Dans  cette  transformation  on  doit  toutefois  veiller  à  ce  que  les  cour- 
bes ^,  admises  pour  les  substances  simples,  satisfassent  en  tous  cas 
rigoureusement  à  la  loi  des  états  correspondants. 

Mais  d'autre  part  le  désir  restait  justifié  de  donner  une  illustration 
de  la  théorie  de  van  der  Waals,  dans  un  cas  qui  s'accordait  aussi 
bien  que  possible  avec  des  observations  réellement  effectuées,  dans 
notre  cas  celles  de  M.  Kuenen.  Pour  cela  il  me  semblait  avantageux 
d'appliquer  la  correction  empirique,  que  l'on  obtient  en  introduisant 
la  grandeur  (3jc  de  Clausius  dans  l'équation  d'état;  cette  correction 
n'introduit  analytiquement  que  de  faibles  changements  dans  la  plupart 
des  développements  de  M.  van  der  Waals.    Pour  nous,  (Sx  doit 

satisfaire  à  la  condition  que  la  grandeur  w  =  7^  ait  pour  tous  les 

mélanges  la  même  valeur  que  pour  les  deux  substances  mélangées. 

Pour  une  •  surface  \p  donnée ,  il  n'importe  guère  que  l'on  pose 
Tax  =  Kx,  mais  cette  supposition  a  été  introduite  dans  l'équation 
d'état  de  van  der  Waals  afin  d'accorder  cette  dernière  avec  les  iso- 
thermes observées  à  d'autres  températures,  et  pour  pouvoir  mieux 
déduire  les  températures  et  pressions  critiques  T^k  et  pxk  des  mélanges 
homogènes. 

(Les  deux  corrections  empiriques  en  question  ont  été  introduites  par 
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Clauseus,  principalement  pour  obtenir  un  meilleur  accord  avec  la  densité 
et  la  tension  de  la  vapeur  saturée.  Il  est  donc  évidemment  avantageux 
de  les  appliquer  là  oh  nous  avons  spécialement  en  vue  les  phénomènes 
de  condensation). 

Pour  Kjy  et  .6^.  j'ai  conservé  la  forme  (idéale) du  second  degré  en  x  de 

VAN  DER   WaALS. 

En  somme,  j'ai  choisi  comme  équation  d'état 
^JiT A'^ 

a:.  =  ^,H*'+  2  A,2^  (1  — ;r)  +  K^^{l  —  x)^ 

^  =  nb. 

V  étant  exprimé  au  moyen  du  volume  normal  théorique. 

La  manière  dont  j'ai  déterminé  de  nouvelles  valeurs  pour  «,, ,  a^^, 

(S 
^12^  ^1 M  ^12  ®^  ^22  ^^  P^^r  ^^  "^  A  ®^^^  exposée  au  chapitre  suivant. 

Ce  second  travail  a  été  fait  en  collaboration  avec  M.  le  D'.  Eeinganum, 
que  j'ai  trouvé  tout  disposé,  à  ma  grande  satisfaction,  à  entreprendre 
avec  moi  l'étude  graphique  exacte  de  cette  partie-là  de  la  surface, 
voisine  du  point  de  plissement,  qui  est  indiquée  j)ar  le  petit  rectangle 
de  la  fig.  3,  pi.  A^I.  Le  modèle  original  a  été  modifié  conformément  à 
ces  nouveaux  calculs,  jusqu'à  ce  qu'il  s'accordait  avec  les  nouvelles 
données. 

5.  La  planche  V  fait  voir  une  reproduction  photographique  du  modèle 
obtenu  de  cette  façon,  prise  du  coté  correspondant  au  chlorure  de  méthyle. 
La  courbe  -^p  du  chlorure  de  méthyle  pur  est  nettement  accusée  par 
l'ombre  et  a  d'ailleurs  été  indiquée  en  pointillé.  La  profondeur  du  pli 
se  reconnaît  à  l'ombre  projetée  par  les  cordes  de  contact.  Nous  avons 
constaté  que  la  reproduction  par  la  photographie  stéréoscopique  ne  pré- 
sentait pas  d'avantages  suffisants  pour  contrebalancer  la  plus  grande 
complication  du  procédé. 

Les  figg.  1 ,  2  et  8  de  la  planche  VI  sont  les  projections,  mentionnées 
plus  haut,  sur  les  plans  ;p.r,  \l^v  et  xv  des  courbes  tracées  sur  la  surface 
'p  *).  Dans  la  fig.  1  (projection  sur  le  plan  ^pJ[i)  les  projections  des  courbes 

')  De  peur  que  les  dessins  ne  perdissent  trop  de  leur  netteté,  je  n'ai  pas  tracé 
de  réseau  rectangulaire  de  droites  équidistantes,  ce  que  tout  lecteur  peut  faire 
lai-même  quand  il  désire  faire  des  lectures  numériques  sur  ces  dessins. 
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de  potentiel  de  substitution,  ce  que  j'appellerai  simplement  les  courbes  de 
substitution  (—  =  const.  \  ont  été  pointillées.  Dans  la  fig.  3  (projec- 
tion sur  le  plan  xv)  les  courbes  de  pression  (  —  —  =/?  =  const.  J   sont 

tracées  en  trait  plein  et  les  courbes  de  substitution  sont  pointillées.  Dans 

la  fig.  4  les  courbes  de  substitution  sont  pointillées  et  les  courbes  pour 

d^  dûj 

lesquelles  ^+-7"  (1  —  ^)  —  t'^^^^î^^  const.,  les  courbes  depoten- 
dx  dv 

tiel  de  la  seconde  composante,  sont  en  trait  plein.  D'après  la  théorie 
de  VAN  DER  Waals  (Théor.  Moléc.)  ces  trois  courbes  sufiBsent  pour  la 
détermination  des  phases  coexistantes. 

J'ai  déjà  dit  au  §  3  comment  s'obtiennent  les  courbes  de  substitution 
et  de  pression.  La  détermination  vgraphique  sur  le  modèle  a  été  con- 
trôlée par  celle  dans  un  plan. 

6.  J'ai  encore  à  mentionner  brièvement  comment  ont  été  détermi- 
nées les  courbes  de  potentiel,  tant  par  construction  dans  un  plan  que 
sur  le  modèle.  Dans  le  premier  cas  je  suis  parti  des  figures  1  et  2, 
pi.  YI,  qui  donnent  les  sections  de  la  surface  ^  par  des  plans  contenant 
la  ligue  v  =  0,  x=  1,000  (l'axe  tp  du  côté  du  chlorure  de  méthyle). 
Si  dans  la  fig.  2  nous  faisons  tourner  *)  le  plan  xv^  avec  le^  lignes 
X  =  const.  =1  A,  x=^  B  etc.  (les  projections  des  courbes  tp^)  qui  y  sont 
tracées,  autour  de  Taxe  v  pour  le  rabattre  sur  le  plan  ^  v,  le  plan  de  la 
figure,  les  sections  a,  ô,  etc.  des  plans  que  nous  venons  de  mentionner, 
c.  à  d.  passant  par  la  droite  x  =  1,000,  v  =  0,  par  le  plan  xv 
viennent  tomber  dans  le  plan  du  dessin.  Elles  y  paraissent  comme 
des  rayons  partant  du  point  a;  =1,000,  v=0,  dont  les  points 
d'intersection  aA',  ab"  etc.  avec  les  lignes  rabattues  ar=  A,x  =  B 
etc.  donnent  les  valeurs  de  v  pour  les  points  d'intersection  aA,  aB  etc. 
du  plan  a  avec  les  courbes  ^^^  'pB  etc.  La  droite  qui,  dans  la  fig.  2 
de  la  planche  VI,  passe  par  le  point  d'intersection  a  A  et  est  perpendicu- 
laire à  l'axe  des  v,  détermine  par  son  intersection  aA  avec  la  courbe  \pA 
la  valeur  de  la  hauteur  perpendiculaire,  au-dessus  de  l'axe  /',  du  point 
aA'*  dans  la  figure  rabattue;  quant  à  la  valeur  de  v  pour  ce  point  dans 


*)  Le  dessin  portant  ces  constructions  n'a  pas  été  reproduit,  c'est  une  figure 
compliquée  et  d'ailleurs  peu  compréhensible. 
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la  figure  rabattue,  on  la  trouve  en  rabattant  sur  l'axe  v  le  rayon  vecteur 
tracé  vers  aÀ'  à  partir  du  point  x==  1,000,  r  =  0.  Les  points  a  A*', 
alS*  etc.  donnent  ensemble  la  section  oblique  rabattue  a',  A  partir  d'un 
point  ictj  sur  Taxe  ^  (droite  x  =  1,000,  v  =  0  pour  la  surface  *p\  droite 
t;  =  0  pour  le  plan  fig.  2)  on  mène  maintenant  des  tangentes  à  ces  sec- 
tions obliques  rabattues  a  ^  H  etc.;  les  points  de  contact  /tt.,-,  yni-  etc.  sont 
les  points  de  tangence,  rabattus  autour  de  la  droite  x  =  1,000,  y  =  0 , 
sur  le  plan  du  tracé,  d'un  plan  tangent  à  la  surface  ^p,  mené  par  le  point 
jCAj.  La  coordonnée  \pfjLu  de  fi^-  dans  ce  tracé  est  aussi  la  coordonnée 
\pfca  du  point  de  contact  dans  la  section  par  le  plan  a,  ramenée  dans  sa 
position  primitive,  tandis  que 

Tabscisse />«,  mesurée  le  long  ? *?        ? 

du  rayon  a,  donne  Tendroit  où       LJ  II! 

se  projette  le  point  de  contact  y  j    Lt^fP 

f^n  sur  le  plan  xv.  Pour  cette 
raison  les  points  /z,,,  fii,  etc., 
reliés  par  une  courbe  continue, 
donnent  la  courbe  de  potentiel  Fig.  2. 

pour  la  valeur  /ct^*  Les  différen- 
tes courbes,   obtenues  en  répétant  ces  constructions  pour  différentes 
valeurs  de  jCt,  fournissent  le  système  de  courbes  de  potentiel  dans  le 
plan  XV,  fig.  4,  pi.  VI,  où  Taxe  v  de  la  fig.  2  est  de  nouveau  consi- 
déré comme  axe  v  et  Taxe  \p  de  la  fig.  2  comme  axe  des  x, 

La  construction  à  Taide  du  modèle  s'en  déduit  directement.  Nous 
avons  fait  usage  de  deux  compas  à  glissière,  portant  des  pointes  suffi- 
samment longues  pour  permettre  de  poursuivre  la  construction  jusqu'à 
Tintérieur  du  pli.  Une  de  ces  pointes  a.  la  forme  ordinaire;  elle  est 
placée  au  sommet  d'une  tige  mobile  suivant  la  ligne  x  =  1,000,  y  =  0, 
et  aboutissant  à  la  hauteur  /c*.  L'autre  pointe  mobile  a  la  forme  d'une 
fourchette  (voir  fig.  2),  dont  les  deux  dents,  distantes  d'un  cm.  Tune 
de  l'autre,  ont  leurs  extrémités  en  ligne  droite  avec  la  pointe  fixe. 
Quand  nous  faisons  glisser  la  fourchette  le  long  de  sa  tige  et  que  nous 
cherchons  l'endroit  où  les  deux  dents  reposent  sur  le  modèle,  nous  trou- 
vons un  endroit  où  une  droite,  passant  par  le  point  jCt,  est  tangente  à 
la  surface.  Pour  obtenir  la  projection  de  la  courbe  d'énergie  trouvée 
sur  le  modèle,  nous  faisons  de  nouveau  usage  du  système  de  courbes 
V  =  Cte.  et  x  =  Cte.  sur  la  surface  'p. 
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7.  Les  figures  que  j'ai  tracées  me  semblent  bien  appropriées  pour 
donner  une  représentation  bien  claire  des  propriét^'s  thermodynamiques 
des  mélanges,  d'après  la  théorie  de  van  der  Waai.s. 

Il  y  a  plusieurs  particularités  à  remarquer  dans  Tallure  des  diverses 
courbes.  Je  n'attirerai  l'attention  que  sur  quelques  unes  d'entr* elles 
Les  formes  limites  des  courbes  de  pression,  pour  des  volumes  très  grands, 
sont  des  lignes  droites  traversant  la  surface  parallèlement  à  Taxe  de^  x; 
pour  de  petits  volumes  les  courbes  tendent  de  nouveau  à  devenir  recti- 
lignes,  mais  dans  ce  cas  leur  direction  générale  fait  un  certain  angle 
avec  l'axe  des  x.  Cela  résulte  directement  de  la  théorie.  Le  point  d^in- 
flexion  de  la  courbe  de  pression  qui  passe  par  le  point  de  plissement 
est  située  au-delà  de  ce  point,  quand  on  compte  à  partir  du  côté  liquide 
(une  particularité  sur  laquelle  M.  van  der  Waals  a  attiré  mou 
attention)  *). 

Par  les  deux  extrémités  d'une  corde  de  contact  passe  une  même 
courbe  de  pression,  une  même  courbe  de  substitution  et  une  même 
courbe  de  potentiel  (une  circonstance  dont  nous  pouvons  nous  con- 
vaincre aisément  en  superposant  une  des  figures  sur  une  autre).  Par 
ces  points  passe  aussi  une  courbe  de  potentiel  pour  la  première  com- 
posante. Telles  sont  les  conditions  fondamentales  établies  par  M.  van 
DER  Waals. 

Il  y  a  une  courbe  de  pression  qui  touche  la  corde  de  contact  corres- 
pondante; le  point  de  tangence  est  le  point  de  contact  critique,  ainsi 
que  l'a  fait  observer  M.  Hartman  (voir  chap.  II  C). 

Les  points  d'intersection  des  isothermes  expérimentale  et  théorique 
sont  situés  à  peu  près  en  une  ligne  droite,  passant  par  le  point  de  con- 
tact critique.  De  même  les  points  d'inflexion  des  courbes  de  pression 
dans  la  région  instable  sont  également  placés  sur  une  courbe,  qui 
s'écarte  fort  peu  d'une  ligne  droite,  et  est  située  du  côté  des  petits 
volumes.  Par  rapport  à  l'intersection  avec  l'isotherme  expérimentale, 
le  point  critique  du  mélange  homogène  est  également  situé  du  côté  des 
petits  volumes  (voir  chap  II  C). 

Aux  grands  volumes  les  courbes  de  substitution  sont  parallèles  à 
l'axe  des  v.  Pour  des  volumes  moins  grands  elles  commencent  à  s'inflé- 
chir vers  le  pli;  l'inclinaison  devient  de  plus  en  plus  considérable  à 
mesure  que  la  courbe  pénètre  davantage  dans  le  pli;  elle  passe  par  un 


*)    Da  moins  quand  la  condensation  rétrograde  est  de  première  espèce. 
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maximum  et  décroît  de  nouveau  du  cAté  des  petites  valeurs  de  v.  Le 
point  le  plus  bas  de  la  courbe  est  en  dehors  du  pli. 

La  courbe  de  substitution  passant  par  le  point  de  plissement  enve- 
loppe la  courbe  connodale,  conformément  aux  propriétés  trouvées  par 
M.  KoEïEWEG,  et  présente  un  point  d'inflexion  qui  pénètre  dans  le  pli  en 
venant  du  côté  des  petits  volumes.  Les  courbes  de  substitution  coupent 
les  courbes  de  pression  à  l'intérieur  de  la  courbe  connodale.  Dans  le  pli 
leur  direction  générale  s'accorde  le  mieux  avec  celle  des  cordes  de  contact. 

Pour  les  grands  volumes  les  lignes  de  potentiel  s'étendent,  d'une 
manière  générale,  obliquement  sur  la  surface  \p,  en  allant  du  côté  des 
petites  volumes  et  des  faibles  compositions  vers  les  grands  volumes  et 
les  grandes  proportions.  En  se  rapprochant  du  pli  elles  présentent  une 
inflexion  plus  rapide  que  celle  des  lignes  de  substitution,  et  à  mesure 
qu'elles  pénètrent  plus  avant  dans  le  pli  elles  s'infléchissent  de  plus  en 
plus  rapidement,  de  manière  à  ressembler  aux  courbes  de  pression  pro- 
jetées au-delà  des  limites  de  la  surface.  Le  point  le  plus  bas  de  la  cour- 
bure est  situé  dans  le  pli.  La  plus  grande  convexité  que  tournent  vers 
le  point  de  plissement  les  courbes  de  substitution  et  les  courbes  de 
potentiel,  pénétrant  dans  le  pli  en  venant  du  côté  des  grands  volumes, 
est  située,  avec  la  plus  grande  concavité  que  les  courbes  de  pression 
présentent  de  ce  côté,  plus  ou  moins  sur  Taxe  de  la  parabole  par  laquelle 
la  projection  de  la  courbe  connodale  peut  être  approximativement 
représentée  (à  d'autres  points  de  vue  on  la  représenterait  mieux  par  une 
hyperbole). 

8.  Délerminatiori  des  phases  coexistantes  par  une  construction  dans 
le  plan.  J'ai  déjà  attiré  l'attention  sur  les  difficultés  qui  accompagnent 
la  solution  graphique  précise  à  l'aide  du  modèle  en  plâtre.  Ces  difficultés 
sont  très  grandes  quand  il  s'agit  de  trouver  la  courbe  connodale  par  le 
roulement  sur  le  modèle  d'une  plaque  de  verre  enfumée,  un  procédé 
qui  est  d'ailleurs  l'expression  la  plus  directe  de  la  solution  que  M.  van 
DER  Waals  a  fournie  du  problème.  Des  inégalités  à  peine  sensibles  de 
la  surface  ont  une  grande  influence  sur  la  forme  de  la  courbe.  Il  est  dési- 
rable pour  cette  raison  que  Ton  soit  à  même  de  déterminer  la  courbe 
connodale  ainsi  que  les  cordes  de  contact  par  une  construction  qui 
n'exige  que  des  tracés  dans  un  plan  ^).  Les  représentations  graphiques 


')  M.  RiECKE  (Uebcr  die  Zustandsgleichung  van  Clausius,  Wied,  Ann.^  54, 
739)  cherche  par  voie  graphique  les  phases  coexistantes  d'une  substance  sim- 
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décrites  dans  les  paragraphes  précédents  nous  en  donnent  le  moyen. 
En  effet,  si  nous  revenons  aux  conditions  données  par  M.  van  der 
Waals  pour  la  coexistence  de  deux  phases ,  savoir 

où  le  signe  '  se  rapporte  à  l'une  des  phases  et  le  signe  **  à  l'autre,  nous 
reconnaissons   que   les  phases  coexistantes  sont  telles  que  /tt^'   ^^°' 

sidéré  comme  fonction  de  ,-  et  -7-,  prend  deux  fois  la  même  valeur 

dx        dv    '^ 

pour  un  seul  système  de  valeurs  de  ces  variables. 

Si  nous  examinons  maintenant  quelle  est  Tallure  d'une  courbe  pt^ 
=  const.  à  travers  le  réseau  curviligne  des  lignes  de  pression  et  de 
substitution  en  projection  xv ,  et  que  nous  transformons  ce  système  de 
courbes  en  un  autre  qui  est  rectiligne  et  rectangulaire,  et  sur  lequel  est 

mesurée,  le  long  de  Taxe  des  ordonnées,  une  fonction  convenable  de  -p , 

dx 

et  le  long  de  Taxe  des  abscisses  une  fonction  convenable  de  -  - ,  nous 

dv 

trouvons  que  la  courbe  /z  ainsi  transformée  prend  la  forme  d'une  boucle, 
dont  le  point  double  correspond  aux  valeurs  de  -  et  ^-  qui  se  rap- 
portent à  la  composition  et  au  volume  des  phases  coexistantes. 

Pour   la  représentation  de  ^2>  j'^i    V^^  comme  ordonnée  (fig.  3) 

une  fonction  s  =ff-—  j  telle,  que  les  lignes  de  substitution  relatives 

à  des  valeurs  régulièrement  croissantes  de  cet  s  étaient  équidistantes 
dans  le  plan  xv,  pour  de  grands  volumes.  Pour  déterminer  s  de  cette 
façon,  je  n'ai  pas  considéré  un  volume  infiniment  grand,  pour  lequel 
on  aurait 

J  ^  ' 


1  +  ^ 


1  ^  ^ 

UTdx 


pie  (voir  aussi  Kamerungh  Onnes,  Verh,  Kon.  Akad.  v.  Wet,^  XXII,  p.  13, 
1881)  et  fait  remarquer  à  la  page  744  que  le  potentiel  thermodynamique  permet 
d'opérer  d^une  manière  analogue  pour  des  mélanges. 
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mais  simplement  le  volume  à  la  limite  de  la  figure  3,  pi.  VI,  savoir 
0,034 ,  où  la  valeur  de  s  est  donc  fournie  par  une  lecture  directe.  Elle 
ne  diffère  pas  considérablement  d'ailleurs  de  celle  qui  correspond  à  un 

volume  infiniment  grand.  Comme  fonction  de  —  on  pourrait  prendre 

/^d\b\^^     1 
10  =  —  v^y  ^^     *  *^^  grands  volumes  les  courbes  de  pression  rela- 
tives à  des  valeurs  régulièrement  croissantes  de  ce  w  seraient  alors  équi- 


•»^*  "♦^'^   2i    ** 


3|515<<^^         Si 


«0 


Fig.  3. 


distantes.  Mais,  afin  de  pouvoir  lire  directement  la  valeur  sur  le  dessin 
fig.  3,  pi.  VI,  j'ai  choisi  la  fonction  de  p  qui,  pour  a;=0,  devient 
égale  à  v.  La  forme  des  courbes  en  boucle  obtenues  de  cette  façon,  et 
que  Ton  voit  sur  la  figure  3  ci-contre,  présente  quelques  irrégularités 
provenant  d'inexactitudes  dans  la  construction.  Mais,  malgré  son  imper- 
fection, elle  m'a  paru  assez  importante  pour  la  reproduire.  Une  partie  de 
la  boucle  qui  correspond  à  une  faible  proportion  de  la  substance  la  plus 
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volatile  est  coupée  par  la  courbe  *  =  0.  La  ligne  qui  réunit  les  points 
doubles,  et  détermine  ainsi  la  pression  de  coexistence  en  fonction  du 


potentiel  de  substitution 


# 


,  est  une  ligne  droite  dans  cette  figure. 

Comme  les  courbes  de  substitution  et  de  pression  appartenant  à  des 
valeurs  régulièrement  croissantes  de  w  et  *  forment,  en  projection  xv 
et  pour  de  grands  volumes,  un  système  presque  rectangulaire,  la  courbe 
connodale  dans  le  plan  xv  est  aussi  une  ligne  sensiblement  droite  pour  de 


AJ<VC 


aux> 


Fig.  4. 

grandes  valeurs  du  volume.  A  propos  de  ce  résultat,  je  remarquerai  que 
M.  VAN  DER  Waals,  aiusi  qu'il  me  Ta  communiqué  verbalement,  a 
déduit  de  sa  théorie  qu'à  9°,5,  la  température  à  laquelle  M.  Hartman 
a  fait  ses  expériences  (chap.  II  A),  la  courbe  connodale  du  pli  que  nous 
considérons  ici  doit  être  sensiblement  une  ligne  droite  du  côté  des 
grands  volumes.  C'est  ce  que  les  expériences  de  M.  Hartman  ont  d'ail- 
leurs confirmé. 

On  le  reconnaît  à  la  fig.  4  ci-dessus,  tracée  par  M.  Hartman,  oii 
la  courbe  connodale  avec  ses  cordes  de  contact  est  représentée  à  9°,5. 
Pour  comparer,  il  y  a  ajouté  à  la  même  échelle  le  pli  sur  le  modèle 
décrit  ici  (à  peu  près  celui  observé  par  M.  Kuenen). 
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IL 

La  portion  du  pli  transversal  voisine  du  point  DE  PLISSEMENT 

DANS    LES    EXPÉRIENCES    DE    M.   KlJENEN 

SUR  LA  CONDENSATION  RETROGRADE. 

PAR 

H.  KAMERLINGH  ONNES  et  M.  REINGANUM.  >) 


1.  La  portion  la  plus  importante  du  pli  transversal  de  la  surface  ;p 
de  VAN  DER  Waals  est  incontestablement  celle  qui  est  située  dans  le 
voisinage  du  point  de  plissement.  Mais  Tétude  de  cette  partie-là  exige 
un  degré  de  précision  plus  élevé  que  celui  qui  suffisait  pour  le  façonne- 
ment du  modèle  du  pli  tout  entier,  et  pour  les  constructions  y  relatives, 
décrites  au  chapitre  I. 

Dans  les  pages  suivantes  nous  nous  occuperons  de  celte  partie-là  de 
la  surface  qui  est  limitée  par  le  rectangle  que  Ton  voit  sur  les  figures  3 
et  4  de  la  pi.  YL  La  représentation  en  est  basée  sur  des  calculs  plus 
précis  de  p  (jusqu^à  5  décimales),  pour  des  valeurs  de  jp  et  v  dans  un 
domaine  moins  étendu,  au  moyen  de  la  même  équation  d'état  qui  nous 
a  servi  à  la  construction  du  modèle  général. 

Les  principes  qui  ont  déterminé  le  choix  de  cette  équation  pour  la 
présente  illustration  de  la  théorie  de  van  di^r  Waals  ont  été  exposés 
au  §  4  du  chap.  I;  dans  ce  second  chapitre  nous  allons  décrire  la  façon 
dont  les  constantes  qui  entrent  dans  cette  équation  ont  été  obtenues, 
et  nous  allons  examiner  jusqu'à  quel  point  un  choix  judicieux  de  ces 
constantes  peut  mettre  Féquation  d'état  ainsi  admise  d'accord  avec  les 
observations  de  M.  Kuenen.  Ainsi  qu'on  Ta  vu  au  §  il  du  chap.  I,  deux 
questions  sont  particulièrement  importantes:  1°.  jusqu'à  quel  point  les 
mélanges  examinés  par  M.  Kiîenen  satisfont-ils  à  la  loi  des  états  correspon- 
dants, et  2°.  jusqu'à  quel  point  les  éléments  critiques  homogènes  peuvent- 
ils  être  représentés  par  les  formules  quadratiques  de  van  der  Waals. 

2.  Pour  en  juger,  il  n'est  pas  possible  d'appliquer  directement  aux 
observations  de  M.  Kuenkn  la  méthode  ordinaire  de  calcul  des  valeurs 
réduites  de  la  pression,  du  volume  et  de  la  température,  au  moyen  des 

*)  Versl.  Kon.  Akad.  v.  Weiensch.  A??is/errfa?»,  30  juin  1900,  pp.  213- 223; 
Conim.  phys.  lab,  Leiden^  n".  596. 
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éléments  critiques.  En  effet,  en  vertu  de  la  théorie  de  van  dee  Waals, 
le  point  critique  du  mélange  homogène  (point  À"  de  la  fig.  3,  pi.  VI) 
est  situé  dans  la  portion  instable  et  ne  saurait  donc  être  fourni  par 
Tobservation. 

La  méthode  de  Raveau/  qui  consiste  à  tracer  des  réseaux  d'iso- 
thermes en  prenant  les  logarithmes  des  pressions  comme  ordonnées  et 
ceux  des  volumes  comme  abscisses,  et  à  tâcher  ensuite  de  superposer 
ces  diagrammes  en  faisant  subir  à  l'un  d'eux  un  déplacement  parallèle 
par  rapport  à  l'autre,  n'est  pas  non  plus  sufiBsante.  Cela  provient  sur- 
tout de  ce  que  les  isothermes  ne  sont  connues  que  sur  une  faible  éten- 
due: les  parties  connues  des  isothermes  ne  présentent  pas  de  courbure 
bien  prononcée  et  sout  presque  ])arallèles.  On  a  donc  trop  de  liberté 
dans  cette  manière  d'opérer,  ce  qui  fait  qu'il  n'est  pas  possible  de  déter- 
miner, avec  une  précision  suffisante,  la  position  exacte  dans  laquelle  un 
des  systèmes  d'isothermes  coïncide  avec  l'autre. 

Il  s'ensuit  que  le  rapport  des  températures  absolues  de  deux  isother- 
mes qui  se  recouvrent  mutuellement  de  cette  manière  ne  donne  que 
d'une  façon  très  grossière  le  rapport  des  températures  critiques;  et  la 
même  remarque  s'applique  à  la  pression  et  au  volume. 

Il  est  évident  qu'au  lieu  de  la  pression  elle-même  on  peut  faire 
usage  du  produit  pv,  qui  est  du  reste  d'une  grande  importance  dans 
l'examen  des  isothermes,  et  Ton  pourrait  considérer  log pv  comme  fonc- 
tion de  logv,  en  déplaçant  la  courbe  log  po  =  /  {log  v)  on  trouverait 

d'un  côté  les  rapports      '     '  (  ou,  ce  qui  revient  au  même,  -j;;^)  et  d'un 

autre  côté  log     '.  Mais  dans  cette  manière  d'opérer  aussi  il  est  néces- 

,      '"' 
saire  de  déplacer  le  système  dans  les  directions  des  deux  axes  coordon- 
nés, et  l'incertitude  reste  tout  aussi  grande. 

Mais  on  peut  échapper  au  déplacement  dans  la  direction  d'un  des 

axes  en  portant  en  ordonnées  non  log  pv  mais  j-y,  car  cette  expres- 
sion a,  pour  une  molécule  gramme,  la  même  valeur  en  des  points  cor- 
respondants. Aux  grands  volumes  cette  expression  est  sensiblement 
égale  à  l'unité,  au  point  critique  elle  prend  la  valeur  0,29. 

En  appliquant  cette  méthode,  nous  avons  constaté  qu'il  n'était  pas 

fiV 

possible  de  recouvrir  complètement  le  système  de  courbes  -  —  d'une  des 
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substances  par  le  système  analogue  de  Tautre.  Il  se  présentait  des  écarts 
irréguliers,  que  l'on  peut  probablement  attribuer,  pour  une  grande 
partie,  à  des  erreurs  d'observation.  Il  en  résultait  de  nouveau  une  cer- 
taine latitude  dans  la  superposition  et  nous  avons  cherché  entre  quelles 
limites  la  coïncidence  pouvait  être  considérée  comme  satisfaisante. 

Le  rapport  des  volumes  critiques  est  immédiatement  fourni  par  les 
valeurs  de  loffv  qui  coïncident;  nous  avons  enfermé  ce  rapport  entre 
certaines  limites,  comme  nous  venons  de  le  dire. 

Le  rapport  des  températures  critiques  est  égal  à  celui  des  deux  tem- 

pératures  auxquelles  appartiennent  deux  courbes  i-^,  superposées;  pour 

ce  rapport  aussi  nous  avons  établi  des  limites,  et  il  en  est  de  même  des 
pressions  critiques,  que  nous  avons  calculées  au  moyen  de  la  formule 
CpkVk^=Tky  où  nous  avons  pris  pour  C  la  valeur  trouvée  par  M.  Amagat 
pour  Tanhydride  carbonique. 

Le  tableau  suivant  donne  le  résultat  de  ces  opérations,  dans  lesquelles 
nous  sommes  partis  des  éléments  critiques  suivants  de  l'anhydride 
carbonique  : 

jo/t,==7a,9,         yfc,  =  0,00426,         ^y^  =  304,35. 


Proportion 

de 

CH^Cl 

0,00668 

à 
0,00728 

V.k 
moyen 

0,00698 

Ta:k 

moyen 

Pxk 

«  =  1,0 

413 

à 

419 

416 

63,2 

à 

57,8 

;r  =  0,75 

663 
à 

588 

610 

382 

à 

391 

386,5 
839 

moyenne 
64,7 

a:  =  0,50 

654 

à 

675 

665 

337,5 

à 
340 

moyenne 
52,2 

X  =  0,25 

501 

à 

562 

531 

indéterminé 

indéterminé 
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Pour  la  température  critique  du  chlorure  de  méthyle  pur,  nous  avons 
trouvé  la  même  valeur  que  celle  qui  a  été  trouvée  expérimentalement 
par  M.  KuENEN  (l«16,0).  Quant  à  la  moyenne  valeur  delà  pression 
critique  (60,5)  elle  diffère  considérablement  (de  7,5  %)  de  la  valeur 
fournie  par  Texpérience  (64,98).  La  limite  supérieure  s'accorde  le 
mieux  (3%). 

Voyons  maintenant  comment  les  températures  critiques  T^k  des 
mélanges  homogènes^  que  nous  venons  de  déterminer,  sont  situées  par 
rapport  aux  températures  Torr  d^s  points  de  contact  critique,  déterminées 
par  M.  KuENEN. 

Le  tableau  suivant  en  donne  Taperçu: 

Mélange  Ta-r  T^k 

X  =  \  396  386,5 

x=\  370,1  339 

X  =  74  338,4  indéterminé. 

Ainsi  que  le  veut  la  théorie,  les  valeurs  de  T^u  sont  plus  basses  que 
Txry  et  Ton  serait  tenté  d'introduire  pour  x=:^l^^  symétriquement  par 
rapport  k  x=  ^i,  7'x.a:  =  328.  Cependant  la  différence  de  31°,  que 
nous  trouvons  ainsi  pour  x=  ^j^,  fait  que  nous  n'avons  pas  bien 
grande  confiance  dans  ces  déterminations.  Du  reste,  si  nous  songeons 
aux  écarts  irréguliers  qui  existaient  entre  les  deux  systèmes  superposés 
et  qui  n'ont  pas  permis  de  décider  si  oui  ou  non  les  mélanges  s'écar- 
taient, plus  que  les  substances  simples,  de  la  loi  des  états  correspon- 
dants, et  au  désaccord  rencontré  dans  la  détermination  de  la  pression 
critique  du  chlorure  de  méthyle,  nous  devons  avouer  que  les  valeurs 
critiques  sont  encore  loin  d'être  certaines. 

Voilà  pourquoi  nous  avons  désiré  déduire  d'une  autre  façon  encore, 
de  Tensemble  des  observations  pour  chaque  mélange,  quelque  chose  au 
sujet  des  températures  et  pressions  critiques  des  mélanges  homogènes. 
Un  moyen  d*y  arriver  nous  est  fourni  par  les  équations  que  M.  Kue- 
NEN  a  données,  et  qui  expriment  aussi  bien  que  possible  l'ensemble  des 
observations  pour  chaque  mélange;  au  commencement,  nous  avons  cru 
qu'il  n'était  pas  recommandable  d'en  faire  usage,  afin  d'être  influencés 
le  moins  possible  dans  notre  jugement  sur  les  problèmes  en  question,  tiré 
de  ces  observations.  Mais  nous  ne  pouvons  pas  davantage  nous  attendre 
h  ce  que  ces  équations  conduisent  à  une  détermination  satisfaisante  des 
éléments  critiques,  en  premier  lieu  parce  que  M.  Kuenen  n'a  pas  pris, 
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pour  tous  ses  mélanges,  pour  a  la  même  fonction  de  la  température,  et 
en  second  lieu  parce  que  des  états  fort  éloignés  de  IVtat  critique,  qui 
ont  eu  une  influence  sur  rétablissement  des  équations,  peuvent  provo- 
quer des  erreurs  dans  l'extrapolation  au  moyen  des  équations  d'état 
défectueuses. 

Nous  pourrons  néanmoins  considérer  comme  une  confirmation  de  nos 
conclusions  tirées  de  la  superposition  des  réseaux  le  fait,  que  ces  mêmes 
conclusions  peuvent  être  déduites  de  ces  équations. 

Pour  ce  qui  regarde  tout  d'abord  la  loi  des  états  correspondants,  on 
serait  peut  être  tenté  de  conclure  du  mauvais  accord  des  valeurs  du 

rapport  Ujc  =  7^,  calculées  par  M.  Kuenen: 


x=l 

»,   =1,40 

^=% 

«./.  =  1,26 

x=% 

«./.=  1,66 

*='/4 

«./,  =  1,38 

«=0 

«0  =  1,09 

que  les  mélanges  examinés  ne  satisfont  pas  à  la  loi  des  états  correspon- 
dants *).  Toutefois,  cette  conclusion  perd  de  son  importance  quand  nous 
considérons  que  M.  Kuenen  a  pris  les  bx  d'une  façon  assez  arbitraire. 
Cette  circonstance,  jointe  au  choix  pour  a  de  diff*érentes  fonctions  delà 
température,  doit  nécessairement  avoir  une  influence  sur  les  valeurs 
trouvées  pour  /S,  et,  bien  que  nous  puissions  admettre  que  la  variation 
des  valeurs  de  n  indique  une  particularité  dans  les  quantités  b  et  (3  qui 
y  sont  étroitement  liées,  il  n'y  a  là  qu'une  preuve  bien  faible  que  les 
mélanges  satisferaient  à  la  loi  des  états  correspondants  à  un  degré 
moindre  que  les  substances  simples. 

Voyons  maintenant  ce  qui  résulte  des  équations  de  M.  Kuenen  pour 
les  volumes  et  les  températures  critiques  : 


*)    M. ' Kamerunoh   Onnes   a  montré  (ces  Archives^  30,  112,  1896)  que  la 
valeur  de  n  doit  être  la  même  pour  toutes  les  substances. 

25* 
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X 

Vxk 

î'x* 

T^ 

1 

0,00725 

\ 

606 

402(397,5) 

396 

% 

620 

350 

370,1 

v. 

489 

338(332,5) 

331,4 

0 

435 

304 

0,00foo 


o.ooboc 


Il  est  remarquable  que  les  volumes  critiques  (ainsi  qu'il  résulte  des 
valeurs  de  n,  combinées  à  variation  linéaire  de  b,  et  de  la  relation  Vk 

=  30  +  2/3)  suivent  la 
même  allure  que  celle  que 
nous  avons  trouvée  par 
la  méthode  des  superpo- 
sitions. Il  résulterait  donc 
de  la  combinaison  des  ob- 
servations de  M.  KuENEN 
que,  pour  des  mélanges 
de  chlorure  de  méthyle  et 
d^anhydride  carbonique, 
les  volumes  critiques  ne 
sauraient  être  exprimés 
par  une  fonction  du  second 
degré  par  rapport  à  la 
composition,  ainsi  qu'il  a 
été  admis  par  M.  van  der 
Waat^  dans  sa  théorie 
des  mélanges  idéaux;  la 
fonction  devrait  être  du 
troisième  degré  au  moins^). 
Dans  la  fig.  5  la  courbe 
en  trait  interrompu  repré- 
sente Tallure  de  la  valeur  de  r.rA ,  telle  qu'elle  est  donnée  par  la  méthode 


0,OOiOù 


0,00*tOO 


0         X.=  Ojl.SO 


J L 


0^500 


^f' 


Fig.  5. 


')   Les  observations  de  MM.  Verschaffelt  (chap.  IV),  Keesom  (chap.  V), 
et   Brinkman   (Dissertation,    Amsterdam   1904)  ont  confirmé  cette  conclusion. 


SURFACE  \fj  DE  VAN  DBR  WAALS.  381 

des  superpositions,  la  courbe  en  pointillé  celle  qui  résulte  des  équations 
de  M.  KuENEN.  Quant  à  la  ligne  en  trait  plein,  elle  se  rapporte  au 
mélange  idéal  qui  sera  traité  au  paragraphe  suivant. 

Au  sujet  des  températures  critiques,  il  n'y  a  pas  à  déduire  grand' 
chose  des  équations  de  M.  Kuenen.  Pour  les  valeurs  entre  parenthèses, 

dans  le  tableau  précédent,  a  a  été  calculé  au  moyen  de  —,  où  nous 

avons  pris  pour  K  les  valeurs  données  entre  crochets  par  M.  Kuenen. 
Les  températures  hors  des  parenthèses  dans  le  même  tableau  ont  été 
calculées  au  moyen  de  valeurs  de  a,  obtenues  par  interpolation  entre 
les  valeurs  de  a  que  M.  Kuenen  a  données  séparément  pour  diverses 
températures. 

Ce  n'est  que  pour  le  second  mélange  que  nous  trouvons  une  valeur 
acceptable  pour  Tar — ^o-a,  notamment  20°;  mais  il  est  évident  que  cette 
différence  ne  saurait  devenir  négative  comme  on  le  déduirait  de  cette 
façon  pour  x=-^\^y  ou  nulle  comme  pour  x  =  ^j^.  De  sorte  que  les 
valeurs  déduites  des  équations  de  M.  Kuenen  ne  sauraient  plaider 
ni  pour  ni  contre  celles  que  nous  avons  trouvées  par  la  méthode  des 
superpositions. 

Pour  le  moment  il  n'y  a  donc  pas  d'autres  arguments  que  ceux  déduits 
des  écarts  du  volume  critique,  dont  il  vient  d'être  question,  pour  justi- 
fier un  doute  au  sujet  de  la  possibilité  d'exprimer  par  les  formules,  que 
M.  VAN  DER  Waals  a  données  pour  les  éléments  critiques  des  mélanges 
homogènes,  combinées  à  l'égalité  Tax=  Kx  introduite  par  M.  Kuenen, 
les  éléments  critiques  des  mélanges  homogènes,  dans  le  cas  des  expé- 
riences de  M.  Kuenen. 


3.  Afin  d'obtenir  pour  les  constantes  A",,,  K^^»  ^22 ?  ^m  ^12^  ^22 
des  équations 

^    RT Kx   _ 

^      v—bx       T{v+nbxY 

Kx  =  K.^x''  +  ^Z K,^x[\  —  x)  -{-  K^^{\  —  xY 
bx  =ôn  x^  +  ^b,^   ^(1  — ^)  +  622   (1  —  ^)' 

[p  =  pression  en  atmosphères,  v  =  volume  exprimé  au  moyen  du 
volume  normal  théorique,  R  =  constante  des  gaz,  T  =  température 
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absolue,  x  =  composition  moléculaire;  pour  n  nous  avons  pris  la 
valeur  1,4610)  des  valeurs  qui  s'accordent  aussi  parfaitement  que  pos- 
sible avec  les  expériences  de  M.  Kuenen,  nous  avons  tracé  une  courbe 
du  second  degré  qui  s'accordait  assez  bien  avec  les  volumes  critiques 
obtenus  par  superposition;  nous  en  avons  déduit  J,,,  b^2  et  b^^-  Nous 
avons  tourné  la  convexité  de  cette  courbe  du  côté  de  Taxe  des  iv,  parce 
qu'il  était  possible,  dans  ce  cas,  de  trouver  pour  Â'jj  une  valeur  qui 
rendait  Kx  du  second  degré.  Cela  est  justifié  par  le  fait,  que  nos  équa- 
tions finales  rendent  les  isothermes  de  M.  Kuenen  avec  une  erreur 
maxima  de  2  %. 

Nous  ayons  pris  ensuite  comme  base  pour  le  calcul  des  a's  l'obser- 
vation du  point  de  contact  critique  pour  le  mélange  a?  =  72- 

Comme  la  différence  T^r —  Tjck  ne  pouvait  être  déduite  avec  quel- 
que certitude  des  observations,  nous  avons  dû  nous  contenter  d'une 
estimation. 

D'après  les  résultats  d'une  détermination  graphique  de  la  courbe 
connodale  sur  un  modèle  en  plâtre  construit  antérieurement  (voyez  la 
figure  que  M.  Hartman  en  a  déduite,  chap.  I,  §  3),  la  température 
critique  du  mélange  homogène  est  située  plus  bas  que  la  température 
de  plissement,  et,  bien  que  sa  situation  reste  fort  incertaine,  nous  avons 
cru  devoir  la  chercher  à  une  distance  double. 

11  suffisait  pour  notre  but  de  retrancher  7°  de  la  température  du  point 
de  contact  critique  pour  la  composition  ^a-  Au  moyen  de  Ty^r — 7°  = 
T'/^ify  Tok  et  Tik  il  était  possible  de  calculer  if,,,  K^^  et  K^^. 

Quand  le  modèle  en  plâtre  pour  la  portion  de  la  surface  voisine  du 
point  de  plissement  fut  prêt,  nous  constations  que  pour  le  mélange 
idéal  considéré  T^j^r —  Tij^k  s'élevait  à  19°,  ce  qui  s'écarte  de  la  valeur 
primitivement  admise  dans  le  même  sens  que  ce  que  nous  avions 
déduit  des  observations  pour  le  mélange  Vs  (notamment  30°  d'après 
la  méthode  des  superpositions  et  20°  d'après  les  équations  de  M. 
Kuenen). 

Le  tableau  suivant  fait  connaître  les  valeurs  que  nous  avons  trouvées 
pour  les  constantes  et  les  éléments  critiques  que  l'on  en  déduit. 

K,,  =6,276  ô,,  ==0,001193 

K,^  =3,314  0,2  =  0,000893 

^22  =2,176  ôj2  =0,000780 
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T^u 

Pxk 

t>xk 

x=l 

416 

64,8 

0,007065 

^=% 

391 

68,9 

6249 

^=7. 

363 

71,8 

5568 

^=7. 

336 

73,0 

5022 

x  =  Q 

303 

72,2 

4620 

Pour  la  valeur  de  —  =^^_—  nous  trouvons  donc  ^-^.  La  varia- 

64  lil.vk  OyOù 

tion  à^pxk  s'accorde  avec  celle  de  p^r  (voir  le  diagramme/;^' usuel). 


4.  Dans  la  construction  du  modèle  détaillé  il  était  important  de  pro- 
fiter de  l'avantage  de  pouvoir  choisir  une  plus  grande  échelle  pour  les 
V  et  les  a?  sans  changer  notablement  les  dimensions  du  modèle  tout 
entier,  mais  il  était  recommandable  d'accentuer  autant  que  possible  la 
courbure  de  la  surface  ;//,  près  du  ])oint  de  plissement,  et  de  rendre 
ainsi  aussi  exacte  que  possible  la  détermination  de  la  courbe  connodale 
et  des  cordes  de  contact.  Or,  comme  la  portion  de  la  surface  voisine 
du  point  de  plissement  ne  s'écarte  que  fort  peu  du  plan  tangent,  une 
augmentation  de  ^,  dans  laquelle  les  différences  \p"  =  ;//—  \p^,  \pc 
étant  la  valeur  de  ^  pour  le  point  du  plan  tangent  qui  correspond 
aux  mêmes  valeurs  de  ;r  et  t?,  sont  accrues  dans  le  même  rapport, 
donnerait  à  la  surface  toute  entière  une  inclinaison  beaucoup  plus  forte 
par  rapport  au  plan  xv;  ceci  aurait  pour  conséquence  que  Ton  ne  pour- 
rait donner  au  modèle  que  des  dimensions  restreintes  dans  les  directions 
des  X  et  des  v,  tout  en  conservant  la  même  dimension  dans  la  direction 
des  ;p,  pour  rendre  la  courbure  plus  prononcée.  Nous  avons  évit^  cette 
difficulté  en  construisant  un  modèle  où  les  valeurs  de  xp"  =  4^  —  \pc, 
convenablement  agrandies,  étaient  mesurées  perpendiculairement  au  plan 
XV,  avec  x  et  v  comme  variables  indépendantes  rectangulaires.  Nous 
éliminions  de  cette  façon  la  position  généralement  oblique  de  la  surface 
par  rapport  au  plan  ro?,  et  les  valeurs  de  \p — \pc  pouvaient  être  aug- 
mentées autant  que  le  permettait  la  plus  grande  dimension  que  nous 
pensions  donner  à  la  coordonnée  \p  du  modèle,  pour  rendre  les  cour- 
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bares  aussi  prononcées  que  nous  le  désirions.  Dans  ce  modèle  le  plan 
de  contact,  si  on  le  prolongeait  jusqu'à  ?;  =  oc ,  deviendrait  pour  x  =  '/i 
et  V  =  00  un  plan  dont  les  tangentes  des  angles  par  rapport  au  plan  xv 
seraient  a  ^ib,  tandis  que  dans  la  surface  ^^  ordinaire  il  serait  parallèle 
au  plan  vx. 

Dans  rp"  =  \p  — ;pci  ^c  est  une  fonction  linéaire  de  x  et  v,  M.  van 
DBR  Waals  a  déjà  démontré  que  l'addition  d'une  fonction  linéaire  de  x 
n'a  aucune  influence  sur  les  propriétés  qu'il  s'agit  de  considérer  dans 
rétude  thermodynamique  de  la  surface  ;//.  U  en  est  d'ailleurs  de  même 
d'une  fonction  linéaire  de  v. 

Posant  \p'  =^  ^\j  -\-  av  '\-  bxy  nous  avons 

^'  =  ^^  4-  ô 
dx         dx 

d^' d^ 

dv         dv 

,        .,         d^p'         ddf'        ,  d\b         d\b 

-.'-*'-4'+"-')î'-*-''i+('-')S='--*- 

La  forme  de  la  projection  des  courbes  -^-  =  const.,  -—-  =  const., 

dx  dv 

fji,^  =  const.  et  /c*2  =  const.,  sur  la  surface  xv,  n'est  guère  modifiée  par 
le  fait  que  chacune  de  ces  grandeurs  est  augmentée  d'une  quantité  con- 
stante; dans  le  cas  de  jCt,  il  n'y  a  même  pas  de  différence  entre  les  deux 
valeurs  des  quantités  ^,  et  /ca/. 

Les  valeurs  de  \p'',  employées  pour  la  construction  du  modèle  et  des 
dessins,  sont  liées  aux  valeurs  absolues  de  ;p,  employées  pour  le  modèle 
général  du  pli  tout  entier  (chap.  1),  par  l'équation  suivante: 

rP"  =  —  31786  xfj  —  0,25  v  +  48000  x  — 164780; 
rappelons  d'ailleurs  que 

V 

—  ^p  ={pdv  —  Rr[xlogx  +  [\—x)log{\—x)']  +  9,4383. 

1000 

5.  La  planche  VII  est  une  reproduction  photographique  du  modèle 
détaillé,  laissant  voir  la  courbe  connodale  et  les  cordes  de  contact;  la 
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profondeur  du  pli  est  rendue  sensible  par  Fombre  des  cordes  de  con- 
tact. Les  figg.  1  et  2  de  la  pi.  VIII  donnent  les  sections  \pjt'  =f{^)  et 
yi^x"  =/{^)'   La  fig.  3  de  la  pi.  VIII  donne  les  courbes  de  pression 


/11"  //  f  * 

— --  =  const.  et  les  courbes  de  substitution  —z- 

dv  dx 


7^  - 


=  const.;  la  fig.  4  les 

courbes  de  pression  et  les  courbes  de  potentiel  /x/  =  jC6|  =  const.  (le 
tout  en  projection  sur  le  plan  xv).  Dans  les  deux  dernières  figures,  x 
est  l'ordonnée  et  Vy  exprimé  en  100000"*^^  du  volume  normal  théorique, 
Tabscisse. 

Dans  les  figg.  3  et  4  la  courbe  connodale  est  représentée  en  trait 
interrompu;  les  hachures  donnent  une  idée  de  l'incertitude  dont  cette 
courbe  est  affectée.  La  position  exacte  du  point  F  (le  point  de  plisse- 
ment) sur  la  connodale  est  encore  une  fois  assez  incertaine.  Pour  la 
déterminer  d'une  manière  plus  précise,  il  serait  nécessaire  de  faire  un 
examen,  détaillé  comme  le  pré- 
cédent, de  la  région  voisine  du 
point  P.  Un  examen  pareil  des 
deux  régions  voisines  des  points 
de  tangence  d'une  corde  de  con- 
tact nous  donnerait  une  plus 
grande  certitude  au  sujet  de  la 
position  de  cette  corde.  De  même 
la  situation  du  point  i2  (le  point 
de  contact  critique)  pourrait 
être  déterminée  avec  plus  de 
précision. 

On  peut  admettre  que  nous 
avons  obtenu  d'une  façon  assez 
précise  la  différence  a?  Tr — ix^Tpi  i^ 
des  compositions  qui  correspon- 
dent au  point  de  contact  critique 
et  au  point  de  plissement,  rela- 
tifs à  la  température  T=  373° 
Nous  pourrions  déduire  de  là, 
par  une  estimation  plus  précise, 
des  valeurs  plus  convenables 
pour  la  différence  Tij^r — î^'yo  d'^ù  nous  sommes  partis  pour  déduire 
les  valeurs  de  Oj^  ^^c.;  ces  nouvelles  valeurs  nous  permettraient  de 


SOO 


Fig.  6. 
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trouver  pour  ces  constautes  d'autres  valeurs,  pour  lesquelles  l'accord 
avec  les  expériences  de  M.  Kuenen,  dans  le  voisinage  du  point  Ad  plis- 
sement, serait  probablement  meilleur. 

Si  nous  faisons  usage  de  la  ligne  connodale,  trouvée  par  voie  graphi- 
que, pour  en  déduire  les  phénomènes  de  condensation  pour  un  mélange 
de  composition  x,  comprise  entres  celles  du  point  de  plissement  (xTpi) 
et  du  point  de  contact  critique  (xrr),  nous  obtenons  une  représentation 
des  observations  de  M.  Kuenen  à  103°  et  pour  la  composition  0,41  ;  cette 
représentation  n'est  toutefois  qu^ approximative.  La  fig.  6  de  la  page  précé- 
dente a  été  construite  en  déduisant,  de  la  fig.  4,  pi.  VIII,  pour  chaque  corde 

Cf 

de  contact,  la  valeur  du  rapport  - — r~7r- ,  c.  à  d.  le  rapport  entre  la  por- 

tion  de  la  corde  de  contact,  comprise  entre  le  point  de  contact  du  côté  de 
la  vapeur  et  l'intersection  avec  la  droite  qui  correspond  à  la  composition 
X  pour  laquelle  nous  examinons  les  phénomènes  de  condensation,  et  la 
corde  de  contact  tout  entière.  On  sait  que  ce  rapport  fait  connaître  le 
nombre  de  molécules-grammes  constituant  la  phase  liquide;  on  en  déduit 
le  volume  du  liquide  qui  correspond  à  la  corde  de  contact  a,  en  multi- 
pliant ce  rapport  par  v^-  Dans  la  fig.  6  le  volume  liquide  a  été  pris 
comme  ordonnée  de  la  courbe  et  le  volume  total  comme  abscisse  *). 

La  courbe  en  trait  interrompu  est  celle  de  M.  Kuenkn.  La  composi- 
tion pour  laquelle  la  constructio'i  a  été  faite  a  été  choisie  de  telle  façon 
que  le  rapport  des  volumes,  correspondant  au  commencement  et  à  la 
fin  de  la  condensation,  était  le  même  que  chez  M.  Kuenen. 

En  lisant  les  valeurs  des  pressions  aux  points  d'intersection  des  cor- 
des de  contact  sur  la  fig.  4,  pi.  VTIl,  on  constate  que  pendant  la  con- 
densation la  pression  varie  à  peu  près  linéairement  avec  le  volume  total. 
Tel  est  d'ailleurs  approximativement  le  cas  dans  les  expériences  de 
M.  Kuenen.  L'augmentation  de  la  pression  s'accorde  aussi  assez  bien 
avec  celle  qui  a  été  observée:  tandis  que  M.  Kuenen  a  observé  une 
augmentation  de  73,5  à  83,8  atm.,  nous  en  trouvons  une,  d'après  notre 
figure,  de  78,6  à  93,2. 


*)  Voir  aussi  la  figure  que  M.  Versciiaffelt  a  donnée  pour  la  condensation 
rétrograde  dans  le  cas  de  mélanges  d'anhydride  carbonique  et  d'hydrogène 
(chap.  IV  de  ce  recueil). 
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Recherches  concernant  le  pli  transversal  de  la  surface  \p 

DE  VAN  DER  WaALS, 


PAU 
CH.  M.    A.   HABTMAN. 


A.  La  composition  et  le  volume  spécifique 

DES  PHASES  coexistantes  GAZEUSE  ET  LIQUIDE  DANS  LES  MELANGES 
DE  CHLORURE  DE  METHYLE  ET  d'aNHYDRIDE  CARBONIQUE  *). 

1.  Litroducfiofi,  La  théorie  de  van  der  Waals  a  déjà  conduit  à 
de  nombreuses  recherches  expérimentales.  Ainsi  p.  ex.  M.  Kuenen  a 
déterminé  les  isothermes  de  trois  mélanges  différents  de  chlorure  de 
méthjle  et  d'anhydride  carbonique,  dans  la  région  des  états  gazeux, 
afin  de  construire  les  surfaces  \}j  jusqu'à  la  courbe  limite,  à  difl'érentes 
températures,  et  d'obtenir  des  données  relatives  aux  constantes  a^2  et 
ô,2  de  VAN  DER  Waals.  Il  a  aussi  étudié  les  phénomènes  présentés  par 
des  mélanges  de  diverses  substances  au  voisinage  du  point  de  plissement, 
et  ses  recherches  ont  également  fait  connaître  la  forme  des  courbes  con- 
nodales  dans  le  voisinage  des  points  de  plissement. 

Il  était  à  désirer  maintenant  que  Ton  pût  tracer,  au  moyen  de  don- 
nées fournies  par  Texpérience,  un  premier  pli  traversant  la  surface  \b 
d'un  bout  à  l'autre,  avec  indication  des  phases  coexistantes.  Si  la  den- 
sité et  la  composition  de  ces  phases  sont  connues,  pour  une  certaine 
température,  il  est  possible  de  tracer  la  projection  de  la  courbe  conno- 
dale  sur  le  plan  xr^  et  de  mener  aussi  les  projections  des  tangentes  qui 
relient  les  phases  coexistantes  sur  la  surface. 

Dans  la  présente  étude  je  me  suis  proposé  d'obtenir  de  pareilles  don- 
nées. Comme  substances  à  mélanger  j'ai  choisi  le  chlorure  de  méthyle 
et  Tanhydride  carbonique,  puisque  M.  Kuenen  a  déjà  réuni  un  grand 
nombre  de  données  relatives  à  leurs  mélanges. 


*)   Versl.  Kon,  Akad.  Amsterdam^  25  juin  1898;  Comm.  phys.  lab,  Leiden, 
n^.  43;  Dissertation,  Leyden,  1899. 
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2.  Principe  âe  la  méthode.  La  figure  schématique  7  peut  servir  à 
expliquer  le  principe  de  la  méthode  d'investigation  qui  a  été  suivie. 

Les  phases  coexistantes  sont  contenues  dans  un  large  réservoir  R,  A 
la  partie  supérieure  de  ce  réservoir  il  y  a  un  espace  B,  où  Ton  peut 
isoler  un  certain  volume  de  la  phase  gazeuse  en  fermant  le  robinet  B^  ; 
en  ouvrant  le  robinet  B^  on  peut  recueillir  cette  vapeur 
au-dessus  de  mercure  dans  un  tube  eudiométrique.  La 
quantité  de  vapeur  est  déterminée  par  la  mesure  du 
volume,  de  la  pression  et  de  la  température  du  gaz  ainsi 
recueilli,  tandis  que  la  teneur  en  anhydride  carbonique 
s'obtient  en  laissant  absorber  ce  gaz  par  de  la  potasse 
caustique. 

On  peut  isoler  de  la  même  façon  un  certain  volume 
de  la  phase  liquide,  dans  un  espace  A  compris  entre 
les  robinets  A^  et  A^, 

Les  volumes  des  espaces  A  et  B  ont  été  déterminés 
en  mesurant  la  quantité  d'oxygène  qu'ils  peuvent  con- 
tenir à  haute  pression. 

L'équilibre  des  phases  a  été  obtenu  en  remuant  au 
moyen  d'un  agitateur  électro-magnétique,  tel  qu'il 
s'emploie  actuellement  au  laboratoire  de  physique  de 
Leyden  dans  toutes  les  recherches  de  ce  genre  (voir  §  6)  *). 
Cet  agitateur  permet  d'obtenir  en  peu  de  temps  un  par- 
fait équilibre  dans  le  réservoir  R,  Pendant  l'agitation  les  robinets  A^ 
et  J9,  sont  ouverts.  Afin  d'être  sûr  que  la  composition  de  la  matière 
contenue  dans  l'espace  B  est  la  même  que  la  phase  gazeuse  dans  R, 
j'ouvre  un  peu  le  robinet  B^,  tout  en  continuant  à  agiter  doucement, 
et  je  laisse  s'échapper  un  peu  plus  de  vapeur  que  l'espace  B  n'en  peut 
contenir,  après  quoi  je  ferme  les  robinets  B2  et  B^.  Pour  recueillir  la 
phase  liquide  j'opère  de  la  même  façon  avec  les  robinets  ^,  et  y^j. 

Les  espaces  A  et  B  avaient  respectivement  une  capacité  de  0,0778 
et  3,25  cm'.,  celle  du  réservoir  R  était  de  150  cm'.  On  peut  donc 
admettre  que  les  compositions  de  la  vapeur  et  du  liquide  ne  changent 
pas  notablement  pendant  que  l'on  prend  un  échantillon  des  deux  phases, 
du  moins  quand  l'opération  s'effectue  de  la  façon  indiquée  tantôt  et 


Fig.  7. 


*)  Il  fut  employé  pour  la  première  fois  par  M.  Kuenen;  voir  ces  Archives, 
26,372,1893. 


SURFACE  \p  DE  VAN  DER  WAALS.  389 

avec  les  précautions  nécessaires;  les  compositions  du  liquide  et  de  la 
vapeur,  fournies  par  Tanalyse,  sont  donc  celles  des  phases  coexistan- 
tes, qui  correspondent  à  la  température  et  à  la  pression  auxquelles  Topé- 
ration  a  en  lieu. 

Pour  que  la  température  reste  constante,  Tappareil  est  placé  dans 
un  bain  d'eau  (voir  §  5). 

Avant  et  après  l'opération  de  l'analyse  des  phases,  la  pression  de 
coexistence  est  mesurée  au  moyen  d'un  manomètre  communiquant  avec 
a  par  le  tube  jp  (voir  §  4-).  Comme  pression  de  coexistence  j'ai  pris  la 
moyenne  de  ces  deux  mesures. 

Une  fois  qu'une  première  mesure  est  effectuée,  on  peut  faire  une 
seconde  détermination  en  enlevant  une  seconde  fois  une  partie  des  pha- 
ses coexistantes,  et  on  peut  continuer  ainsi  jusqu'à  épuisement  de  la 
phase  liquide  dans  le  réservoir  E.  A  chaque  nouvelle  détermination  on 
trouve  une  nouvelle  valeur  pour  la  pression  sous  laquelle  coexistent  les 
deux  phases. 

De  cette  manière  j'ai  fait  ordinairement  une  série  de  déterminations 
successives  à  la  même  température. 

8.  Description  de  Pappareil  (pi.  IX,  fîgg.  1  à  3).  Le  réservoir  R 
consiste  en  un  tube  en  laiton  étiré,  long  intérieurement  de  55  cm.,  et 
fermé  à  chaque  bout  par  une  plaque  vissée  et  soudée.  L'espace  A  est 
compris  entre  les  pointes  des  tiges  de  deux  robinets;  la  chambre  du 
robinet  A^  communique  avec  le  réservoir  par  un  petit  ajutage  a, 
muni  de  deux  écrous  et  où  est  soudé  un  étroit  tube  capillaire  en  acier, 
d'une  longueur  telle  que  son  extrémité  inférieure  aboutit  à  la  chambre 
de  A^ ,  tandis  que  son  extrémité  supérieure  dépasse  de  5  mm.  le  cou- 
vercle inférieur  du  réservoir  R. 

On  obtient  de  cette  manière  un  raccordement  aussi  court  que  pos- 
sible entre  R  et  A;  les  petites  particules  solides  qui  auraient  pu  être 
entraînées  dans  le  réservoir  pendant  la  distillation  des  gaz  peuvent  se 
déposer  dans  un  espace  annulaire  au  fond  du  réservoir;  d'ailleurs,  l'ex- 
trémité supérieure  du  tube  capillaire  en  acier  est  protégée  contre  les 
chocs  de  Tagitateur  par  un  rebord  du  couvercle. 

Dans  le  couvercle  supérieur  du  réservoir  sont  soudés  trois  tubes 
capillaires  en  cuivre. 

L'un  d'eux,  b,  conduit  vers  le  robinet  j&, ;  l'espace  B  est  formé  par 
un  capillaire  de  même  espèce,  long  de  80  cm.  et  enroulé  en  tire-bouchon. 
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On  a  pris  soin  de  donner  partout  la  même  section  au  tube  d'échappe- 
ment de  la  vapeur,  afin  d'éviter  une  condensation  par  suite  d'une 
détente  adiabatique. 

Un  deuxième  tube  c  conduit  vers  le  robinet  C^  et  sert  à  relier  le 
réservoir  à  l'appareil  de  purification  des  gaz  soumis  à  Texpérience.  Le 
troisième  tube  d  établit  la  communication  entre  le  réservoir  et  l'appa- 
reil pour  la  mesure  des  pressions. 

4.  Mesure  de  la  pression.  La  détermination  de  la  pression  exigeait 
certaines  précautions.  En  remplissant  de  mercure  le  tube  de  communi- 
cation avec  le  manomètre  à  air  comprimé,  on  peut  éviter  qu'une  difTé- 
rence  de  température  entre  le  manomètre  et  le  bain  d'eau  entourant  le 
réservoir  ne  produise  une  condensation  ou  une  évaporation.  Mais  il  faut 
alors  que  le  ménisque  mercuriel,  sur  lequel  agit  la  pression  de  la  vapeur, 
soit  placé  dans  le  bain  d'eau  et  rendu  visible,  afin  que  l'on  puisse 
observer  la  différence  de  hauteur  entre  ce  ménisque  et  celui  du  mano- 
mètre. 

C'est  pourquoi  le  tube  d  est  relié,  par  l'intermédiaire  du  robinet  C, , 
à  un  tube  capillaire  en  laiton  e,  qui  aboutit  au  sommet  du  réservoir  en 
verre  B;  celui-ci  communique  à  son  tour,  par  les  capillaires  en  acier 
f  et  g  et  le  robinet  en  acier  />, ,  avec  les  cylindres  de  compression  des 
manomètres.  Pour  augmenter  la  sensibilité  j'ai  fait  usage  de  deux  mano- 
mètres, Tun  indiquant  des  pressions  de  4  à  20,  l'autre  des  pressions  de 
18  à  90  atmosphères;  on  voit  que  leurs  indications  pouvaient  être  com- 
parées dans  un  petit  intervalle. 

Leurs  indications  avaient  été  comparées  d'ailleurs  avec  le  mano- 
mètre étalon  ouvert,  en  cascade,  installé  au  laboratoire  de  physique  '). 

Les  cylindres  de  compression  des  deux  manomètres  communiquent 
par  en  haut  avec  une  pompe  de  compression;  ils  sont  séparés  de 
cette  pompe  et  du  tube  h  par  des  robinets,  de  sorte  qu'ils  peuvent  être 
mis  séparément  hors  d'usage.  Au  moyen  de  la  pompe  de  compression 
le  mercure  d'un  des  cylindres  peut  être  refoulé  dans  les  tubes  capillaires 
//,  g  et/,  et  de  là  dans  l)  jusqu'à  la  hauteur  voulue. 

\^nt  correction  doit  être  apportée  à  la  pression  indiquée  par  les  mano- 
mètres, à  cause  d'une  différence  de  hauteur  du  mercure  dans  1)  et  dans 
les  manomètres. 

*)  Kamerlingh  Onnes,  Vevsl.  Kon.  Akad,  Amsterdam^  29oct.  1891;  Comm, 
phys.  lab.  Leiden  n*'.  44. 
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J'ai  rendu  le  volume  D  assez  grand  pour  que  le  ménisque  mercuriel 
y  restât  visible,  quand  la  pression  change,  sans  qu'il  fût  nécessaire  de 
faire  usage  de  la  pompe  de  compression. 

5.  Le  bain  (Teau.  Pour  obtenir  une  température  constante,  j'ai  lancé 
un  courant  d'eau  à  travers  le  tube  dans  lequel  tout  l'appareil  était 
placé.  Quand  j'employais  Teau  de  la  distribution,  la  température  était 
réglée  par  l'appareil  dont  s'est  servi  M.  van  Eldik  '),  pour  ses  mesu- 
res d'ascensions  capillaires.  Dans  les  cas  où  la  température  de  l'eau  de 
la  distribution  était  trop  élevée,  je  Tai  refroidie  par  de  la  glace,  en  éta- 
blissant une  circulation,  semblable  en  principe  à  celle  que  M.  de  Haas^) 
appliqua  dans  ses  recherches  sur  la  viscosité  des  liquides. 

Le  bain  d'eau  a  été  construit  de  telle  manière  que  l'appareil  tout 
entier  y  pouvait  être  introduit  par  le  haut.  A  cet  effet,  les  quatre 
robinets  ^,,  B^,  C\  et  C2  sont  montés  sur  une  plaque  //,  à  laquelle 
est  fixé  le  couvercle  X  du  bain.  Ce  couvercle  est  percé  en  son 
milieu  d'une  ouverture  pour  laisser  passer  les  tubes  e  et/;  un  rebord  tout 
autour  de  l'ouverture  sert  à  maintenir  le  tube  de  verre  L,  Aux  quatre 
coins  le  couvercle  est  en  outre  percé  de  trous  plus  petits,  fermés  par 
des  bouchons  bien  étanches,  par  où  passent  les  tubes  ô'  etc\  la  seconde 
branche  de  /  et  un  thermomètre.  La  plaque  d'appui  porte  inférieure- 
raent  une  seconde  plaque  en  équerre,  supi)ortant  le  réservoir. 

Le  bain  d'eau  lui-même  consiste  en  une  boîte  rectangulaire  M,  con- 
tenant la  plaque  aux  robinets,  et  un  cylindre  N  qui  enveloppe  le  réser- 
voir. A  la  face  antérieure  de  la  boîte  il  y  a  quatre  trous  qui  laissent 
passer  les  tiges  d'acier  des  robinets;  quand  ces  derniers  sont  introduits 
dans  la  boîte,  les  ouvertures  sont  fermées  au  moyen  de  bouchons  en 
liège  et  les  tiges  des  robinets- sont  munies  d'allonges  en  cuivre.  Le 
robinet  double  A  est  entouré  d'un  propre  manteau  qui  y  est  soudé;  un 
anneau  en  caoutchouc  F,  haut  de  10  cm.,  et  qui  peut  être  déplacé  le 
long  du  cylindre,  achève  de  rendre  le  bain  étanche.  Une  des  faces  laté- 
rales de  la  boîte  M  est  en  verre,  pour  permettre  de  découvrir  une  fuite 
éventuelle  de  gaz,  en  cherchant  l'endroit  d'où  le  gaz  s'échappe;  cette 
précaution  n'est  pas  superflue,  quand  on  considère  qu'il  y  a  dans  le 


*)  Van  Eldik,  Dissertation,  Leyden  1898;  Comm.  phys.  lab.  Leiden^  n°. 39. 
*)  De  Haas,  Dissertation,  Leyden,  1894. 
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seul  bain  d'eau  douze  endroits  où  le  raccordement  est  établi  au  moyen 
d'un  ajutage  avec  écrou. 

Dans  mes  observations  entre  9  et  10°,  la  température  du  laboratoire 
était  plus  élevée  que  celle  du  bain;  Teau  entrait  alors  par  E  dans  l'ap- 
pareil et  en  sortait  par  la  décharge  F.  Dans  ces  conditions  il  se  peut 
que  Teau  s'échauffe  en  traversant  l'appareil,  mais  elle  ne  se  refroidira 
certainement  pas;  il  est  donc  impossible  que  le  liquide  passe  par  distilla- 
tion de  R  dans  S,  Il  est  vrai  que  de  temps  en  temps  il  apparaissait  un 
peu  de  liquide  au-dessus  du  mercure  en  J9,  mais  il  n'en  résultait  pas 
une  perturbation  sensible  de  l'équilibre  entre  les  deux  phases;  du  moins 
le  manomètre  n'accusait  aucun  changement  durable. 

Dans  le  cas  où  la  température  d'observation  est  plus  élevée  que  celle 
de  l'enceinte,  on  peut  éviter  une  distillation  en  introduisant  l'eau  en  F 
et  la  laissant  s'écouler  par  F,  Alors  le  tube  G  sert  eu  même  temps  de 
décharge,  pour  le  cas  où  l'entrée  par  i'^  serait  trop  abondante. 

6.  Tj  agitation.  L'agitateur  était  un  petit  cylindre  en  fer  doux  de  15 
mm.  de  longueur,  portant  aux  extrémités  de  petits  disques  de  12  mm.  de 
diamètre; il  était  entraîné  parle  mouvement  d'une  bobine  d'induction  5, 
placée  à  l'extérieur  du  bain.  Un  petit  cylindre  en  tôle  T,  enveloppant 
le  réservoir,  accompagnait  la  bobine  et  servait  à  concentrer  les  lignes 
de  force  magnétique  dans  Taxe  de  la  bobine.  Le  courant  traversant 
la  bobine  a  été  fourni  par  quatre  accumulateurs  portatifs. 

7.  Les  analyses,  La  composition  du  gaz,  recueilli  au-dessus  du  mer- 
cure, a  été  déterminée  en  laissant  absorber  l'anhydride  carbonique  par 
des  fragments  de  potasse  caustique.  Ces  fragments,  de  petits  cylindres 
de  10  à  15  mm.,  ne  pouvaient  pas  être  trop  secs,  sans  quoi  on  n'avait 
pas  une  pleine  certitude  que  tout  l'anhydride  était  absorbé.  Mais  ils  ne 
pouvaient  pas  non  plus  être  trop  humides,  car  une  étude,  faite  séparé- 
ment dans  ce  but,  apprit  qu'une  solution  saturée  de  potasse  caustique 
dissout  le  chlorure  de  méthyle.  Après  quelques  tâtonnements,  j'appris 
à  introduire  les  fragments  dans  l'eudiomètre  avec  une  quantité  d'eau 
convenable. 

Je  laissais  le  gaz  en  contact  avec  la  potasse  caustique  pendant  quel- 
ques jours.  Pour  activer  l'absorption  l'eudiomètre  fut  plongé  aussi  pro- 
fondément que  possible  dans  une  cuve  à  mercure,  consistant  en  un 
tube  à  gaz  en  fer,  long  de  1  m.,  bouché  inférieurement  et  muni  à 
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SOU  extrémité  supérieure  d'une  large  cuyette.  Un  inouvemeut  de  Teu- 
diomètre  dans  un  sens  vertical  activait  également  Fabsorption  de  Tanhy- 
dride  carbonique. 

Pour  déterminer  la  quantité  de  gaz  dans  Teudiomètre,  ce  dernier  fut 
plongé  dans  le  mercure  assez  profondément  pour  que  le  volume  et  la 
pression  pussent  être  déterminés  au  même  degré  de  précision.  Des  an- 
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Fig.  8. 

ueaux  élastiques  en  tôle  privée  d'étain  enserraient  Teudiomètre,  et  étaient 
munis  d'aiguilles  recourbées  vers  le  bas  et  terminées  en  pointe  fine.  La 
pointe  est  mise  en  contact  avec  la  surface  libre  du  mercure  dans  la 
cuvette,  tandis  qu'on  lit  la  graduation  de  Teudiomètre  au  niveau  du 
bord  du  Tanneau.  Avant  de  faire  cette  lecture,  un  tube  en  caoutchouc 
est  glissé  sur  Teudiomètre  et  porte  un  bain  d'eau  sous  forme  d'un  tube 
de  verre.  Par  ce  dispositif  bien  simple  on  peut  observer  aussi  la  tem- 
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perature  du  gaz  à  mesurer,  de  sorte  que  le  volume  peut  être  réduit  à 
0^  C.  et  1  atm. 

Les  calculs  nécessaires  pour  obtenir  dans  ces  analyses  des  résultats 
dignes  de  confiance  étaient  fort  longs,  à  cause  des  nombreuses  déter- 
minations de  volume  et  de  toutes  les  corrections,  nécessaires  pour  obte- 
nir la  certitude  que  l'absorption  était  complètement  terminée. 

Dans  la  détermination  des  quantités  de  liquide  et  de  vapeur  soutirées, 
j'ai  évidemment  tenu  compte  de  la  quantité  de  substance  qui  était 
restée  dans  Tespace  A  on  B ,  sous  pression  atmosphérique.  Surtout 
dans  le  cas  de  vapeurs  à  basse  pression  cette  quantité  n'est  pas 
négligeable. 

Comme  les  tubes  eudiométriques  étaient  remplis  de  mercure  de  la 
façon  ordinaire,  il  restait  dans  le  vide  théorique  une  petite  quantité 
d'air,  dont  j'ai  tenu  compte  dans  mes  calculs. 

8.  Les  résultats.  Le  but  de  mes  observations  était  de  déterminer  le  pli 
correspondant  à  une  température  déterminée;  comme  telle  j'ai  choisi  9°,5. 

Voici  quelles  sont  les  mesures  faites  dans  le  voisinage  de  cette  tem- 
pérature : 


Température 

Pression 
en  atm. 

X 

*' 

%  V 

%  /'" 

9,1 

3,52 

0 

0 

7,4096—10 

9,2219—10 

9,4' 

4,83 

0,0088 

0,1985 

3991 

9,1711 

8,8 

5,50 

0394 

3162 

4178 

9,1195 

9,4. 

6,26 

0562 

4118 

4162 

9,0795 

9,4=* 

12,37 

2006 

7087 

4189 

8,8456 

9,5 

13,51 

2336 

7204 

4108 

8,7633 

9,5=^ 

13,77 

2506 

7529 

4019 

8,7726 

9,4' 

18,64 

3700 

7882 

3863 

8,6605 

9,5 

24,55 

5172 

8649 

3768 

8,5450 

9,4* 

32,30 

7431 

9260 

4109 

8,3721 

9,5' 

33,01 

0,7445 

0,9337 

4093 

8,3730 

9,7 

43,86 

1 

1 

7,3858—10 

8,1622—10 
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En  appliquant  une  petite  correction,  déduite  d'observations  qu'il 
n'est  pas  la  peine  de  citer  ici,  tout  a  été  réduit  à  la  même  température 
moyenne  de  9^,5. 

Ces  observations  ainsi  réduites  ont  été  représentées  dans  un  diagramme 
xp  et  dans  un  diagramme  x  —  logv  (voir  les  figg.  8  et  9 ,  où  les  observa- 
tions sont  indiquées  par  de^  croix). 


Fig.  9. 

L'unité  de  pression  qui  a  servi  à  tracer  la  fig.  8  équivaut  à  0,966 
atm.  Dans  la  fig.  9,  v  se  rapporte  à  une  molécule-gramme;  pour 
pouvoir  comprendre  dans  un  même  tracé  les  deux  lignes  ol  et  jt',  sans 
que  les  dimensions  fussent  trop  grandes,  j'ai  compté  en  ordonnées,  vers 
le  bas,  logv  au  lieu  de  v  même. 

Dans  ces  figures  j'ai  raccordé  d'ailleurs  par  des  droites  quelques  pha- 
ses coexistantes;  dans  la  fig.  9  ces  droites  ne  sont  pas  toutefois  les  trans- 

26* 


396 


CH.  M.  A.  HARTMAN. 


formées,  dans  ce  diagramme,  des  projections  des  cordes  de  contact  sur 
le  plan  xv. 

Par  les  points  ainsi  obtenus  (représentés  par  des  croix)  j'ai  tracé  les 
courbes  continues  a,  a,  x  et  x\  qui  rendent  aussi  parfaitement  que  pos- 
sible les  observations  réduites. 

J'ai  déduit  de  ces  courbes  le  tableau  suivant  : 


Phases  coexistantes  à  9°, 5. 


p 

X 

^ 

r 

3,58 

0 

0 

0,00256 

0,173 

6 

0,021 

0,242 

257 

145 

10 

136 

640 

262 

0813 

15 

267 

745 

252 

0562 

20 

394 

810 

248 

0454 

25 

534 

861 

246 

0356 

30 

675 

908 

251 

0269 

35 

800 

947 

248 

0209 

40 

0,910 

0,980 

245 

0166 

43,64 

1 

^ 

0,00243 

0,0145 

De  ces  données  il  résulte  en  premier  lieu  que  dans  le  diagramme  xp 
la  branche  liquide  de  la  courbe  binodale  est  à  peu  près  une  droite.  Pour 
le  système  de  deux  substances  employé  ici  et  pour  la  température  à 
laquelle  ces  observations  ont  été  faites,  les  exposants  de  Téquatiou 
suivante: 


1     .i^'dV 


1  (i-^r^v 

'if 


P^P,{\-x)e     iiRT2d.v^  j^p^^,     MUT       2       dx" 
donnée  par  M.  van  deu  Waals  '),  sont  donc  très  petits.  En  projection 


•)  Ces  Archives,  24,  119,  189-^. 
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sar  le  plan  jpv  cette  brauche  liquide  est  d'ailleurs  sensiblement  parallèle 
à  Taxe  des  x  *). 

Mais,  par  la  méthode  suivie  ici  pour  déterminer  l'allure  de  cette 
ligne,  il  se  peut  que  j'aie  trouvé  des  valeurs  trop  grandes  pour  le 
volume  moléculaire.  Il  n'est  pas  impossible,  en  effet,  qu'en  fermant  les 
robinets  A^  et  ^^  on  enferme  une  petit  bulle  de  vapeur  dans  l'espace  A, 
Cela  n'aurait  aucune  influence  sensible  sur  la  valeur  de  or,  mais  bien 
sur  celle  de  v, 

9.  Controls,  Remarquons  encore,  pour  finir,  que  les  valeurs  que  j'ai 
trouvées  pour  la  tension  de  vapeur  des  substances  pures  s'accordent 
bien  avec  celles  observées  par  d'autres  auteurs. 

C'est  ainsi  qu'à  9°,7  j'ai  trouvé  pour  V anhydride  carbonique  P^  = 
43,86  atm.,  alors  que  je  déduis  par  interpolation,  des  données  com- 
muniquées par  M.  Amagat,  pour  la  même  température  43,9. 

J'ai  trouvé  de  même  pour  le  chlorure  de  méthyle  à  9°,1  P,  =  3,5SÎ 
atm.,  tandis  que  les  observations  de  Ebgnault  donneraient  3,42. 


B.  Les  phénomènes  de  condensation 

DANS  LES  mélanges  DE  CHLOBURE  DE  MÉTHYLE  ET  d'aNHYDRIDE 
CARBONiqUE  i  9*^,5  \ 


C.  Les  phénomènes  de  condensation  au  voisinage 

DU  POINT  CRITiqUE  ^). 

1.  Dans  une  de  ses  communications  *),  M.  Duhem  suppose  que, 
dans  le  cas  d'un  mélange  de  deux  substances  miscibles  en  toutes  pro- 
portions, les  isothermes  théorique  et  expérimentale,  relatives  à  une 
seule  et  même  température  située  entre  la  température  de  plissement  et 


*)  Voir  chap.  I,  p.  373. 

*)  Cette  commanication  a  déjà  été  publiée  dans  ces  Archives^  (2),  5,  636,  1900. 
')   Ver«/.  Kon,  Akad.  Amsterdam^  26  mai  1900;  Cotnm.  pfnjs,  lah,  Leiden^  n**.  56. 
*)    Procès-verbaux  des  séances  de  la    Soc,   des  Se»  phys*  et  nat,  de  Bor^ 
deaux^  1899. 
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celle  du  point  de  contact  critique,  s'entrecoupent  deux  fois  dans  la 

région  des  équili- 
^^^  bres  instables.    Je 

me  propose  de  faire 
voir  que  cette  sup- 
position est  en  dés- 
accord avec  la  théo- 
rie des  mélanges  de 
"-^^  VAN    DEii   Waai^. 

^  ->.  >-  l/allure   vérita- 

ble  de  ces  isother- 
mes est  donnée  par 
"».  ^  la  figure  suivante, 

(fig.  10),  où  les 
ligues  d'égale  pres- 
sion sur  la  surface 
•^,  dans  le  voisi- 
nage de  la  région 
de  condensation 
rétrograde,  sont 
projetées  surleplan 

XV.  Cette  allure  se  déduit  de  la  formule  suivante  de  van  dku  Waals, 

qui  se  rapporte  à  un  point  quelconque  de  la  courbe  connodale  sur  la 

surface  '^p  ')  : 


Fi^.  10. 


r'—r 


c^w  /p'  dx 


Comme  le  second  membre  de  cette  équation  est  toujours  positif  (au 
point  de  plissement  F  il  s'anuuUe  en  même  que  -— ) ,  les  deux  facteurs 
du  premier  membre  doivent  toujours  avoir  le  même  signe. 


')  VAN  DER  Waals,  ces  Archivea^  24,  15,  1889.  Dans  cette  formule  il  est 
fait  une  distinction  entre  la  pression  P  de  coexistence  et  la  pression  p  en  un 
point  quelconque  de  la  surface  t^.  Quant  aux  grandeurs  F,  x  et  V,  x'  elles  se 
rapportent  aux  phases  coexistantes. 
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Au  point  de  contact  critique  R,  oh  -  -  est  infiniment  grand,  la  corde 


de  contact  sera  tangente  à  T isobare  '). 

îs  entre  P 

'^V\  „  r—v 


dP 
En  chaque  point  compris  entre  P  et  R,  où    --  est  négatif,  comme 


(oy\                           y  — V 
Y  -  )  remportera  sur  —, ;  en  d'autres 
o£  y  p                                 X  —  X 

termes:  la  courbe  de  pression  y  fera  un  angle  plus  grand  avec  Taxe  des 

X  que  la  corde  de  contact. 

dP  .  . 

A  r  autre  extrémiti^  de  la  corde,  où   —  est  positif,  la  pente  de  Tiso- 

dx 

bare  sera  plus  faible. 

Il  suit  de  là  que,  pour  des  pressions  comprises  entre  Pp  et  P/{,  les 
portions  des  isobares  situées  dans  la  région  instable  seront  comprises, 
en  projection,  entre  la  corde  et  la  courbe  connodale,  de  sorte  qu'il  ne 
saurait  se  produire  d'intersection  de  l'isobare  avec  la  corde  de  contact 
dans  cette  région. 

Pour  des  pressions  plus  faibles  que  P/^,  la  corde  de  contact  et  la 
courbe  de  pression  ne  s'entrecouperont  qu'en  un  seul  point  5.  La  courbe 
sur  laquelle  ces  points  d'intersection  sont  situés  s'étend  sur  tout  le  pli 
et  aboutit  au  point  de  contact  critique  R, 

Si  nous  suivons  maintenant  une  droite  x  =^  Xy  en  diminuant  le 
volume,  nous  pouvons  déduire  de  la  figure  les  phénomènes  de  con- 
densation. 

Au  commencement  de  la  condensation,  nous  rencontrons  d'abord 
risobare  en  a,  puis  la  corde  de  contact  correspondante  en  h)  mais, 
au-delà  de  5,  c'est  le  contraire  qui  a  lieu,  et  nous  rencontrons  d'abord 
la  corde  en  c,  puis  l'isobare  en  d. 

Si  nous  représentons  maintenant,  dans  un  diagramme  r/;,  la  relation 
entre  V  eip,  nous  retrouvons  le  point  d'intersection  en  question  pour 
tous  les  mélanges  qui  se  condensent,  comme  intersection  des  isothermes 
théorique  et  expérimentale;  et  il  n'y  a  pas  d'autre  intersection.  Nous 
voyons  alors  aussi  qu'au  commencement  de  la  condensation  l'isotherme 
expérimentale  est  toujours  située  au-dessous  de  l'autre,  tandis  qu'elle 
est  située  au-dessus  quand  elle  a  franchi  le  point  d'intersection. 


*)  Van  der  Waals,  loc.  cit.  p.  56. 
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ii.  Voici  de  quelle  façon  M.  Dukem  est  arrivé  à  son  assertion. 

Il  commence  par  représenter  la  façon  dont  le  volume  total  /",  du 
complexe  des  deux  phases  varie  avec  la  pression  de  coexistence  P,  la 
température  restant  constante. 

Si  X,  F  et  m  représentent  respectivement  la  composition,  le  volume 
moléculaire  et  la  masse  de  la  première  phase  (liquide),  x\  F'  et  1  —  m 
les  mêmes  éléments  de  la  seconde  phase  (vapeur),  et  que  ^,  est  la  com- 
position moyenne  du  complexe,  on  a 


(«pX""t(ç).+(&),^i + 


Or,  M.  DuHEM  cherche  ce  que  devient  cette  relation  au  point  de 
plissement.  On  a  alors: 

Il  suppose  d'ailleurs  qu'on  y  a  en  outre  Vp  =  —  77, >  et  conclut 
ainsi  que  (-^p  )   >  (^~j  ^^  (^    )  '  ^^^  ^*  même  valeur  au  point  de 

plissement.  Mais  il  oublie  qu'au  point  de  plissement  —  est  infiniment 

grand,  ce  qui  met  Tégalité  de  ces  trois  grandeure  en  défaut. 

11  résulte  de  là  qu'au  point  de  plissement  les  isothermes  expérimentale 
et  théorique  ne  sont  pas  tangentes  dans  le  diagramme  vp,  ainsi  que 
M.  DuHEM  le  représente  à  tort.  Ses  autres  conclusions  peuvent  donc 
être  laissées  de  côté. 


8.  M.  VAN  DER  Waals  a  eu  Tobligeance  de  me  communiquer  que 
les  rapports  entre  les  isothermes  théorique  et  expérimentale,  donc  aussi 
rinexactitude  du  théorème  de  Duitem,  se  laissent  déduire  directement 
des  sections  de  la  surface  '4^  et  du  lieu  des  points  d'intersection  des  cor- 
des de  contact  par  un  plan  x  =  Cte. 
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M.  VAN  DER  Waals  fait  remarquer: 

1°.   que  (voyez  les   figg.  lia  et  llb  *),  où  \p  &  été  pris  comme 


¥ig.  lin. 


Fig.  llb. 


ordonnée  et  v  comme  abscisse),  pour  un  mélange  déterminé,  la  courbe 
\p  expérimentale  ASB  doit  être  située  au-dessous  de  la  courbe  théo- 
rique asd, 

2°.  qu'au  commencement  et  à  la  fin  de  la  condensation,  c.  àd.  en 


Fig.  12a. 


Fig.  126. 


^  et  en  D,  les  lignes  tp  expérimentale  et  théorique  ont  la  même  incli- 
naison, et  sont  donc  tangentes  en  ces  points. 


*)  La  fig.  llrt  se  rapporte  au  cas  où  la  température  critique  du  mélange, 
dont  on  suppose  que  la  composition  reste  constante,  est  inférieure  à  celle  pour 
laquelle  la  surface  if  a  été  construite;  la  fig.  llh  se  rapporte  au  cas  où  cette 
température  critique  est  plus  élevée;  ou  bien:  la  fig.  lia  convient  pour  des 
valeurs  de  x  aJtuées  d'un  côté,  la  fig.  116  pour  des  valeurs  situées  de  l'autre 
côté  de  la  droite,  parallèle  à  l'axe  des  V ^  qui  passe  par  le  point  K^  le  point 
critique  théorique  de  la  surface  4/.  Ce  point  K  ne  coïncide  pas  nécessairement 
avec  l'intersection  de  la  corde  de  contact  et  de  l'isobare. 
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S^,  que  pour  un  volume  B,  au  commencement  de  la  condensation, 
la  courbe  t/;  théorique  a  donc  une  inclinaison  plus  forte  que  la  courbe 
expérimentale,  de  sorte  que  Pexp.  <C  ^théor.  Une  égalité  de  pression 
s'atteint  de  nouveau  aux  points  S  et  S\  où  les  tangentes  aux  deux 
courbes  \p  sont  parallèles.  Pour  un  volume  C  voisin  de  la  fin  de  la  con- 
densation, c'est  la  courbe  \p  expérimentale  qui  a  la  plus  forte  pent«, 
de  sorte  que  Pexp.  >;?théor. 

Les  points  S  et  S'  correspondent  à  l'intersection  des  deux  isothermes 
dans  le  diagramme  t^p,  fig.  12a  et  I2b,  et  à  celle  de  la  corde  de  contact 
et  de  l'isobare  dans  la  fig.  10.  Comme  il  n'y  a  pas  d'autre  possibilité  que 
celles  représentées  par  les  figures  lia  et  llô,  il  n'y  a  qu'un  seul  point 
d'intersection. 

4.  A  propos  de  l'allure  de  la  condensation  dans  le  cas  d'un  mélange, 
j'ajouterai  encore  les  remarques  suivantes. 

Dans  le  diagramme  vp  Tisotherme  exi>érimentale  peut  être  convexe 
ou  concave  du  côté  de  l'axe  des  v.  Le  premier  cas  (fig.  12a)  se  présente 
quand  le  mélange  ne  contient  qu'une  faible  proportion  de  la  composante 
la  plus  volatile,  p.  ex.  dans  les  mélanges  examinés  par  MM.  Verschaf- 
FKLT  (anhydride  carbonique  avec  hydrogène,  voir  chap.  IV)  et  Keesom 
(anhydride  carbonique  avec  oxygène,  voir  chap.  V).  Le  second  cas 
(fig.  I2b)  s'observe  quand  le  mélange  contient  pour  la  plus  grande 
partie  la  composante  volatile,  comme  dans  les  expériences  de  M.  Kuenkn 
(anhydride  carbonique  avec  chlorure  de  méthyle)  ').  Dans  le  premier 
cas,  la  courbe  \lf  théorique  présente  sa  plus  forte  pente  en  /),  dans  le 
second  en  A  (comparez  aussi  la  fig.  lia  avec  12a  et  116  avec  12ô). 


')     Proc,    Roy.   Soc.   Edinb.,   21,   433,    1897;    Zeilschr.  phys.  Chenu,  24, 
672,  1897. 
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IV. 

Ebcheuches  sur  la  compressibilitb  et  la  condensation 

DE     MÉLANGES     d'aNHYDRIDE     CARBONIQUE     ET     d'hYDROGÈNE, 

PAR 
J.  E.  VBBSCHAPPBLT.  •) 


].  Introduction. 

Les  premières  recherches  de  M.  Kuenen  ,  sur  les  mélanges  de  chlo- 
rure de  méthyle  et  d'anhydride  carbonique  et  sur  ceux  d'éthane  et  de 
protoxyde  d'azote,  avaient  pleinement  confirmé  les  prévisions  de  la 
théorie  de  van  der  Waai^.  Elles  avaient  prouvé  en  outre  que  Téqua- 
tion  d'état  de  van  der  Waals,  sous  sa  forme  originale  ou  modifiée 
d'après  Clausius,  peut  servir  à  représenter  plus  ou  moins  exactement 
la  compressibilité  des  mélanges;  et  même  les  relations  quadratiques,  au 
moyen  desquelles  M.  van  der  Waals  a  établi  le  lien  entre  les  proprié- 
tés des  mélanges  et  celles  des  composantes  pures,  étaient  vérifiées  d'une 
manière  satisfaisante  (voir  chapp.  I  et  II). 

Pour  soumettre  ce  dernier  point  plus  rigoureusement  à  Tépreuve,  il 
était  désirable  d'entreprendre  l'examen  de  mélanges  de  deux  substances 
dont  les  grandeurs  caractéristiques  a  et  b,  donc  aussi  les  grandeurs 
critiques  (température  et  pression  critiques),  fussent  fort  différentes. 
Tel  n'était  pas  le  cas  pour  les  substances  employées  par  M.  Kuenen, 
dont  le  choix  avait  d'ailleurs  été  fixé  par  des  considérations  d'ordre 
purement  pratique,  de  sorte  que  dans  ces  premières  recherches  la 
nécessité  de  ces  relations  quadratiques  n'avait  pas  été  suffisamment 
démontrée  ^). 


')  Versl.  Kon.  Akad.  v.  Wet.  Amsterdam,  24  déc.  1898,  pp.  281—289,  et 
8  mars  1899,  pp.  389 — 400.  Comm.  phys.  lab,  Leiden,  nos  45  et  47.  Disser- 
tation, Leyden  1899.  Zeitschr,  f.  phys,  Chem,,  31,  97,  1899. 

*)  Les  résultats  des  expériences  semblaient  même  plaider  contre  leur  exacti- 
tude absolue  (voir  chap.  II,  p.  380). 


404  J.  E.  VERSCHAPFELT. 

D'autre  part,  eu  décembre  1894  M.  le  Prof.  Kamerlingu  Onnes 
avait  déjà  communiqué  qu'un  des  buts  dans  lesquels  il  installait  son 
laboratoire  cryogénique  était  Texamen  systématique  des  mélanges,  à 
commencer  par  les  mélanges  de  gaz  permanents  '),  et  même,  si  possible, 
de  gaz  monoatomiques  ^). 

Mais,  comme  à  Tépoque  où  la  prét*ente  étude  fut  faite  la  réalisation 
de  ce  plan  n'était  pas  encore  possible,  il  fut  convenu  d'entreprendre,  à 
titre  de  transition,  et  aussi  en  rapport  avec  le  desideratum  exprimé  en 
premier  lieu,  Texamen  de  inélangi^  d'un  gaz  de  condensation  facile  et 
d'un  gaz  permanent,  notamment  d'anhydride  carbonique  et  d'hydrogène. 

Le  présent  travail  contient  les  résultats  de  ces  expériences,  dans  les- 
quelles je  me  suis  borné  à  considérer  des  températures  voisines  de  la 
température  critique  de  Tanhydride  carbonique.  J'eus  en  même  temps 
l'occasion  d'étudier  dans  tous  ses  détails  Tallure  de  la  condensation  dans 
le  voisinage  des  phénomènes  critiques  et  d'examiner  encore  en  particu- 
lier certains  points,  tels  que  la  façon  dont  les  mcHanges  s'écartent  de  la 
loi  de  Mauiotte,  et  jusqu'à  quel  point  ils  satisfont  à  la  loi  des  états 
correspondants,  une  question  à  laquelle  les  observations  de  M.  Kuenen 
n'avaient  donné  qu'une  réponse  fort  incomplète  ^). 

Enfin,  en  vue  de  déterminer  la  manière  dont  les  éléments  critiques 
de  l'anhydride  carbonique  sont  modifiés  par  l'addition  d'une  petite 
quantité  d'hydrogène,  j'ai  examiné  des  mélanges  contenant  une  faible 
proportion  de  cette  dernière  composante. 


2.    MÉTHODE. 

La  méthode  que  j'ai  appliquée  dans  la  détermination  des  isothermes 
p.st  celle  de  Cailletet.  Une  quantité  déterminée  du  mélange  à  exami- 
ner est  introduite  dans  un  piézomètre  en  verre,  consistant  en  un  tube 
manométrique  long  et  étroit,  qui  porte  inférieurement  un  réservoir  en 
verre  mince.  Ce  piézomètre,  mastiqué  dans  son  ajutage,  est  serré  par  un 


*)  Voir  Comm.  phys.  lab.  Leiden,  n**.   14,  p.   27. 
*)  Voir  Comm.  phys.  lab.  Leidcn,  n®.  69,  p.  3. 
*)  Voir  chap.  II,  pp.  376  et  377. 


SURFACE  ^  DE  VAN  DER  WAALS.  406 

écrou  dans  im  cylindre  de  compression  en  acier,  partiellement  rempli  de 
mercare,  et  le  tube  manométrique  est  enveloppé  d'un  manchon  en  verre 
contenant  de  Teau.  Le  mélange  est  comprimé  par  l'action  d'une  pompe 
de  DucuETET,  qui  refoule  le  mercure  jusque  dans  le  tube  manométrique. 
Pendant  que  la  température  était  maintenue  constante,  je  laissais  le 
gaz  se  détendre  par  degrés,  et,  pour  chaque  situation  du  ménisque  mer- 
curiel,  je  déterminais  le  volume  occupé  par  le  mélange  et  la  pression 
qu'il  exerçait. 

Quand  le  mélange  se  séparait  en  deux  phases,  j'obtenais  un  parfait 
équilibre  entre  ces  phases  au  mcyeu  d'un  agitateur  électromagnétique 
(voir  chap.  111,  p.  388). 

La  mesure  des  volumes. 

Pour  examiner  les  mélanges,  je  me  suis  servi  de  deux  tubes  d'expé- 
rience. Pour  des  mélanges  qui  ne  se  condensaient  pas  aux  tempé- 
ratures considérées,  j'ai  pris  un  tube  manométrique  long  de  1  m. 
environ,  composé  de  deux  fragments  de  même  section  intérieure  à  peu 
près:  ±  0,0054  cm^.,  et  portant  chacun  une  graduation  en  mm.,  gravée 
sur  une  étendue  de  50  cm.  Pour  les  mélanges  qui  se  condensaient  j'ai 
pris  un  tube  de  même  longueur,  mais  beaucoup  plus  large,  ±  0,054 
cm^.  de  section  intérieure,  pourvu  d'une  graduation  à  la  partie  supé- 
rieure seulement,  sur  une  étendue  de  50  cm.  Ces  graduations  ont  été 
vérifiées  au  cathétomètre;  elle^  furent  reconnues  ï»ufBsamment  exactes: 
les  écarts  n'atteignaient  que  quelques  0,01  mm.,  tandis  que  je  n'effectuais 
les  lectures  des  positions  des  ménisques  mercuriels  qu'à  0,1  mm.  près. 
Pour  effectuer  cette  lecture  à  l'oeil  nu  je  me  servais  d'une  bande  de 
verre  étamé  pour  éviter  des  erreurs  de  parallaxe;  j'estimais  les  0,1  mm. 
Eu  égard  aux  erreurs  de  calibrage,  il  était  inutile  de  faire  les  lectures 
avec  une  plus  grande  précision. 

Pour  calibrer  le  tube  manométrique  étroit,  j'y  introduisis  un  fil  de 
mercure  de  20  cm.  de  longueur  environ,  dont  je  mesurai  la  longueur 
en  divers  endroits  du  tube  et  dont  je  déterminai  finalement  le  poids,  qui, 
la  température  étant  prise  en  considération,  en  faisait  connaître  le 
volume.  Pour  effectuer  cette  opération,  le  tube  était  placé  horizontale- 
ment; en  lui  donnant  une  légère  inclinaison,  ou  par  succion  à  l'une  des 
extrémités  par  l'intermédiaire  d'un  tube  en  caoutchouc,  il  était  aisé  de 
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déplacer  le  fil  de  mercure,  et  même  d'amener  une  de  ses  extrémités 
sur  une  des  divisions.  Une  petite  lunette  à  réticule  permettait  de  déter- 
miner la  position  des  extrémités  à  0,1  mm.  près,  soit  0,0005  de  la 
longueur  entière  du  fil.  Le  degré  de  précision  était  donc  0,001.  Les 
ménisques  aux  deux  extrémités  étaient  trop  peu  prononcés  pour  devoir 
être  pris  en  considération. 

Ces  mesures  m'ont  servi  à  déterminer  la  section  du  tube  à  divers 
niveaux;  à  cet  effet  je  divisais  le  volume  du  fil  mercuriel  por  sa  lon- 
gueur, et  j'ai  considéré  les  sections  ainsi  obtenues  comme  se  rapportant 
au  milieu  du  fil;  le  tube  était  suffisamment  cylindrique  pour  permettre 
cette  simplification.  J'ai  fait  d'ailleurs  une  représentation  graphique  de 
la  variation  de  la  section  du  tube,  afin  de  pouvoir  trouver  la  section  à 
un  niveau  quelconque.  Enfin  j'ai  fait  un  tableau  des  volumes  compris 
entre  les  traits  de  division  successifs. 

Je  n'ai  pas  pu  opérer  de  la  même  façon  pour  calibrer  le  piézomètre 
à  grand  diamètre  intérieur;  la  colonne  mercurielle  y  présentait  une  flèche 
assez  grande  pour  rendre  incertaines  les  déterminations,  et  de  plus  les 
ménisques  étaient  sensiblement  déformés  par  le  pesanteur,  quand  je 
donnais  au  tube  une  position  horizontale.  Voilà  pourquoi  j'ai  calibré 
ce  piézomètre  en  le  remplissant  de  mercure',  que  je  laissais  s'écouler 
par  petites  portions  au  moyen  d*un  robinet  en  verre.  Les  colonnes 
écoulées  furent  pesées  et  leurs  longueurs,  indépendantes  de  la  forme 
du  ménisque  qui  était  la  même  à  tous  les  niveaux,  mesurées  au  cathé- 
tomètre.  Pour  le  reste  les  volumes  compris  entre  les  traits  de  division 
successifs  furent  déterminés  de  la  même  façon. 

Le  ménisque  mercuriel  dans  le  piézomètre  étroit  était  trop  petit  pour 
en  tenir  compte  dans  la  mesure  des  volumes.  Dans  le  tube  large,  au 
contraire,  je  devais  le  prendre  en  considération.  Comme  sa  flèche  atteig- 
nait environ  0,04  cm.  *),  et  que  la  base  était  en  moyenne  0,054  cm^ 
on  trouve  que  pour  en  tenir  compte  on  devait  faire  la  lecture  à  0,015 
cm.  environ  au-dessous  du  sommet  du  ménisque;  pratiquement  il  suffi- 
sait d'installer  sur  le  milieu  du  ménisque  même. 

Dans  le  piézomètre  large,  destiné  aux  mélanges  liquéfiables,  les  volu- 
mes déduits  du  calibrage  devaient  être  diminués  du  volume  de  l'agita- 
teur. J'ai  déduit  ce  volume  de  la  forme  même  de  ce  corps;  il  était  très 


')  D'accord  avec  la  valeur  51**8',  donnée  par  M.  Quincke  {Pogg.Ann,^  139) 
pour  l'angle  de  raccordement  du  mercure  avec  le  verre. 
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régulier:  il  se  composait  notamment  d'une  portion  cylindrique  (un  mince 
tube  de  verre  contenant  un  bout  de  fil  de  fer),  d'une  longueur  de  28,5 
mm.  et  d'un  diamètre  de  1,450  mm.  en  moyenne,  terminée  par  deux 
globules  de  verre  dont  les  diamètres  étaient  2,300  et  2,383  mm.  Le 
volume  de  l'agitateur  était  donc  de  60,4  mm^. 

Pour  rendre  utile,  dans  mes  mesures,  la  graduation  toute  entière  du 
piézomètre  étroit,  j'ai  surmonté  ce  tube  d'un  petit  réservoir,  dont  le 
volume  (environ  0,02  cm^)  était  choisi  de  telle  sorte  qu'aux  plus  hautes 
pressions  que  je  me  proposais  d'obtenir  (  ±  120  atm.)  le  mercure  atteignît 
les  plus  hauts  traits  de  division.  Pour  rendre  possible  la  détermination 
du  volume  de  ce  réservoir,  j'y  ai  soufflé  encore  un  bout  de  tube  gradué 
très  étroit  (section:  0,0022  cm^.)  qui  fut  finalement  scellé  à  un  endroit 
déterminé. 

En  bas  les  deux  piézomètres  portaient  des  réservoirs,  d'une  capacité  de 
20  cm',  environ  pour  l'un  et  150  pour  Tautre.  Pour  une  raison  que  Ton 
verra  plus  loin ,  j'ai  donné  à  la  base  de  ces  réservoirs  une  forme  autant 
que  possible  régulièrement  sphérique;  le  tube  qui  terminait  inférieure- 
ment  les  piézomètres  débouchait  dans  la  portion  sphérique  du  réservoir 
par  une  petite  ouverture.  Pour  déterminer  le  volume  des  réservoirs,  j'ai 
soufflé  un  petit  robinet  en  verre  au  tube  inférieur;  puis  j'ai  rempli  les 
réservoirs  de  mercure,  à  une  température  déterminée,  jusqu'à  une  faible 
hauteur  dans  les  tubes  mauométriques;  après  quoi  j'ai  laissé  le  mercure 
s'écouler  jusqu'à  l'orifice*  du  tube  inférieur  dans  le  réservoir,  et  j'ai  pesé 
cette  quantité  de  mercure.  J'ai  déduit  de  là  le  volume  de  chaque  réser- 
voir, depuis  le  zéro  de  la  graduation  jusqu'à  T orifice  du  tube  inférieur. 

Tous  les  résultats  du  calibrage  furent  réduits  à  une  même  tempéra- 
ture (12°  C),  et  réunis  en  un  tableau.  Mais,  comme  les  expériences 
furent  faites  à  des  températures  différentes,  variant  entre  1  5*^  et  32°,  il 
fallait  tenir  compte  de  la  dilatation  du  verre;  j'ai  donc  ajouté  à  ce 
tableau  un  autre  donnant  la  variation  des  volumes  avec  la  température, 
en  prenant  comme  coefficient  de  dilatation  cubique  0,000024. 

Il  fallait  tenir  compte  aussi  de  l'influence  qu'une  dilatation  des 
piézomètres,  sous  Tinfluence  de  la  pression  intérieure,  pourrait  avoir 
sur  les  volumes  ainsi  déterminés.  A  cet  ett'et  j'ai  fait  usage  de  la  formule 
suivante  pour  un  cylindre  très  long  : 

dj  _         _Z_^_  p 
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OÙ  V  représente  le  volume  intérieur,  P  la  pression  intérieure  (la  pres- 
sion extérieure  étant  négligée),  Ry^  et  R^  les  rayons  interne  et  externe, 
ûc  le  coefiBcient  de  corapressibilité  linéaire  du  verre  =  ±  17.10~^  par 
atm.  Si  nous  représentons  par  *,  et  s^  les  deux  sections  interne  et 
externe,  cette  formule  devient 

^^  =  17.10-^—  —P, 

On  obtient  un  degré  de  précision  suffisant  en  négligeant  *,  par  rapport 
à  «2  >  ^^  '^  formule  devient  ainsi 

^  =  0,0000045  P, 

ce  qui  donne,  pour  les  pressions  considérées  (30 — 120  atm.),  une  correc- 
tion à  peine  sensible. 

La  mesure  des  pressions. 

J'ai  comparé  la  compressibilité  des  mélanges  avec  celle  de  Thy- 
drogène  pur.  A  cet  effet,  j'ai  raccordé  l'appareil  pour  la  mesure  des 
volumes  à  un  appareil  semblable,  contenant  de  l'hydrogène  pur.  Ce 
manomètre  à  hydrogène  consistait  en  un  piézomètre  long  de  1  m.  à 
peu  près,  pourvu  sur  presque  toute  sa  longueur  d'une  échelle  gra- 
vée, divisée  en  millimètres.  La  section  interne  était  d'environ  0,0060  cm^. 
et  le  réservoir  avait  une  capacité  d'environ  20  cm^.,  tout  comme  pour 
le  premier  tube  d'épreuve;  d'ailleurs  le  calibrage  fut  effectué  de  la  même 
façon. 

Les  deux  réservoirs  en  acier  (capacité  ±  300  cm^.)  dans  lesquels  les 
piézomètres  étaient  serrés,  étaient  remplis  pour  une  moitié  à  peu  près 
de  mercure  et  pour  le  reste  de  glycérine,  qui  transmettait  la  pression 
exercée  par  la  pompe.  Les  deux  réservoirs  communiquaient  inférieure- 
ment  par  un  tube  d'acier  rempli  de  mercure,  et  supérieurement  par 
un  tube  en  cuivre  avec  tubulure  en  T  pour  le  raccordement  avec  la 
pompe. 

Par  la  communication  inférieure  des  réservoirs,  introduite  dans  les 
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recherches  de  M.  Hautman  (voir  pi.  IX,  fig.  1),  on  évite  une  différence 
de  niveau  du  mercure  dans  ces  deux  vases,  différence  dont  il  faudrait  tenir 
compte  dans  la  mesure  des  pressions,  et  qu'il  serait  pourtant  difficile  de 
déterminer  avec  précision.  Il  restait  ainsi  uniquement  à  tenir  compte  de 
la  différence  de  pression  hydrostatique,  résultant  d'une  différence  de  hau- 
teur du  ménisque  mercuriel  dans  les  piézomètres,  et  de  la  différence  de 
dépression  capillaire,  résultant  de  Tinégalité  de  section  de  ces  tubes. 
Une  expérience  faite  dans  le  but  de  déterminer  cette  dépression  m'apprit 
qu'elle  n'atteignait  que  7  mm.  environ  pour  le  piézomètre  le  plus  large, 
une  correction  négligeable  d'ailleurs  parce  qu'elle  est  plus  petite  que 
l'erreur  probable  dans  la  mesure  des  pressions.  Quant  aux  actions 
capillaires  des  gaz,  elles  sont  bien  trop  faibles  pour  avoir  une  influence 
sensible. 

J'ai  déduit  les  pressions  des  volumes  occupés  par  la  quantité  connue 
d'hydrogène  introduite  dans  le  manomètre.  J'ai  fait  usage  à  cet  effet 
des  observations  de  M.  Amagat  ^)  relatives  à  la  compressibilité  de  ce 
gaz;  entre  0°  et  100°  et  jusqu'à  200  atm.  on  peut  les  représenter,  avec 
une  assez  grande  approximation,  par  la  formule 

p  (y  —  0,000690)  =  0,99931  +  0,00370  L 

Comme  entretemps  Finstallation  pour  la  mesure  des  pressions  par  des 
manomètres  ouverts  venait  d'être  achevée  au  laboratoire  de  physique  *), 
les  indications  de  mon  manomètre  à  hydrogène  ont  pu  être  comparées 
avec  celles  de  ces  manomètres  ouverts.  A  cet  effet  le  piézomètre  conte- 
nant le  mélange  fut  remplacé  par  un  petit  tube  ouvert,  serré  de  la  même 
manière  dans  le  bloc  d'acier,  et  dont  l'extrémité  libre  fut  raccordée  par 
un  tube  capillaire  en  acier  à  un  long  tube  en  cuivre,  allant  de  mon  labo- 
ratoire à  la  salle  où  sont  installés  les  manomètres  étalons. 

Sous  l'action  de  la  pompe  de  compression  le  mercure  était  refoulé 
jusque  dans  le  tube  de  raccord  en  verre;  en  tenant  compte  de  la  diffé- 
rence de  hauteur  du  mercure  dans  ce  tube  et  dans  le  manomètre  à 
hydrogène,  il  était  donc  possible  de  réduire  à  ce  dernier  la  pression 
indiquée  par  les  manomètres  ouverts. 

Toutes  les  indications  du  manomètre  furent  réduites  à  18°  avant 
d'appliquer  la  formule  précédente  au  calcul  des  pressions.  Cette  réduc- 
tion à  18°  s'effectua  au  moyen  de  la  formule: 


')    Annales  de  Chim.  et  de  Phys.^  6e  série,  t.  XXIX. 
*)  Voir  Comm.  phys,  lab.  Leiden,  n"^.  44. 
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t'r  =  ri8o+~{^-l«), 


dv  _  0,00370 


oà—  =  ~ .  Or  soient   F  le  volume  observé  et  Fq  le  volume 


F 

normal,  alors  r  = —,   de  sorte  qu'une  élévation  de  tempi^rature  de 

1°  entraîne  une  augmentation  de  volume  dF^  =  Fq  -  - .  Et  si  nous 
représentons  par  *  la  section  du  tube  à  Tendi^Dit  oh.  se  trouve  le  ménis- 
que, il  y  correspond  un  déplacement  du  ménisque ^  ~,  le  signe 

s     (10 

négatif  exprimant  que  le  déplacement  est  un  abaissement.    Si  nous 

exprimons  ce  déplacement  en  centimètres,  dÂ^  =     -  -,-  (l — 18)  est  la 

^   (tt 

correction  à  apporter  à  la  lecture  de  la  graduation,  pour  trouver 
la  situation  du  ménisque  à  18°.  J'ai  fait  un  tableau  de  cette  cor- 
rection. 

J'ai  fait  également  un  tableau  des  corrections  à  apporter  en  vertu  de 
la  différence  de  pression  hydrostatique  entre  le  piézomètre  et  le  mano- 
mètre, provenant  de  la  différence  de  hauteur  A//  des  ménisques  dans 
ces  deux  tubes.  Pour  déterminer  cette  correction  on  a  à  se  demander 
quelle  situation  prendrait  le  ménisque  dans  le  manomètre,  si  Ton  dépla- 
çait ce  tube  verticalement  jusqu'à  ce  que  le  ménisque  fût  placé  dans 
un  même  plan  horizontal  que  celui  du  ménisque  du  piézomètre.  En 
première  approximation,  une  augmentation  de  pression  de  1  atm.  pro- 
duit un  changement  de  volume  -7-  = t,—  à  18^,  de  sorte  que 

dp  p' 

dF^=  Fq  -j-  est  la  variation  absolue  du  volume  d'hydrogène  dans  le 

manomètre;  il  y  correspond  une  correction  d^^  ^^  ^  Zf  ^â  >  ^^^^  j'*^^ 

également  dressé  un  tableau. 

Comme  le  tableau  de  calibrage  du  manomètre  se  rapportait  à  12°  C 
et  à  une  pression  interne  de  1  atm.,  le  volume  ainsi  déterminé  dut 
encore  subir  deux  corrections,  dont  j'ai  déjà  parlé  à  propos  de  la  mesure 
des  volumes  dans  le  piézomètre. 
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La  mesure  des  femperaôures. 

Pour  obtenir  des  températures  convenables,  comprises  entre  la  tem- 
pérature ambiante  et  une  autre  un  peu  plus  élevée  que  la  température 
critique  de  Tanhydride  carbonique,  j'ai  fait  usage  d'une  installation 
dont  M.  VAN  Eldik  ^)  s'était  servi  avant  moi  et  que  M.  Hartman  ^) 
a  également  employée.  J'obtenais  avec  cette  installation  des  tempéra- 
tures bien  constantes  en  chauffant  par  deux  becs,  dont  l'un  portait  le 
bain  à  une  température  un  peu  plus  basse  que  la  température  désirée, 
tandis  que  l'autre  était  régi  par  un  thermo-régulateur.  On  pouvait 
installer  ce  dernier  sur  telle  température  que  l'on  voulait;  le  tube  de 
réglage,  que  l'on  pouvait  relever  ou  abaisser,  portait  une  graduation 
en  millimètres;  un  déplacement  de  1  mm.  correspondait  à  un  change- 
ment de  température  de  0°,2. 

Le  piézomètre  était  entouré  d'un  double  manchon  en  verre,  formé  par 
deux  cylindres  bien  centrés;  le  cylindre  intérieur  était  rempli  d'eau  en 
repos,  tandis  que  dans  l'espace  annulaire  compris  entre  les  deux  circulait 
Teau  provenant  du  bain.  L'eau  chauffée  y  entrait  par  le  haut  et 
s'écoulait  par  en-dessous,  chauffant  ainsi  progressivement  Teau  du 
cylindre  intérieur,  qui  finissait  par  atteindre  une  température  constante, 
où  Ton  ne  retrouvait  plus  pour  ainsi  dire  les  légères  variations  qui  pou- 
vaient subsister  dans  la  température  de  Teau  de  la  circulation.  Des  ther- 
momètres, placés  à  diverses  hauteurs  dans  le  cylindre  intérieur,  indi- 
quaient la  température  à  divers  niveaux;  quand  cette  température  avait 
une  tendance  à  devenir  plus  élevée  dans  la  partie  supérieure  que  dans 
la  partie  inférieure,  il  suffisait  d'agiter  Teau  du  manchon  intérieur,  en 
y  lançant  un  courant  d'air,  pour  rétablir  l'équilibre. 

Le  manomètre  à  hydrogène  était  également  entouré  d'un  manchon  à 
eau,  mais  sans  circulation,  de  sorte  que  ce  bain  prenait  la  température 
de  Tenceinte.  Cette  température  allait  chaque  jour  régulièrement  en 
croissant  juscjue  dans  l'après-midi,  pour  s'abaisser  ensuite;  vu  la  hauteur 
de  l'appareil,  il  était  donc  absolument  nécessaire  de  veiller  à  ce  que, 
par  un  retard  dans  l'établissement  de  l'équilibre,  le  bain  ne  fût  pas  un 
peu  plus  chaud  en  haut  qu'en  bas;  voilà  pourquoi  j'agitais  continuelle- 


*)  Dissertation,  Leyden,  1898. 
")  Voir  chap.  III,  p.  391. 
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ment  cette  eau  pendant  Tobservation,  en  y  lançant  nn  courant  d'air  au 
moyen  d'une  petite  pompe  de  compression. 

J'ai  lu  les  températures  sur  de  petits  thermomètres  de  Geissler, 
divisés  en  0°,1,  permettant  de  faire  les  lectures  avec  une  précision 
de  0,05^.  Je  les  ai  comparés  de  temps  en  temps  avec  des  thermo- 
mètres étalons,  vérifiés  par  la  Physikalisch-Technische  Reichsanstalt  à 
Berlin. 

La  préparatioft  des  itiélangea. 

L'hydrogène  a  été  préparé  par  voie  électroly tique,  au  moyen  de 
l'appareil  dont  M.  le  Prof.  Kamkrlingh  Onnks  se  sert,  au  laboratoire 
de  physique  de  Leyden,  pour  le  remplissage  des  thermomètres  à  hydro- 
gène, destinés  à  la  mesure  de  températures  très  basses  '). 

L'anhydride  carbonique  fut  obtenu  en  soumettant  à  une  distillation 
le  liquide  du  commerce,  suivant  la  méthode  décrite  par  M.  Kuenen  dans 
sa  dissertation  2),  et  appliquée  régulièrement  depuis  au  laboratoire  de 
physique. 

Quelques  expériences  faites  pour  comparer  la  compressibilité  de  ces 
deux  gaz  étaient  d'accord  avec  les  observations  de  M.  Amagat. 

L'appareil  dont  je  me  suis  servi  pour  préparer  les  mélanges  de  ces 
gaz  était  en  substance  le  même  que  celui  dont  M.  Kuknen  a  fait  usage, 
dans  ses  recherches  sur  les  mélanges  d'anhydride  carbonique  et  de  chlo- 
rure de  méthyle.  La  fig.  13  en  donne  la  représentation  schématique. 

Il  consiste  essentiellement  en  deux  réservoirs  E  et  B,  d'une  capacité 
de  300  cm^.  à  peu  près;  le  premier  E  sert  à  isoler  une  quantité  déter- 
minée de  chacun  des  deux  gaz,  et  ces  quantités  sont  ensuite  réunies 
dans  B  pour  y  être  mélangées.  En  haut  les  deux  réservoirs  sont  munis 
de  robinets  à  trois  voies  û?  et  <?;  en  bas  ils  communiquent  avec  un 
réservoir  à  mercure,  par  les  robinets  y  et  g  et  le  tube  en  caoutchouc  y. 
Le  tube  réservoir  E  fut  enveloppé  d'ouate  afin  que  la  température  n'y 
pût  subir  de  rapides  variations;  cette  température  était  donnée  par  un 
thermomètre  appliqué  contre  le  réservoir  et  enfermé  lui-même  dans 
l'enveloppe. 

Pour  préparer  un  mélange  je  remplissais  successivement  le  même 

*)  Voir   Wersl,  Kon.  Akad.  Amsterdam^  30  mai  1896;  Comm.  phys.  lab,  Lei- 
den,  n\  27. 
*)  loc.  cit. 
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réservoir  E  de  quantités  convenables  des  deux  gaz^  dont  je  lisais  les 
pressions  sur  le  manomètre  D;  ce  dernier  communiquait  avec  ii' par 


Fil,'.  13. 


un  robinet  à  trois  voies  c.  En  donnant  aux  robinets  d  et  e  une  position 
convenable,  et  en  refoulant  le  mercure  dans  A'  jusqu'à  ce  qu'il  se 
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déversait  par  e  dans  B^  je  faisais  passer  le  gaz  de  fc'dans  B.  J'ai  donné 
au  tube  de  communication  de  une  position  oblique,  pour  empêcher 
qu'il  n'y  restât  une  petite  (juantité  de  gaz  pendant  cette  opération.  Sous  les 
basses  pressions  auxquelles  j'effectuais  le  mélange,  les  lois  de  MAUiorrK, 
GAY-TiUssAC  et  AvooADKO  sont  applicables  en  première  approximation; 
le  rapport  des  deux  pressions  indiquées  par  le  manomètre  i>,  réduites  à 
la  même  température,  est  donc  sensiblement  égal  au  rapport  des  quan- 
tités moléculaires  des  gaz  mélangés.  Une  détermination  exacte  de  la 
capacité  du  réservoir  E  était  donc  inutile.  Mais,  comme  les  écarts  aux 
lois  des  gaz  parfaits  ne  sont  pas  négligeables,  même  aux  basses  pres- 
sions, il  était  nécessaire  de  corriger  de  ce  chef  les  compositions  des 
mélanges  (voir  p.  416). 

Le  robinet  à  trois  voies  a  relie  l'appareil  de  mélange  soit  avec  l'ap- 
pareil producteur  d'hydrogène,  soit*  avec  un  petit  réservoir  en  cuivre 
contenant  la  provision  d'anhydride  carbonique.  Par  le  robinet  à  trois 
voies  h  l'appareil  de  mélange  peut  être  relié  avec  une  machine  pneu- 
matique à  mercure.  Avant  de  préparer  un  mélange,  je  faisais  le  vide 
dans  tout  l'appareil;  un  petit  tube  à  pentoxyde  de  phosphore  éliminait 
d'ailleurs  toute  trace  d'humidité. 

Le  manomètre  D  consiste  en  un  tube  en  U  dont  les  branches,  larges 
intérieurement  de  5  mm.  environ,  sont  parallèles  et  appliquées  contre 
une  règle  en  verre,  où  est  gravée,  sur  une  longueur  de  80  cm.,  une 
graduation  en  millimètres.  Cette  graduation  fut  vérifiée  au  cathéto- 
mètre.  L'une  des  branches  du  manomètre  est  fermée  et  porte  un  petit 
ballon,  servant  à  augmenter  la  capacité  de  l'espace  vide  sans  allonger 
démesurément  cette  branche.  Le  manomètre  communique  par  un  tube 
en  caoutchouc  x  avec  un  réservoir  à  mercure,  pouvant  être  élevé  ou 
abaissé  pour  porter  le  mercure  dans  le  manomètre  à  la  hauteur  voulue. 
Pour  faire  le  vide  dans  le  manomètre  j'abaisse  ce  réservoir  au  point  que 
le  mercure  descend  jusque  dans  le  tube  x  et  que  les  deux  branches  du 
manomètre  communiquent;  alors  je  fais  le  vide,  tout  en  chauffant  les 
tubes,  à  un  degré  aussi  avancé  que  possible.  Quand,  après  cette  opéra- 
tion, je  relevais  le  réservoir  à  mercure  pour  laisser  refluer  le  mercure 
dans  le  manomètre,  je  constatais  que  ce  liquide  se  trouvait  exactement 
î\  la  même  hauteur  dans  les  deux  branches.  Chaque  fois  qu'en  prépa- 
rant un  nouveau  mélange  je  faisais  le  vide  dans  la  branche  ouverte, 
j'examinais  si  cette  condition  était  encore  rigoureusement  remplie. 

Les  pressions  étaient  observées  à  l'œil  nu  et  lues  avec  une  précision 
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de  0,1  mm.  sur  Téchelle  graduée;  une  plaque  de  verre  étamée,  placée 
derrière  réchelle,  servait  à  éviter  des  erreurs  de  parallaxe. 

Dans  cet  appareil  tons  les  raccords  étaient  en  verre,  comme  c'est 
l'habitude  dans  les  appareils  employés  au  laboratoire  de  physique.  Comme 
il  était  cependant  avantageux  que  les  diverses  parties  en  pussent  être 
aisément  séparées  jmur  être  nettoyées  le  cas  écliéant,  les  raccords 
n'étaient  pas  établis  par  soudure,  mais  par  l'intermédiaire  de  pièces 
rodées  (/fc,  ;?,  t,  l,  h)^  enduites  d'une  mince  couche  de  graisse  et 
maintenues  par  de  petits  ressorts,  agissant  sur  des  coussinets  en  bois 
qui  enserraient  le  verre.  Une  courbure  répétée  à  angle  droit  des  tubes  de 
raccord  rendait  d'ailleurs  le  système  suffisamment  déformable. 

J'abandonnais  le  mélange  à  lui-même  dans  le  réservoir  E  pendant 
une  journée  au  moins,  aprè^  quoi  on  pouvait  admettre  en  toute  sécurité 
que  par  diffusion  le  mélange  était  devenu  parfaitement  homogène;  bien 
souvent  d'ailleurs  j'ai  activé  le  processus  du  mélange  en  faisant  passer 
le  gaz  à  diverses  reprises  de  l'un  des  réservoirs  dans  l'autre.  Finalement 
je  remplissais  du  mélange  le  tube  d'épreuve  (7,  qui  était  couché  hori- 
zontalement sur  une  table,  et  était  relié  à  l'appareil  de  mélange  par  une 
pièce  rodée  //;  dans  le  réservoir  de  ce  tube  j'avais  préalablement  intro- 
duit une  quantité  déterminée  de  mercure.  Le  réservoir  de  C  était  enve- 
loppé d'ouate  et  sa  température  était  indiquée  par  un  thermomètre.  En 
refoulant  le  mercure  dans  B  je  donnais  au  gaz  dans  C  une  pression  de 
760  mm.  environ,  que  je  mesurais  exactement  au  moyen  du  mano- 
mètre ]). 

Après  avoir  abandonné  le  tube  à  lui-même  pendant  quelque  temps, 
pour  permettre  à  l'équilibre  de  s'établir,  je  lisais  la  température  et  la 
pression  et  je  redressais  enfin  le  tube  par  une  rotation  autour  du  joint 
h;  le  mercure  contenu  dans  C  coulait  alors  dans  le  tube  de  raccord  et 
isolait  ainsi  parfaitement  le  gaz  dans  le  tube  d'épreuve.  C'est  en  vue  de 
cette  opération  que  j'avais  donné  à  b  base  du  réservoir  de  C  la  forme 
que  j'ai  mentionnée  plus  haut.  Au  moment  où,  lors  du  redressement  du 
tube,  le  mercure  bouche  la  petite  ouverture  du  tube  de  raccord ,  le 
volume  du  réservoir  est  encore  toujours  le  volume  mesuré,  diminué 
évidemment  du  volume  du  mercure,  et  la  pression  aussi  est  encore  celle 
indiquée  par  le  manomètre.  Ce  qui  arrive  après  obturation  de  l'ouver- 
ture et  pendant  Técouleinent  du  mercure  dans  le  tube  de  raccord  est 
évidemment  sans  influence  sur  les  résultats  des  observations. 

Une  fois  que  le  tube  est  redressé,  le  raccord  //  peut  être  rompu;  le 
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tube  recourbé  fut  alors  coupé  sous  le  mercure  et  plongé  dans  une  petite 
cuvette  contenant  le  même  liquide.  De  cette  façon  le  mélange  contenu 
dans  le  tube  d'épreuve  était  complètement  séparé  de  Tair  ambiant,  et 
ce  tube  pouvait  être  conservé  librement  dans  le  laboratoire,  sans  qu'il 
fût  nécessaire  de  le  fixer  immédiatement  dans  le  cylindre  de  compression. 

J'ai  préparé  de  cette  façon  8  mélanges,  contenant  environ  5,  10,  20, 
35,  50,  65,  (S0et90  molécules-grammes  d'hydrogène  sur  100.  Pour 
les  obtenir,  je  remplissais  le  réservoir  K  de  quantités  telles  des  deux 
composantes  que  la  somme  des  pressions  fût  à  peu  près  1  atm.  ');  la 
pression  partielle  de  l'hydrogène,  exprimée  en  atm.,  était  donc  sensible- 
ment égale  à  la  proportion  moléculaire  de  ce  gaz. 

Pour  un  calcul  exact  il  fallait  tenir  compte  des  écarts  des  lois  des 
gaz  parfaits,  spécialement  de  la  loi  d'AvoGADRO.  Soient  ^;,  et  p^  les 
pressions  exercées  par  les  quantités  d'hydrogène  et  d'anhydride  carbo- 
nique quand  elles  remplissent  séparément  le  même  réservoir  Ey  à  la 
même  température.  Ces  pressions  ne  sont  pas  rigoureusement  propor- 
tionnelles aux  quant  ités  moléculaires  Pour  trouver  des  grandeurs  pro- 
portionnelles aux  quantités  moléculaires,  je  supposerai  que  les  causes 
produisant  les  écarts  aux  lois  des  gaz  parfaits  disparaissent;  si  le  volume 
n'a  pas  changé,  les  nouvelles  pressions  sont  les  grandeurs  cherchées. 
Si  nous  représentons  par  y;  la  pression  réellement  exercée  par  le  gaz  et 
par  p  la  pression  théorique  correspondant  au  même  volume  r,  nous 
pouvons  écrire,  en  faisant  usage  de  l'équation  d'état  de  van  der  Waals: 


V  "*"  ^\)^^'~^'^=P^'' 


et  si  nous  posons  j/  =z  p  [[  -[-  e)  nous  trouvons,  en  première  approxi- 
mation, pour  de  très  grands  volumes 


a  —  b{l  -\-  Cil) 


^=-~.^^7^rp^') 


où  il  est  du  reste  permis  de  remplacer  ;;  par  x  (ou  1  —  j-). 


^)  La  différence  de  niveau  au  manomètre  D  étant  mesurée  à  0,1  mm.  près, 
les  compositions  étaient  connues  avec  3  décimales  exactes;  la  quatrième  n'est 
qu'approximative. 

*)  Dans  l'original  j'ai  pris  pour  Thydrogène  e  =  —  0,000690  p^,  conformément 
à   la   formule   employée   plus   haut  (p.  409),  et  pour  l'anhydride  carbonique 
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Jjtmifé  de  volmm. 

Pour  faciliter  la  comparaison  des  résultats  obtenus  avec  les  divers 
mélanges,  il  était  recommandable  de  prendre,  pour  chaque  mt%nge, 
une  unité  de  volume  particulière,  choisie  de  telle  façon  que  des  volumes 
égaux  de  mélanges  différents  contiennent  le  même  nombre  de  molécules, 
quand  les  volumes  occupés  par  les  quantités  employées  ont  même 
mesure.  Il  était  donc  naturel  de  prendre  comme  unité  de  volume  pour 
chaque  mélange  le  volume  qu'occuperait  la  quantité  employée  à  0°  C. 
et  sous  une  pression  d'une  atmosphère,  si  elle  suivait  la  loi  des  gaz  par- 
faits; c'est  ce  qui  a  été  appelé  au  chap.  I,  p.  359,  le  volume  normal 
lliéorique. 

Partons  encore  une  fois  de  l'équation  d'état  de  van  der  Waals;  si 
nous  représentons  par  v  le  volume  que  la  quantité  considérée  de 
matière  occuperait,  à  la  même  température  absolue  T  et  sous  la  même 
pression  /;,  si  elle  obéissait  parfaitement  aux  lois  des  gaz  parfaits  *), 
nous  avons  joy'  =  RT^  de  sorte  que  nous  pouvons  écrire: 


0^+^)  ('-*)= 


pv 


Posons  pour  les  grands  volumes  v  =  v{\  -\-  s)  ;  s  est  alors  un  terme 
de  correction  qui  dépend  de  p  et  r.  Pour  v=\  et  y?  =  1,  y'  =  1  +  ^i  > 
5,  étant  la  valeur  que  e  prend  on  y  substitue  aussi;;  =  1  et  r  =  l.  Si 
dans  récjuation  d'état  on  a  pris  comme  unité  de  volume  le  volume 
normal,  1  +  f ,  représente  le  facteur  par  lequel  ce  volume  normal  doit 
être  multiplié  pour  que  Ton  obtienne  le  volume  normal  théorique.  Or, 
si  dans  l'équation  précédente  on  pose  y;  =  1  et  ??  =  1 ,  on  trouve 

1 +5,  =(1 +«)(!-*). 


e  =  0,0053  p,,  ainsi  qu'il  résulte  des  densités  de  Phydrogène  et  de  Tanhydride 
carbonique  déterminées  par  Regnavlt.  J'ai  refait  les  calculs  en  prenant  pour 
l'hydrogène  a  =  0,00033  et  6  =  0,00093 ,  d  après  M.  Schalkwijk  (Dissertation, 
Leyden,  1902),  et  pour  Tanhydride  carbonique  a  =0,0165  et  6  =  0,0095, 
comme  il  résulte  des  développements  en  série  de  M.  Kamerlingh  Onnes;  mais 
la  différence  n'affectait  que  la  4"ie  décimale,  qui  est  incertaine. 
\;  Voir  van  der  Waals,  Continuitat  II,  p.  66 
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Tel  est  donc  le  facteur  qui  (ou  plutôt  dont  l'inverse)  fait  connaître 
Fecart  à  la  loi  dWvoGADiio  de  la  substance  considérée,  sous  les  condi- 
tions normales. 

On  voit  que  le  volume  normal  théorique  sera  plus  grand  ou  plus 
petit  que  le  volume  à  0°  C.  et  1  atm.  suivant  que  a  est  plus  grand  que 
ô,  ou  inversement.  L'hydrogène  est  un  exemple  du  deuxième  cas, 
l'anhydride  carbonique  un  exemple  du  premier.  D'après  la  formule  pour 
la  compressibilité  de  l'hydrogène,  que  j'ai  employée  plus  haut,  on  aurait 
pour  ce  gaz  1  -|-  ^ i  =  0,99931,  et  j'ai  déduit  directement  de  la  com- 
paraison des  densités  de  l'hydrogène  et  de  l'anhydride  carbonique, 
déterminées  par  Regxault,  que  pour  le  second  gaz  l-[-  f,  =  1,0003  *). 

Je  reviendrai  plus  tard  sur  la  façon  dont,  d'après  mes  observations, 
les  mélanges  d'anhydride  carbonique  et  d'hydrogène  s'écartent  de  la  loi 
d'AvoGADRo.  Une  connaissance  au  moins  approchée  de  cet  écart  était 
nécessaire  a  priori  pour  le  calcul  de  l'unité  de  volume  pour  chaque  mé- 
lange, quitte  à  corriger  encore  ce  volume  en  faisant  usage  des  résultats 
des  observations.  A  défaut  de  données  expérimentales,  je  n'aurais  évidem- 
ment pu  faire  autre  chose  qu'admettre  une  variation  du  facteur  1  +  ^i 
linéaire  avec  x.  Mais  une  observation  de  M.  Braun  ^)  m'a  donné  à  ce 
sujet  quelque  information.  Cet  auteur  a  trouvé  que,  quand  on  mélange 
deux  volumes  égaux  d'hydrogène  et  d'anhydride  carbonique,  sous  une 
pression  de  ±  71  cm.  de  mercure,  la  pression  augmente  de  0,97  mm., 
soit  0,0014.  D'une  façon  approximative  nous  pouvons  donc  admettre 
que,  si  l'on  prend  deux  volumes  égaux  d'hydrogène  et  d'anhydride  car- 
bonique à  0^  et  1  atm.,  le  mélange  occupe  un  volume  double  sous 
une  pression  de  1,001 1  atm.  Si  nous  représentons  par  u  le  nombre  des 
molécules  contenues  dans  1  cm^.  d'un  gaz  parfait  à  0°  et  1  atm.,  de 
sorte  que  1  cm*\  d'hydrogène  en  contiendrait,  dans  les  mêmes  condi- 
tions, 0,99931  n  et  l'anhydride  carbonique  1,0053  ;/,  d'aprè^s  les  nom- 
bres doimés  plus  haut,  nous  trouvons  que  1  cm*^.  du  mélange  à  volumes 

1,0023  w 
égaux  contiendrait     '  =  1,0009  //  molécules  à  0^  et  1  atm.  11 

résulte  donc  de  là  que  la  densité  normale  d'un  pareil  mélange  est  plus 

*)  Avec  les  valeurs  de  a  et  b  données  dans  la  note  de  la  page  précédente, 
on  trouve  pour  riiydrogène  1  +  f ,  =0,99940  et  pour  l'anhydride  carbonique 
1  -|-  f  j  =1,0070.  La  modification  introduite  par  là  dans  la  mesure  des  volumes 
de  ce  dernier  gaz  est  assez  considérable 

')   Wied.  Ann.,  34,  948.  1888. 


SURFACE  xfj  DE  VAN  DER  WAALS.  419 

élevée  de  0,0009  que  la  densité  théorique,  ce  qui  fait  qu'il  faut  multi- 
plier par  1,0009  le  volume  normal  réel  pour  trouver  le  volume  normal 
théorique. 

Nous  trouvons  ainsi  que,  si  x  représente  le  rapport  du  nombre  de 
molécules  d'hydrogène  dans  le  mélange  au  nombre  total  de  molécules, 
le  facteur  représentant  Técart  à  la  loi  d'AvoGADRO  dans  les  conditions 
normales  est 

1  +  f,  =  1,0053    pour  ^  =  0 
1,0009     „  ^  =  Vî 
0,99931    „  x=l. 

Pour  les  mélanges  intermédiaires  je  pouvais  certainement  me  contenter 
d'une  formule  parabolique;  je  suis  arrivé  ainsi  à  la  formule  : 

(1  -f  f,)^  =  0,99931  +  0,0060  (1  —  ar)2, 

d'après  laquelle  Tinfluence  de  Taddition  de  petites  quantités  d'anhydride 
carbonique  à  l'hydrogène  ne  serait  que  du  second  ordre,  une  circon- 
stance sur  laquelle  je  reviendrai  dans  la  suite  '). 

Pour  réduire  à  0°  C.  le  volume  occupé  par  le  mélange  dans  le  tube 
d'épreuve,  il  fallait  évidemment  faire  usage,  pour  chaque  mélange, 
d'un  coeflBcient  de  dilatation  particulier.  Comme  je  ne  savais  rien  a 

^)  En  partant  d'autres  valeurs  du  facteur  1  -f-  »i  pour  les  composantes,  déduites 
d^autres  données,  j'ai  trouvé: 

(1  -I-  ,J  x  =  0,99950  +  0,00136  (1  —  a^)  +  0,00560  (1  —  .t)*, 

'  une  formule  dont  M.  van  der  Waals  a  montré  (Continuitat,  II,  p.  80)  qu'elle 

s'accorde  mieux  avec  mes  propres  expériences  que  la  précédente,  dont  j'ai  fait 

usage.  Et  si  je  me  sers  des  valeurs  données  dans  la  note  de  la  page  417,  j'obtiens: 

(1  +  f  0  ic  =  0,99940  +  0,0020  (1  —  x)  +  0,0056  (1  —  x)\ 

Cette  troisième  formule  s'écarte  moins  de  la  seconde  formule  que  la  première, 
et  s'accorde  encore  mieux  que  la  seconde  avec  mes  observations.  Elle  est  fort 
bien  d'accord  avec  la  formule  par  laquelle  j'exprimerai  plus  loin  l'écart  des 
mélanges  à  la  loi  d'AvOGAORO ,  d'après  mes  observations.  Il  eût  été  logique  de 
refaire  les  calculs  en  me  basant  sur  cette  formule,  mais  j'ai  cru  que  cette 
opération  était  infructueuse,  non  que  la  correction  fût  négligeable,  mais  parce 
que  la  différence  tient  surtout  à  l'incertitude  de  l'écart  de  l'anhydride  carbonique 
à  la  loi  d'AvoGADRO.  On  voit  donc  combien  sont  encore  nécessaires  des  observa- 
tions précises  avec  des  gaz  absolument  purs,  pour  l'extension  de  nos  connaissances 
relatives  aux  lois  que  régissent  leurs  mélanges.  (De  nouvelles  déterminations 
de  la  compressibilité  de  l'anhydride  carbonique  pur  ont  été  faites  depuis  par 
M.  Keesom;  voir  chap.  V). 
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priori  de  ce  coefficient  de  dilatation,  j'aurais  pu  faire  usage,  en  pre- 
mière approximation,  d'une  formule  exprimant  une  variation  linéaire 
de  ce  coefficient,  depuis  la  valeur  0,00366  pour  Thydrogène,  jusqu'à 
la  valeur  0,00371  pour  Tanhydride  carbonique.  Mais  guidé  par  cette 
découverte,  que  le  changement  introduit  par  le  remplacement  de 
quelques  molécules  d'hydrogène  pur  par  de  l'anhydride  carbonique  est 
peu  important,  voire  même  nul,  j'ai  préféré  me  servir  d'une  formule 
parabolique  exprimant  cette  particularité,  et  j'ai  posé 

xj,  =  0,00366  +  0,00005  {l—xf  '). 

Puisque  la  pression  du  gaz  introduit  dans  le  tube  d'épreuve  était 

observée  sur  un  manomètre  à  mercure,  fixé  sur  une  échelle  en  verre, 

les  lectures  devaient  être  réduites  à  0°  C;  j'ai  fait  usage  du  coefficient 

de  dilatation   0,000173,   différence  entre  le  coeificient  de  dilatation 

absolu  du  mercure:  0,000181,  et  le  coefficient  de  dilatation  linéaire  du 

verre:  0,000008.  La  hauteur  manométrique  ainsi  obtenue  devait,  pour 

être  exprimée  eu  atm.,  encore  être  réduite  à  une  latitude  de  45°,  ce  que 

981  2 
j'ai  fait  en  multipliant  cette  hauteur  par        '    =  1,0006;  981,2  étant 

Taccélération  de  la  pesanteur  à  Leyden,  et  980,6  la  même  grandeur  à 

45°  de  latitude. 

Enfin  le  volume  occupé  par  le  gaz  dans  le  tube  d'épreuve  devait 

encore  être  réduit  à  1  atm.  Pour  cette  réduction  j'ai  pu  me  servir  de 

la  loi  de  Mariotte,  parce  que  la  pression  difl*érait  peu  d'une  atm.  En 

effet,  l'équation  d'état  de  van  der  Waals  peut  s'écrire  par  approxi- 

a 
mation  pv  —  pb  A —  =Cte.:  si  i\   est  le  volume  sous  1  atm.,  i\  = 

V 

pv  —  {p  —  \)b  -\-  a( )  ;  et  comme  p  —  la  une  petite  valeur  les 

deux  termes  correctifs  peuvent  être  négligés. 


*)  Ici  encore  il  était  à  prévoir  que  la  vérité  serait  entre  les  deux  (on  verra  plus 
loin,  p.  440,  qu'il  en  est  ainsi  en  effet);  mais,  comme  le  plus  grand  écart  entre  la 
formule  employée  et  celle  qui  exprimerait  une  variation  linéaire  de  «p,  corres- 
pondant à  a?  =  1^,  ne  donnerait  qu'une  erreur  de  '/^oo©  ^^  maximum,  quand  la 
réduction  s'effectue  de  20**  à  0°,  l'erreur  possible  peut  être  considérée  comme 
négligeable. 
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3.  Les  résultats  des  observations. 

Les  isothermes. 

Les  tableaux  suivants  1  à  8  contiennent  les  résultats  de  mes  détermi- 
nations d'isothermes.  Les  volumes  en  caractères  cursifs  sont  ceux  pour 
lesquels  le  mélange  se  séparait  en  deux  phases. 

Le  diagr aminé p-v-t. 

J'ai  représenté  sur  la  planche  X,  fig.  1,  Tallure  des  isothermes  du 
mélange  x  =  0,0495  ').  La  séparation  en  deux  phases  s'observait  à  des 
températures  inférieures  à  27°,50;  à  des  températures  plus  élevées  le 
mélange  restait  toujours  homogène:  27°,50  est  donc  la  température  du 
point  de  contact  critique  pour  ce  mélange.  Les  isothermes  de  15°,30 
et  21^,50  présentent  nettement  une  discontinuité  dans  leur  allure, 
résultant  de  la  séparation  du  mélange  en  deux  phases. 

Dans  ce  diagramme  j'ai  réuni  par  une  courbe  les  points  où  la  con- 
densation commence  ou  finit;  j'ai  tracé  ainsi  la  courbe  limite,  séparant 
le  domaine  oii  coexistent  deux  phases  de  celui  où  n'existe  qu'une  seule 
phase. 

Ce  diagramme  est  parfaitement  d'accord  avec  la  représentation  sché- 
matique donnée  par  M.  Kuenen^).  Pendant  la  condensation,  la  pression 
ne  reste  pas  constante,  mais  augmente  continuellement,  d'abord  assez 
lentement  et  enfin  très  rapidement;  il  résulte  de  là  qu'au  point  de  con- 
tact critique,  représenté  par  fp,  la  tangente  commune  à  l'isotherme  cri- 
tique et  à  la  courbe  limite  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  y,  comme  c'est 
le  cas  pour  une  substance  simple. 

Dans  la  représentation  schématique  de  M.  Kuenen,  ce  point  de  con- 
tact critique  est  situé  sur  la  portion  de  la  courbe  limite  qui  est  convexe 
vers  le  haut;  nous  voyons  ici  que  ce  point  peut  tomber  aussi  sur  la  por- 
tion concave.  A  des  volumes  plus  petits  encore  la  courbe  limite  doit 


*)  Comme  ce  diagramme  a  été  construit  avant  que  toutes  les  réductions  pour 
le  calcul  des  volumes  et  des  pressions  furent  achevées,  les  unités  au  moyen 
desquelles  les  volumes  et  les  pressions  y  sont  exprimées  sont  en  quelque  sorte 
arbitraires.  Pour  exprimer  les  valeurs  réelles,  les  abscisses  devraient  être  mul- 
tipliées par  1,1207  et  les  ordonnées  par  0,99. 

*)  Zeitschr.  f.  physik.  Chem,,  24,  672,  1897.  Voir  aussi  Théorie  der  Ver- 
dampfung  und  Verfliissigung  von  Gemischen,  Bd.  IV  du  Handbuch  der  Ange- 
wandten  Physikaliscben  Chemie  du  Dr.  Georg  Bredig,  p.  75. 
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Tableau  1. 
X  =  0,0495. 


Temp. 

Volume. 

1 
Pression.  Temp. 

M 

Volume. 

1 
Pression.  Temp. 

Volume. 

Pres- 
sion. 

15°,30 

0,02749 

31,41 

26^80 

0,006480 

79,30 

27,30 

0,004063 

92,15 

2471 

34,19 

(suite) 

06050 

80,95 

(suite) 

03750 

95,10 

2074 

39,12 

05704 

• 

82,35 

03390 

100,6 

1688 

45,08 

05330 

83,90 

02995 

111,8 

1302 

52,75 

04197 

90,25 

27^50 

06480 

79,95 

1187 

55,35 

04163 

90,55 

06095 

81,55 

1152 

56,25 

04028 

91,55 

05710 

83,20 

1110 

57,20 

03979 

92,05 

05540 

83,90 

1074 

57,55 

03950 

92,25 

05380 

84,60 

09180 

59,25 

03403 

99,05 

04975 

86,69 

07240 

62.15 

03013 

109,4 

04645 

88,45 

05275 

67,75 

27^10 

05710 

82,70 

04573 

88,95 

03539 

80,55 

05345 

84,20 

04445 

89,60 

02543 

102,9 

04205 

90,65 

04410 

89,80 

02500 

108,1 

(p.pl.) 

04063 

91,85 

04396 

89,95 

02471 

111,3    ! 

04028 

92,20 

04297 

90,55 

02428 

117,0 

03992 

92,45 

04255 

90,85 

21^50 

2071 

40,63  \ 

03963 

92,60 

27°,90j       04573 

89,35 

1880 

43,56 

03928 

93,00 

01184 

92,05 

1691 

46,97 

03915 

93,20 

03788 

96,00 

1495 

50,90 

03716 

95,10 

03319 

103,4 

1302 

55,45    27^30 

2079 

41,87 

03051 

111,2 

1112 

60,40 1 

1688 

48,78 

02952 

115,5 

09190 

65,95' 

1305 

57,80 

32°,10        2074 

42,98 

08450 

68,00 

091S0 

69,85 

1880 

46,36 

07240 

70,30  ; 

06470 

79,80 

■       1686 

50,25 

05285 

76,00; 

06120 

81,25 

!      1494 

54,65 

03629 

88,00 

05700 

83,05 

1302 

59,90 

02832 

102,9 

05550 

84,55 

1106 

66,05 

02782 

105,2 

04946 

86,50 

0911K) 

72,95 

02732 

107,7 

04523 

88,95 

07235 

81,35 

02675 

112,6   ! 

04255 

90,55 

05310 

90,90 

02612 

118,4 

04219 

90,85 

04190 

99,40 

26°,80 

09125 

69,80' 

04197 

91,05 

03377 

111,9 

07220 

76,60 

1 

04105 

91,65 
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Tableau  2. 
u;  =  0,0995. 


Temp.  I  Volume. 


Pression.  |Temp.j  Volume. 


1B°,90 


22^80 


0,02774 
2490 
2199 
206G 
1874 
1683 
1490 
1296 
1106 
1067 
1029 
09940 
C9565 
09145 
08800 
08360 
07990 
07165 
05240 
03551 
03284 
2061 
1877 
1683 
1480 
1293 
1110 
091451 


32,24 
35,25 
38,90 
40,80 
43,91 
47,51 
51,65 
56,60 
62,25 
63,50 
64,85 
66,00 
67,30 
68,30 
69,10 
70,25 
71,35 
74,00 
84,20 
106,9 
113,6 
42,20 
45,40 
49,26 
52,90 

1 
6    15 
72,55 


Pression.!  Temp.  j  Volume. 


,24-,20 


;,(p-  pi-)i 
'25°,oo: 

'I    I 


22°,S0  0,007185 
(suite)'  06495 
I  !  05955\ 
!  05325^ 
I  '  05260 
,  I  04171 
I  i  03612 
09145 
07245 
06700 
06470 
06120 
05685 
05270 
04902 
04566 
04171 
03904 
03821 
03738 
07260 
06685 
06090 
05700 
05330 
04948 
04551 
04370 


81,60 
85,05 
87,80 
91,95 
92,45 
104,1 
114,6 
73,45 
82,50 
85,40 
86,65 
88,60 
91,60 
94,30 
97,45 
101,1 
106,3 
110,8 
112,2 
114,2 
83,25 
86,40 
89,95 
92,60 
95,35 
98,45 
102,5 
104,7 


I 
25°.00  0,003974 


25%45 


26°,05l 


32^30 


06685 

06070 

04918 

04580 

04196 

03776 

2069 

1873 

1685 

1486 

1300 

1107 

09185 

07240 

05300 

04566 

03806 

2052 

1870 

1675 

1479 

1297 

1109 

09145 

07220 

05255 

04249 


Pres- 
sion. 


110,8 
86,85 
90,50 
99,45 
102,9 
108,2 
115,3 
42,82 
46,27 
50,20 
54,90 
60,25 
66,85 
74,50 
84,20 
96,90 
103,9 
115,8 
44,58 
47,93 
52,20 
57,15 
62,85 
69,95 
78,60 
89,70 
105,4 
118,1 
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Tableau  3. 
X  =  0,1990. 


Temp. 

Volume. 

Pression. 

1 
Temp. 

Volume. 

1 
Pression,  i  Temp. 

Volume. 

Pres- 
sion. 

15°,35 

0,02960 
2700 

31,34 
33,84 

15°,35 
(suite) 

0fi051S0 
04552 

105,9  ' 
117,4 

220,80 
(suite) 

0,01316 
1082 

63,20 
72,85 

2423 

37,27 

20°,90 

07810 

89,15 

09025 

82,45 

2142 

41,26  1 

07465 

91,75 

07115 

96,05 

2031 

43,03  '; 

07105 

94,55 

05255 

116,0 

1844 

46,58 

06735 

97,70 

05140 

117,6 

1653 

50,75 

06335 

101,5 

05070 

118,8 

1461 

55,70 

05965 

105,1 

04965 

120,6 

1276 

61,55 

05575 

109,6 

3r,80 

2018 

47,00 

1090 

68,90 

05210 

114,2 

1838 

50,90 

1051 

70,55 

22'',20 

06715 

99,05 

1651 

55,50 

1016 

72,10 

06340 

102,5 

1465 

61,15 

09745 

73,95 

i 

05965 

106,4 

1275 

68,20 

09385 

75,80 

! 
i 

05585 

110,9 

1090 

77,00 

09020 

77,75 

05243 

115,4 

09020 

88,10 

08605 

79,75 

22°,80 

2030 

44,79 

1      07105 

1 

104,1 

08275 

81,40 

1833 

48,78 

'      05965 

117,1 

07860 

83,60  1 

1651 

53,00 

07125 

88,20 

1461 

58,35 
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Tableau  4. 
X  =  0,3530. 


Volume 

P 
16^00 

P 
3r,60 

Volume 

P 
16^00 

P 
3r,60 

Volume 

P 
16°,00 

P 
3r,60 

0,02810 

34,44 

36,85 

0,01869 

49,70 

! 
53,45 

0,01067 

80,30!    87,25 

2585 

37,17 

39,80 

1724 

53,35 

57,40 

09255 

89,90 

98,30 

2442 

39,15 

41,96 

1587 

57,35 

61,80 

07940 

101,6 

112,0 

2299 

41,38 

44,38 

1480 

60,90 

65,75 

06510 

115,3 

2159 

43,77 

46,95 

1340 

66,35 

71,75 

2014 

46,54 

49,99 

1207 

72,40 

78,45 

Tableau  5. 
X  =  0,4995. 


Volume 

P 
18°,00 

P 
32^00 

Volume 

P 
18^00 

1 
P 
32°,00 

Volume 

P 
18',00 

P 
32^00 

0,03168 

32,11 

33,84 

'     1 

0,02206 

45,34 

47,97 

0,01323 

73,05 

77,65 

2975 

34,09 

35,95 

2045 

48,71 

51,55 

1172 

81,85l    87,10 

2825 

35,78 

37,78 

1889 

52,35 

55,50 

1017 

93,15 

99,50 

2667 

37,85 

39,97 , 

1736 

56,80 

60,20 

08694 

107,3 

114,9 

2512 

40,08 

42,36' 

1624 

60,45 

64,05 

2355 

42,60 

45,07  ' 

1468 

66,35 

70,40 

1 
1 
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Tableau  6. 
X  =  0,6445. 


Volume 

P 
16°,80 

P 
24^20 

P 
31^90 

Volume 

P 
16°,80 

P 
24^20 

P 
3r,90 

0,02979 

34,85 

35,82 

36,85 

0,01686 

60,90 

62,65 

64,55 

2746 

37,76 

38,79 

39,95 

1576 

65,20 

67,05 

69,05 

2600 

39,90 

41,00 

42,13 

1433 

71,45 

73,60 

75,80 

2446 

42,35 

4^,53 

44,80 

1284 

79,50 

82,00 

84,55 

2294 

45,10 

46,34 

47,88 

1140 

89,25 

92,05 

94,85 

2143 

48,21 

49,60 

51,00 

09935 

102,2 

105,5 

108,9 

1989 

51,90 

53,35 

54,95 

08495 

119,2 

1836 

56,05 

57,60 

59,35 

Tableau  7. 
X  =  0,7965. 


Volume 

P 

18^30 

Volume 

18^30 

Volume 

P 
18°,30 

Volume 

P 
18^30 

0,03293 

32,61 

0,02253 

47,78 

0,01484 

72,95 

0,009650 

113,2 

2999 

35,81 

î       2032 

53,00 

1335 

81,35 

2723 

39,47 

1840 

58,60 

1212 

89,65 

2474 

43,49 

1630 

66,20 

1090 

100,1 

Tableau  8. 
X  =  0,8970. 


Volume 

P 
17°,10 

Volume 

P 
17°,10 

'  Volume 

P 
17^10 

Volume 

P 
17°,10 

0,03234 

33,46 

0,02532 

42,94 

0,01904 

57,50 

0,01336 

83,15 

2989 

36,25 

2384 

45,72 

;        1764 

62,25 

1173 

95,20 

2810 

38,15 

2217 

49,22 

1635 

67,40 

1028 

109,5 

2692 

40,31 

2076 

52,65 

1485 

74,55 
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présenter  un  point  d'inflexion  et  revenir  vers  Taxe  des  volumes,  en 
passant  par  un  maximum  qui  correspondra  probablement  à  une  pression 
très  élevée  *). 

A  une  température  de  27^,10  j'ai  obsen^é  que,  pendant  que  je  dimi- 
nuais le  volume,  le  ménisque  liquide  devenait  de  moins  en  moins  dis- 
tinct, et  finissait  par  disparaître  au  milieu  du  tube,  sous  forme  de  nuée; 
le  volume  était  alors  0,004063  et  la  pression  91,85  atm.  Ce  point  est 
donc  le  point  de  plissement,  représenté  par /;/;  sur  la  planche.  En  ce 
point  la  tangente  à  T isotherme,  qui  ne  se  confond  pas  avec  la  tangente 
à  la  courbe  limite,  n'est  pas  non  plus  horizontale.  Dans  ce  dia- 
gramme le  point  de  plissement  n'a  d'ailleurs  aucune  signification  géo- 
métrique. 

Le  point  de  contact  critique,  le  point  de  l'isotherme  critique  où  se 
produit  une  condensation  infiniment  faible  de  la  matière,  ne  saurait  être 
déduit  de  ces  observations  d'une  manière  très  précise.  Il  vaut  mieux  le 
déduire  du  diagramme,  en  cherchant  le  point  où  la  courbe  limite 
et  l'isotherme  critique  se  touchent;  on  trouve  ainsi,  avec  une  assez 
grande  certitude,  comme  éléments  de  ce  point:  t=  27°,50,  v  =  0,0048, 
p  =  87,4. 

Les  observations  prouvent  que,  dans  les  limites  de  températures  con- 
sidérées, la  variation  de  pression  sous  volume  constant  est  sensiblement 
linéaire  par  rapport  à  la  température.  Par  là  il  était  possible  de  trouver 
par  extrapolation  l'allure  des  isothermes  dans  la  région  instable;  j'ai 
également  représenté  cette  allure  sur  la  planche.  Ce  n'est  que  pour  les 
températures  15°,30  et  21'',50  que  l'isotherme  théorique  difl'ère  sufii- 
samment  de  Tisotherme  pratique  pour  ne  pas  se  confondre  avec  elle  sur 
la  figure;  les  deux  courbes  s'entrecoupent  en  trois  points,  conformément 
à  la  théorie  de  van  der  Waals  (voir  chap.  III  C;  voyez  aussi  la  fig.  12^^ 
p.  401),  et  limitent  ainsi  deux  surfaces  dont  l'aire  doit  être  la  même. 
On  reconnaît  à  la  simple  inspection  du  diagramme  que  cette  condition 
est  suffisamment  bien  remplie;  l'incertitude  inhérente  à  l'extrapolation 
rend  illusoire  une  vérification  plus  précise. 

Tout  ce  que  je  viens  de  dire  du  mélange  x  =  0,0495  s'applique  aussi 
aux  autres  mt^anges,  dont  je  n'ai  pas  cru  nécessaire  de  reproduire  ici 
les  réseaux  d'isothermes.  Mais,  comme  je  me  suis  borné  à  considérer 


*)  Sur  la  figure  schématique  de  M.  Kuenen  le  point  de  plissement  est  placé 
à  gauche  du  maximum;  il  n'en  est  pas  ainsi  dans  notre  cas. 
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des  températures  voisines  de  la  température  critique  de  l'anhydride  car- 
bonique, et  que  je  ne  pouvais  atteindre  des  pressions  supérieures  à  120 
atm.  sans  courir  le  risque  de  voir  succomber  le  plus  large  de  mes  pié- 
zomètres,  Tétude  des  autres  mélanges  n'a  pas  été  aussi  complète  que 
pour  X  =  0,0495.  Pour  le  mélange  x  =  0,0995  j'ai  pu  observer  encore 
le  point  de  plissement:  t  =  24'',20,  v  =  0,003738,/?  =  134,2;  comme 
point  de  contact  critique  je  trouvai  :  ^  =  25°,45,  t;  =  0,0047, /?=  101. 
Mais  pour  le  mélange  x=^  0,1990  le  point  de  contact  critique  était 
déjà  en  dehors  des  limites  de  l'observation,  et  les  autres  mélanges  ne  se 
condensaient  même  plus  aux  températures  et  pressions  considérées. 

La  co7idensaiion. 

Pour  bien  faire  comprendre  Tallure  de  la  condensation,  j'ai  mesuré 
pour  quelques  volumes  le  volume  partiel  occupé  par  le  liquide.  Les 
résultats  de  ces  mesures  sont  donnés  dans  les  tableaux  9  et  10.  Cette 
allure  est  d'ailleurs  représentée  graphiquement  pour  le  mélange  x  = 
0,0495,  dans  la  fi  g.  2  de  la  planche  X  '),  où  le  volume  total  est  porté 
en  abscisses  et  le  volume  partiel  du  liquide  en  ordonnées. 

Au-dessous  de  la  température  de  plissement  l'allure  de  la  condensa- 
tion est  normale;  la  quantité  de  liquide  augmente  graduellement  à 
mesure  que  le  volume  total'diminue,  de  sorte  qu'à  la  fin  de  la  conden- 
sation tout  l'espace  est  rempli  de  liquide.  Aussi  voit-on  sur  la  fig.  2  de 
la  planche  X  qu'au  dessous  de  27°,10  les  courbes  de  condensation 
s'élèvent  continuellement,  pour  aboutir  sur  une  ligne  droite,  inclinée  à 
45°;  sur  cette  droite  en  efl'et  le  volume  du  liquide  est  égal  au  volume  total. 

Entre  la  température  de  plissement  et  la  température  de  contact  cri- 
tique j'ai  nettement  pu  observer  la  condensation  rétrograde.  La  courbe 
de  condensation  commence  par  s'élever,  mais  retourne  ensuite  vers  l'axe 
des  abscisses,  et  cela  d'autant  plus  rapidement  que  la  température  est 
plus  rapprochée  de  la  température  de  plissement.  Pour  des  températu- 
res inférieures  à  cette  dernière,  mais  très  voisines  d'elle,  les  courbes  de 
condensation  finissent  aussi  par  présenter  une  inclinaison  très  forte, 
mais. vers  le  haut. 

Quant  à  la  courbe  de  condensation  de  la  température  de  plissement 

')  A  propos  de  cette  fig.  2  j'ai  à  faire  la  même  remarque  qu'à  propos  de  la 
fig.  1,  notamment  que  les  volumes  doivent  être  multipliés  par  1,1207. 
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Tableau  9. 
Lignes  de  condensation.  —  Mélange  x  =  0,04-95. 
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Temp. 

Vol.  total 

II 
Vol.  liqu.  Temp. 

i' 

Vol.  total 

1  " 
Vol.  liqu  JiTemp. 

1 

Vol.  total 

Vol.  liqu. 

1,^,30 

0,01111 
1074 

1 
0,000015 

0056 

26°,80 

0,005700 
5330 

0,000076  27^30'  0,004573 
1 (suite) 
03691        4523 

Il     ' 

0,000644 
758 

09190 

0388 

4197 

1522| 

4418 

799 

07235 

0875 

4163 

1585 

1 

4374 

786 

05275 

1428 

4028 

1798 

4331 

877 

03539 

2093 

3979 

1936 

4298 

644 

02543 

2543 

27%10 

5120 

0393 

4318 

1 

474 

2r,50 

08450 

0021 

4524 

0966 

4283 

438 

07285 

0446 

(P.I1.P1.) 

4063 

1486 

4297 

383 

05285 

1231 

27^30 

5330 

0057 

4255 

190 

03660 

2115 

4948 

0376 

Tableau  10.  • 
Lignes  de  condensation.  —  Mélange  w  =  0,0995. 


Temp. 

Vol.  total 

Vol.  liqu. 

Temp. 

Vol.  total 

Vol.  liqu. 

Temp. 

Vol.  total 

Vol.  liqu. 

16°,90 

0,009145 

8800 

0,000037 
0122 

22^80 
(suite) 

0,005325 
4196 

0,000727 
1381 

25^00 
(suite) 

0,004580 
4376 

0,000509 
551 

1    8365 

0238 

3612 

2014 

4325 

588 

7990 

0322 

24°,20 

5310 

0460 

4249 

589 

7165 

0557 

4126 

1181 

4238 

530 

'    5240 

1063 

(P.d.pl.) 

3738 

1629 

4171 

433 

5351 

1 

1841 

25°,00 

5580 

0037 

4149 

240 

22^80 1    6725 

0080 

5330 

0153 

4126 

000 

6450 

0194 

4948 

0352 

1 
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même,  elle  s'arrête  brusquement  en  un  point  dont  l^xbscisse  est  0,00 ^OH:] 
et  Tordonnee  0,001186.  On  peut  toutefois  se  figurer  que  la  verticale 
passant  par  ce  point  fait  aussi  partie  de  la  courbe;  alors  on  conçoit 
mieux  la  transition  de  Télévation  rapide  des  courbes  d'un  côte  à  leur 
abaissement  rapide  de  Tautre  côte  de  la  température  de  plissement. 

On  reconnaît  au  tableau,  et  les  courbes  le  montrent  encore  plus  clai- 
rement, que  la  condensation  rétrograde  a  une  allure  fort  asymétrique, 
la  disparition  du  liquide  se  produisant  bien  plus  rapidement  que  son 
apparition,  et  cela  d'autant  plus  que  Ton  se  rapproche  davantage  de  la 
température  de  plissement  ^). 

La  surface  d^  saturation. 

Sur  les  diagrammes  p-v-f,  que  j'ai  tracrs  aux  moyen  des  données 
des  tableaux  1  à  8,  j'ai  lu,  pour  les  trois  mélanges  x=  0,0495, 
X  =  0,0995  et  n'  =  0,1990,  les  volumes  et  les  pressions  au  commence- 
ment et  à  la  fin  de  la  condensation,  pour  diverses  températures.  Ces 
grandeurs  sont  communiquées  au  tableau  11  (p.  431). 

Ce  n'est  que  pour  le  mélange  x  =  0,04'95  que  j'ai  pu  observer  la  fin 
de  la  condensation  à  des  températures  assez  éloignées  de  la  température 
du  contact  critique;  pour  le  mélange  œ  =  0,0995  Taugmentation  de 
pression  était  telle,  que  déjà  à  des  températures  un  peu  plus  basses  que 
la  température  de  plissement  les  observations  ne  pouvaient  plus  être 
poussées  jusqu'à  la  fin  de  la  condensation.  Enfin,  pour  le  mélange 
X  =  0,1990  je  n'ai  pas  pu  faire  d'observations  du  tout  sur  la  branche* 
liquide  de  la  courbe  limite. 

La  fig.  14  (p.43îi)  donne  une  représentation  graphique  du  tableau  11; 
elle  peut  être  considérée  comme  la  projection  sur  le  plan/;/  de  la  surface 
de  saturation  pvx.  On  sait  que  ce  diagramme  se  compose  des  courbes  de 
tension  de  vapeur  des  deux  substances  ])ures,  raccordées  par  la  courbe 
de  plissement,  et  des  courbes  limites  des  divers  mélanges,  sous  forme 
de  boucles  touchant  la  courbe  de  plissement  au  point  de  plissement  du 
mélange  correspondant.  Au  point  de  contact  critique  la  tangente  à  la 
courbe  limite  est  ])arallèle  à  l'axe  p  '^). 

Dans  la  fig.  14  j'ai  tracé  la  courbe  de  tension  de  va])eur  de  Tanhydride 
carbonique  pur,  suivant  les  données  de  M.  Amagat  (courbe  COj).  Du 


*)  Voir  VAN  DER  Waals,  Continuitiit  II,  p.  128. 

')  Voyez  p.  ex.  Kienen,  Théorie  der  Verdampfung  etc.,  pp.  78  et  suiv. 
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Tableau  11. 
Courbes  limites. 


431 


Temp. 


Comm.  condensation 


Volume 


Pression 


Fin  condensation 


Volume 


X  =  0,0495 


X  =  0,0995 


Pression 


15^30 

0,01111 

57,20 

0,002543 

102,9 

21^50 

0,008545 

67,90 

2892 

100,0 

26°,80 

5850 

81,75 

3833 

93,20 

27M0 

(t.  d.  pi.) 

27°,30 

5625 
540 

83,00 
84,6 

4063 
427 

91,85 
90,5 

27^50 
(t.d.c.cr.) 

48 

87,4 

48 

87,4 

16^90 

0,009440 

67,80 

22°,80 

6S90 

83,20 

24°,20 

(t.  d.  pi.) 

25^00 

6255 
565 

87,90 
92,9 

0,003738 
412 

114,2 
108,4 

25%45 

47 

101 

47 

101 

(t.  d.  c.  cr.) 

X  =  0,1990 


1 
15^35 

0,008795 

79,10 

20^90 

6335 

101,5 

22^20 

560 

110,9 

±22°,8 
(t.d.c.cr.)     1 

±50 

±120 
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point  critique  (cr.  p.)  de  l'anhydride  carbonique  partent  deux  courbes 
en  trait  plein,  dont  Tune,  passant  par  les  points  de  plissement  [pp)  des 
mélanges ,  est  une  portion  de  la  ligne  de  plissement;  l'autre  passe  par 
les  points  de  contact  critique.  Ces  deux  courbes  s'élèvent  rapidement; 
comme  elles  doivent  aboutir  au  point  critique  de  l'hydrogène,  il  est 


:i_.;;l  HM]i.[    iUi-iU 


probable  que  toutes  deux  reviennent  avec  une  forte  pente  vers  ce  point, 
après  avoir  atteint  un  maximum  à  une  pression  fort  élevée.  Mais  il  n'est 
pas  impossible  pourtant,  comme  M.  Kamerlingh  Oxnes  me  l'a  fait 
remarquer,  que  la  courbure  ne  change  pas  de  signe,  et  que  la  courbe 
de  plissement  se  compose  de  deux  branches  qui  toutes  deux  s'élèvent 
indéfiniment,  en  partant  des  points  critiques  des  composantes  pures. 
Cette  allure  de  la  courbe  de  plissement  au  voisinage  du  point  criti- 
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que  de  ranhydride  carbonique  est  d'accord  avec  les  observations  de 
M.  KuNDT  %  relatives  à  T influence  d'hydrogène  comprimé  sur  la  ten- 
sion superficielle  des  liquides,  quand  on  interprête  ses  résultats  de  la 
façon  dont  M.  van  Eldik  ^)  Ta  exposé  dans  sa  dissertation.  M.  van 
Eldik  a  notamment  fait  comprendre  que  la  pression  pour  laquelle  la 
tension  superficielle  s'annuUe  est  la  pression  de  plissement  du  mélange 
dont  la  température  de  plissement  est  précisément  la  température  à 
laquelle  on  opère.  S'il  en  est  ainsi,  la  pression  de  plissement  qui  cor- 
respond à  la  température  ordinaire  doit  atteindre,  dans  le  cas  deTéther 
p.  ex.,  au  moins  750  atra.,  et  de  là  résulte  évidemment  une  élévation 
fort  rapide  de  la  ligne  de  plissement  du  coté  de  Téther. 

Je  n'ai  pas  été  le  premier  à  faire  des  observations  relatives  aux  phé- 
nomènes critiques  de  mélanges  d'hydrogène  et  d'anhydride  carbonique. 
Avant  moi,  M.  Cailletet  ^)  avait  déjà  fait  des  expériences  avec  un 
mélange  contenant  à  peu  près  5  mol.  gr.  CO^  sur  1  mol.  gr.  H^.  Elles 
avaient  eu  pour  but  de  faire  voir  que,  conformément  à  l'explication 
que  M.  Jamin  donna  des  phénomènes  critiques,  Tanhydride  carbonique 
liquide  devait  disparaître  par  une  pression  d'hydrogène  continuellement 
croissante.  Les  observations  de  M.  Cailletet  confirmèrent  cette  prévi- 
sion; il  trouva  que  le  liquide  disparaissait  en  effet,  et  cela  sous  des 
pressions  d'autant  plus  basses  que  la  température  était  plus  élevée; 
p.  ex.  sous  245  atm.  à  15°  et  sous  153  atm.  à  25°.  Mais  ces  observa- 
tions n'ont  aucune  valeur  quantitative,  parce  que  M.  Cailletet  igno- 
rait encore  à  cette  époque  la  nécessité  d'agiter  le  mélange  pour  obtenir 
l'équilibre  entre  les  phases.  La  grande  influence  du  retard  dans  l'établis- 
sement de  l'équilibre,  qui  en  était  la  conséquence,  est  bien  prouvée  par 
le  fait  que  M.  Cailletet  a  encore  observé  une  condensation  à  25°,  alors 
que  d'après  mes  expériences  le  point  de  contact  critique  du  mélange 
considéré  correspond  à  23°  environ. 

La  surface p-v-x.^) 

Par  interpolation  graphique  entre  les  températures  observées,  j'ai 
construit  les  isothermes  des  divers  mélanges  relatives  à  une  même  tem- 
pérature, notamment  27°,10,  la  température  de  plissement  du  mélange 

*)  Berl.  Ber.,  21  oct.  1880. 

')  loc.  cit. 

')  Comptes  rendus,  96,  1448,  1883. 

*)  Ce  paragraphe  ne  se  trouve  pas  dans  ma  dissertation. 
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X  =  0,0495.  Ces  isothermes  sont  figurées,  entre  les  volumes  0  et  0,02 

d*une  part,  et  les  pressions  60  et  100  atm.  d'antre  part,  sur  la  planche 

XI,  qui  représente  ainsi  la  projection  de  la  surface/;  v  x  sur  le  plan/?  v. 

Ainsi  que  M.  Hartman  Ta  représente  schématiquement  dans  la  fig.  3 


0,OfC 


0,001 


x-qo 


de  sa  dissertation  '),  ce  diagramme  ressemble  fort  à  un  graphique  jo,  r,  /. 
11  s'en  distingue  particulièrement  par  le  fait  qu'il  est  pratiquement  limité 
par  les  isothermes  des  composantes  pures  (à  un  point  de  vue  théorique, 
on  peut  se  figurer  cependant  que  la  surface  s'étend  au-delà  de  ces 
limites,  c.  à  d.  que  x  peut  devenir  <1  0  ou  >  1),  et  que  le  point  de 
plissement  occupe  le  sommet  de  la  courbe  limite.  (îe  sommet,  indiqué 
par/j^,  à  ici  pour  éléments  i:=  0,0495,/;  =  91,85  atm.,  v  =  0,004063. 


*)  Voir  aussi  Klenen,  Théorie  der  Verdampfung  etc.,  p.  76. 
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J'ai  représenté  la  courbe  limite  eu  trait  interrompu;  elle  aboutit  par  les 
deux  branches  aux  phases  saturées  de  l'anhydride  carbonique  pur.  J'ai 
ajouté  risotherrae  du  mélange  x  =  0,0025,  que  j'ai  déduite  des  autres 
également  par  interpolation  graphique;  la  partie  instable  est  pointillée. 
La  courbe  limite  est  tivngente  à  Tisotherme  x  =  0,056  au  point  de 
contact  critique  correspondant  à  la  température  considérée;  ce  point, 
représenté  par  //;,  a  pour  éléments  x=  0,056,  /;=  88,6,  v=  0,001^8. 
La  fig.  15  est  la  projection  de  la  surface  jyrj?  sur  le  plan  t'x.  Les 
courbes  en  trait  plein  sont  les  isobares.  La  projection  de  la  courbe 
limite  (courbe  connodale)  est  en  trait  interrompu.  Les  phases  coexis- 
tantes sont  données  par  les  intersections  de  la  courbe  connodale  et  d'une 
isobare.  Le  tracé  est  trop  peu  précis  pour  permettre  de  juger  si  les  par- 
ticularités, décrites  au  chap.  111  C,  sont  vérifiées  par  rexpérience. 


La  varia  flou  de  la  [tressiou  par  subsiiiuiion. 


Gruce  au  choix  particulier  de  l'unité  de  volume  pour  chaque  mélange, 
il  est  aisé  de  déduire  des  ta- 
bleaux 1  à  8  comment  varie 


la 


pression,    à   température 


ir 

_t 

1 

_^/. 

^> 

y'^ 

^^ 

7^ 

y"                     sa 

^ 

/ 

y 

/ 

/^ 

♦X 

T  ^^  4~ 

/ 

7 

7 

4-" 

iCL 

^ 

v^ao'.c. 

Uis: 

1  1  1 

M 

donnée,  quand,  sans  changer 
le  volume,  on  remplace  gra- 
duellement toutes  les  molécu- 
les d'une  des  composantes  par 
un  nombre  également  grand 
de  molécules  de  Tautre.  A 
cet  effet,  j'ai  commencé  par 
déduire  de  ces   tableaux   les 

coellicients    de   pression    --, 

relatifs  à  diti'érents  volumes, 
pour  les  divers  mélanges;  les 
valeurs  en  sont  communiquées 
au  tableau  12.  Puis  je  me  suis 
servi  de  ces  coefficients  de  pres- 
sion pour  trouver  les  isothermes  des  divers  mélanges,  relatives  à  une 
même  température:  18°;  j'ai  fait  de  ces  isothermes  un  tracé  graphique. 


a   Qi  ctt  Qs  a^   Qf  Q^ 
Fig.  1(5. 


C!/    qs  ay    Xû 
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sur  lequel  j'ai  lu  les  pressions  correspondant  à  des  volumes  détermines; 
les  valeurs  en  sont  données  au  tableau  13. 

Le  caractère  de  cette  „ variation  de  pression  par  substitution''  est 
rendu  clair  par  la  fig.  16;  elle  fait  voir  comment  la  pre^ion  varie 
avec  la  composition  pour  le  volume  0,020;  les  compositions  sont  por- 
tées en  abscisses,  les  pressions  en  ordonnées.  On  voit  que  la  variation 
de  la  pression  n'est  pas  linéaire;  la  pression  est  plus  grande  que  ne  le 
voudrait  une  loi  aussi  simple.  On  y  remarque  aussi  la  faible  influence 
du  remplacement  de  quelques  molécules  d'hydrogène  par  autant  de 
molécules  d'anhydride  carbonique,  quand  on  part  de  Thydrogène  pur, 
un  phénomène  dont  il  a  été  question  plus  haut  (voir  p.  419)  ^).  Pour 
les  autres  volumes,  la  pression  présente  une  allure  semblable. 

Tableau  12. 
Coefficients  de  pression  (15° — 30°  C.) 


Volume 

Composil 

bion  X 

= 

0,00000,0495 

0,0995 

0,1990 

0,3530 

0,4995 

0,6445 

0,7965 

0,8970  1,0000 

0,030 

0,162 

0,159 

0,156 

0,150 

0,142 

0,134 

0,130 

0,127 

0,126 

0,126 

28 

175 

172 

168 

163 

155 

146 

141 

138 

136 

135 

26 

190 

186 

183 

177 

168 

159 

154 

150 

148 

146 

24 

209 

204 

199 

193 

183 

174 

168 

163 

161 

159 

22 

229 

223 

218 

211 

201 

191 

185 

179 

176 

173 

20 

257 

249 

242 

234 

223 

212 

204 

197 

194 

192 

18 

295 

285 

276 

265 

250 

237 

227 

221 

216 

214 

16 

346 

333 

321 

306 

28() 

270 

256 

249 

244 

242 

14 

412 

395 

381 

360 

331 

312 

296 

286 

281 

278 

12 

503 

481 

461 

431 

395 

373 

353 

339 

331 

327 

10 

620 

590 

566 

533 

495 

464 

436 

415 

405 

397 

*)  Voir  aussi  p.  439. 


SURFACE  X^f  DE  VAN  DER  WAALS. 


437 


Tableau  13. 
Pressions  à  18°. 


Volume 


Composition  x  • 


_-    _^„-^- 

vf,wvrv/ 

0,030 

28,90 

29 

29,73 

28 

30,58 

27 

31,45 

26 

32,40 

25 

33,36 

24 

34,38 

23 

35,47 

22 

36,55 

21 

37,75 

20 

39,03 

19 

40,40 

18 

41,90 

17 

43,43 

16 

45,00 

15 

46,64 

14 

48,35 

13 

50,05 

12 

51,85 

11 

53,65 

10 

55,50 

I       I 

0,0000  0,049ô  0,0995  0,1990 


29,68 
30,43 
31,35 
32,32 
33,33 
34,40 
35,53 
36,73 
38,00 
39,40 
40,85 
42,40 
44,02 
45,70 
47,52 
49,45 
51,65 
54,00 
56,40 
59,00 
6L65 


30,37 
31,33 
32,25 
33.23 
34,28 
35,37 
36,54 
37,78 
39,11 
40,55 
42,10 
43,76 
45,56 
47,47 
49,55 
51,85 
54,30 
57,00 
59,85 
63,05 
66,55 


31,33 
32,25 
33,24 
34,34 
35,53 
36,77 
38,04 
39,43 
40,91 
42,50 
44,26 
46,15 
48,22 
50,40 
52,80 
55,45 
58,40 
61,75 
65,60 
69,75 
74,25 


0,3530 

0,4995 

32,70 

33,81 

33,75 

34,92 

34,85 

36,12 

36,04 

37,39 

37,32 

38,80 

38,64 

40,23 

40,12 

41,80 

41,72 

43,57 

43,40 

45,46 

45,26 

47,50 

47,30 

49,65 

49,49 

52,10 

51,90 

54,95 

54,60 

58,00 

57,50 

61,30 

60,80 

65,00 

64,60 

69,30 

68,80 

74,30 

73,60 

80,00 

79,10 

86,75 

85,40 

94,40 

34,77 
35,95 
37,19 
38,56 
40,05 
41,64 
43,33 
45,17 
47,18 
49,39 
51,80 
54,45 
57,45 
60,75 
64,55 
68,75 
73,35 
78,80 
85,30 
93,00 
102,1 


0,7965 

0,8970 

35,80 

36,19 

37,09 

37,46 

38,43 

38,83 

39,81 

40,29 

41,33 

41,87 

42,98 

43,62 

44,80 

45,48 

46,73 

47,48 

48,90 

49,67 

51,20 

52,15 

53,75 

54,80 

56,65 

57,80 

59,85 

61,15 

63,45 

64,90 

67,45 

69,10 

72,10 

73,85 

77,50 

79,25 

83,55 

85,65 

90,85 

93,10 

99,25 

102,0 

109,6 

112,9 

1,0000 

36,31 
37,59 
38,97 
40,45 
42,04 
43,77 
45,65 
47,70 
49,94 
52,40 
55,10 
58,10 
61,50 
65,25 
69,50 
74,35 
79,95 
86,45 
94,10 
103,1 
114,3 
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Les  écarts  des  lois  des  gaz  parfaHs.  ^) 

Loi  de  Mauiotte.  J'ai  déjà  rappelé  plus  haut  (p.  418)  qu'à  la  tem- 
pérature ordinaire  et  aux  basses  pressions  Thydrogène  et  l'anhydride 
carbonique  s'écartent  dans  des  sens  différents  des  lois  des  gaz  parfaits. 
Ainsi  Tanhydride  carbonique  est  plus  compressible  que  ne  le  voudrait 
la  loi  de  Mauiottk,  et  l'hydrogène  l'est  moins.  11  était  donc  à  prévoir 
qu'un  certain  mélange  de  ces  deux  gaz  se  conformerait  à  cette  loi  en 
deuxième  approximation;  c'est  en  effet  ce  qui  résulte  de  mes  observa- 
tions. Pour  des  volumes  compris  entre  oo  et  0,01,  et  à  18°  (voir  tableau 
13),  ces  observations  sont  convenablement  représentées  par  les  formules: 

pv  =  1,067  +  0,00074  -  +  0,0000005  \  pour  x  =  1,0000 

V  V 

-f  0,00054  +  0,0000010  0,8970 

+  0,00013  4-  0,0000015  0,7965 

—  0,00079  4-  0,0000033  0,6445 

—  0,00175  +  0,0000055  0,4995 

—  0,00280  +  0,0000072  0,3530 

—  0,00405  +  0,0000082  0,1990 

—  0,0050  +  0,0000100  0,0995 

—  0,0056  -f  0,0000110  0,0495 

—  0,0063  +  0,0000115  0,0000  2) 

d'après  lesquelles  il  y  a  donc  un  mélange,  voisin  de  0,8,  pour  lequel 
le  coefficient  B  du  terme  -  est  nul. 

V 

En  réduisant  à  0°,  au  moyen  des  coefficients  de  pression  du  tableau  12, 


*)  Ce  paragraphe,  qui  ne  se  trouve  pas  non  plus  dans  ma  dissertation,  a 
été  inspiré  par  des  considérations  de  M.  van  dek  Waals,  que  Ton  trouve  dans 
Continuitât,  II,  pp.  53  à  89. 

*)  D'après  M.  Schalkwijk  {loc.  cit.)  on  aurait,  pour  l'hydrogène  à  18": 

pv  =  1,0659  +  0,000()63  -^   +  0,00000092  -^i+ ; 


et  les  développements  en  série  de  M.  KAMERUNiiii  Onnes  donnent,  pour  l'an- 
hydride carbonique  à  IH'*: 

pu  =  1,0658  ~  0,00638  ^  +  0,0000133  ^,  - 
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je  trouve  pour  le  coefficient  i^  de  -,  à  0°,  les  valeurs  de  la  2"^*"  colonne 
du  tableau  suivant: 


;r  =  0 

Bo  =  —  0,0068 

^0  (form.)  = 

=  —  0,0068 

0,05 

—  0,0060 

—  0,0062 

0,1 

—  0,0054. 

—  0,0056 

0,2 

—  0,00435 

—  0,00450 

0,35 

—  0,00300 

—  0,00306 

0,5 

—  0,00190 

—  0,00179 

0,fi5 

—  0,00090 

—  0,00081 

0,8 

+  0,00007 

0 

0,9 

+  0,00048 

+  0,00040 

1 

+  0,00069 

+  0,00069 

Ces  valeurs  de  Bq  sont  bien  rendues  par  la  formule  suivante  du 
second  degré  : 

B^  =  0,00069  x^  —  0,00106  x{l—x)  —  0,0068  (1  —  x)\ 

comme  le  prouve  la  3®  colonne  de  ce  tableau. 

A  un  point  de  vue  purement  analytique,  Bq  atteindrait  un  maximum 
pour  une  valeur  de  x  égale  à  1,24,  c.  à  d.  au  delà  de  l'hydrogène  pur; 
et  d'après  la  variation  du  coefficient  B  avec  la  température  (voir  ci-des- 
sous), la  température  n'a  pas  grande  influence  sur  la  situation  de  ce 
maximum.  Mais  ce  maximum  recule  vers  :r  =  1  par  l'addition  du  terme 

en  —y,  conformément  à  l'allure  que  j'ai  observée  dans  la  variation  de 

la  pression  par  substitution,  pour  v  =  0,02  p.  ex.  (p.  436).  *) 

La  composition  du  mélange  qui  suit  la  loi  de  Mariotte  en  deuxième 

approximation  ne  change  pas  non  plus  notablement  avec  la  température. 

Elle  se  déplace  lentement  du  côté  de  l'anhydride  carbonique,  qui  ne 

suit  la  loi  de  Mariotte  qu'à  une  température  très  élevée.  ^) 

Le  fait  que  l'écart  de  la  loi  de  Mario'ite  peut  être  convenablement 

représenté  par  une  relation  du  2*^  degré  constitue  une  vérification  des 

')  Je  regrette  de  n'avoir  pas  eu  jusqu'  ici  l'occasion  de  refaire  des  mesures 
avec  un  mélange  contenant  peu  d'anhydride  carbonique,  afin  de  m'assurer  si  la 
faible  variation  de  la  pression,  observée  dans  le  voisinage  de  l'hydrogène  pur, 
n'est  pas  l'effet  de  quelque  erreur  systématique. 

')  Voir  Leduc,  Comptes  rendus,  1897;  Berthelot,  Comptes  rendtis ,  ISdS. 
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formules  quadratiques  de  van  der  Waals.  Pour  de  grandes  valeurs  de 
V  risotherme  de  van  dkr  Waals  peut  s'écrire: 

V 

où  a^  et  b^  sont  les  valeurs  limites,  pour  un  volume  infiniment  grand, 
des  grandeurs  a  et  b,  considérées  comme  fonctions  de  v.  Ces  grandeurs 
^00  ^^  ^00  seraient  maintenant,  suivant  M.  van  dkr  Waals,  du  2^  degré 
par  rapport  à  x;  il  doit  donc  en  être  de  même  de  leur  différence  b^ —  a^, 
qui  n'est  autre  que  la  fonction  que  j'ai  représentée  par  Bq.  *). 

Loi  de  Gay-Lussac.  De  même  je  trouve,  d'après  le  tableau  12,  que 
la  variation  du  coefficient  de  -  avec  la  température  est  exprimée  par 

—  =  0,000030  {l—xy  +  0,000014 ;r(l—ar)  +  0,000003  x\ 
dt 

Cette  expression  est  aussi  ce  qu'il  faut  ajouter  à  -B=  0,00366,  pour 

trouver  Xv^  le  coefficient  de  dilatation  sous  volume  constant  {v  =  1). 

D'autre  part,  si  la  pression  reste  constante  et  égale  à  1  atm.. 


dt^^-^M-^^^' 


dv        ..   .    dB 

de  sorte  que 

xp  =  0,00366  +  0,000055  {l—xy  +  0,000018  x  {l  —  x) 
=  0,00366  +  0,000018  (1  —  a?)  +  0,000037  {l—x^ 

est  l'expression  que  j'aurais  dû  employer  pour  le  coefficient  de  dilata- 
tion sous  pression  constante  (voir  p.  420). 

Zoi  ^'AvoGADRO.  Si  les  divers  mélanges  suivaient  exactement  les 
lois  des  gaz  parfaits,  tous  auraient  pour  isotherme  de  0^ pv=  l.  En 
seconde  approximation  nous  pouvons  écrire  : 

si  v'  est  le  volume  théorique,  ;?--—,  et  v'  = -— ,  de  sorte  que 

V 


')  On  trouvera  une  vérification  analogue  au  chap.  IX. 
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1-1 ^  est  le  facteur  par  lequel  nous  devons  diviser  le  volume  réel 

V 

pour  trouver  le  volume  théorique.  Si  nous  posons  0=1,  v  est  le 
volume  normal  théorique,  qui  a  été  pris  pour  unité,  et  nous  trouvons 
que  ce  volume  s'obtient,  avec  une  précision  suffisante,  en  divisant  le 
volume  normal  réel  par  1  -|-  /^q  ou  en  le  multipliant  par  1  —  Bq,  Or, 
d'après  l'expression  trouvée  pour  Bq, 

1  —  Bq  =  0,99931  +  0,00244(1  —j;)  +  0,00505  (1  —  ^O'; 

une  formule  qui  diflere  assez  bien  de  celle  dont  je  me  suis  servi  a  priori 
(voir  p.  419)  pour  déterminer  le  volume  normal  théorique  des  divers 
mélanges  *). 

Loi  (h  Dalton.  Je  vais  maintenant  m'occuper  encore  des  écarts  de  la 
loi  de  Dalton,  aux  grands  volumes  et  à  0^.  Je  commencerai  par  sup- 
poser que  dans  un  même  volume  on  réunisse  x  mol.  gr.  d'hydrogène  et 
1  —  X  mol.  gr.  d'anhydride  carbonique.  Si  Ton  prend  comme  unité  de 
volume  le  volume  normal  théorique  d'une  molécule-gramme,  et  si  v  est 
la  valeur  du  volume  considéré,  mesuré  avec  cette  unité,  le  volume  spéci- 

V                                              .                     .               V 
tique  de  T hydrogène  est  -  et  celui  de  l'anhydride  carbonique  -j , 

tandis  que  le  volume  spécifique  du  mélange  est  v.  Les  pressions  que 
les  deux  gaz  exerceraient  individuellement  sont  donc 

X /-,    ,    0,00069  u?\     ,  1—^/,        0,0068  (l—u;)\ 

de  sorte  que  la  pression  résultante  serait,  suivant  la  loi  de  Dalton, 

;j^  +  ;,^  =  1  -}-  -L  [0,00069 x'  —  0,0068  {l—xy]. 
Et  comme  la  pression  réellement  exercée  est 

on  trouve  que  par  le  mélange  la  pression  subit  une  variation 

*)  Par  contre,  elle  s'accorde  bien  avec  la  formule  que  j'ai  déduite  de  données 
plus  récentes  (voir  la  note  à  la  page  419). 

ARCHIVES  NÉERLANDAISES,   SERIE   H,   TOME   XI.  29 
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,       ,  0,00106  ;r(l—;r) 

^P=P  —  {pi  +P2)=  —  -  "^Y-        -• 

Cette  variation  est,  comme  on  voit,  une  diminution  *),  qui  atteint  sa 
plus  grande  valeur  pour  x^=  '/a»  P^"^  i?  =  1,  c.  à  d.  si  le  mélange 
s'opère  dans  des  conditions. telles  que  le  volume  occupé  par  le  mélange 
soit  toujours  le  volume  normal  théorique,  la  diminution  maxima  est  de 
0,00027  atm.,  ou  0,21  mm.  de  mercure. 

D'après  la  formule  trouvée  plus  haut  pour  -,  A/?  diminue  à  mesure 

que  la  température  s'élève.  A  une  certaine  température,  voisine  proba- 
blement de  75°,  Fécart  de  la  loi  de  Dalton  doit  donc  s'annuler,  pour 
changer  ensuite  de  signe. 

Supposons  maintenant  que  nous  prenions  encore  x  mol.  gr.  d'hydro- 
gène et  1  — X  mol.  gr.  d'anhydride  carbonique,  sous  une  même  pression 
p,  et  que  nous  opérions  le  mélange  de  telle  sorte  que  le  volume  reste  la 
somme  des  volumes  occupés  par  les  quantités  mélangées.  Les  volumes 
occupés  séparément  par  les  deux  quantités  de  gaz  sont  alors 

ï,,  =  a: (^-  +  0,00069^  et   v.^  =  {\  —  x)( 0,00()8\ 

Le  volume  total  du  mélange  est  donc 

v  =  v^  +^2  =-  +  0,00069^:— 0,0068(1— a:), 
P 

et  la  pression  exercée  par  le  mélange  dans  ce  volume  est  : 

p'  ^p—p"-  [0,00069  X  —  0,0068  (1  —x)  —  B^\ 

On  voit  ainsi  que  par  le  mélange  la  pression  subit  une  variation 

Ip  =  [B^  +  0,0068  (l—x)  —  0,00069  x] p^ 
=  0,00505  a: (l—ar)/?l 

Ici  le  mtîlange  est  donc  accompagné  d'une  augmentation  de  pression, 
qui  atteint  encore  une  fois  sa  plus  grande  valeur  pour  x  =  Va*  Si  la 
pression  initiale  est  de  1  atm. ,  Taugmentation  de  pression  maxima  est 

*)  Voir  VAN  DEH  Waals,  Continuittit  II,  p.  59,  où  cette  question  est  traitée 
ea  détail. 
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de  0,00126  atm.,  c.  àd.  0,96  mm.  de  mercure,  ce  qui  est  parfaitement 
d'accord  avec  Tobservation  de  M.  Braun  (voir  p.  418). 

La  loi  des  états  correspondants. 

La  question  de  savoir  si  les  mélanges  d'anhydride  carbonique  et 
d'hydrogène  satisfont  à  la  loi  des  états  correspondants  a  déjà  fait  Tobjet 
d'une  note  dans  ces  Arcàlves,  (2),  5,  644,  1900.  Je  n'ai  plus  qu'à  y 
ajouter  la  rectification  suivante  *).  J'ai  reconnu  que  les  formuler  numé- 
riques, données  à  la  page  650,  sont  faussées  par  une  petite  erreur  de 
calcul;  elles  doivent  être  remplacées  par: 


et 


ou  bien 


et 


„    =1  —  1,57  a: +1,3^^ 


-f^-  =  1  + 0,556  ;p  — 0,24  a:^ 

«22 


-5^  =  0,73  j:^  +  0,430  X.  {l—x)  +  (1  —  a;)^ 
^  =  1,32 ;c*+ 2,56    ;r(l— .r)  +  (l  — ^)*. 

^22 


Il  s'ensuit 

f^  =  0,73,     f^  =  0,215,      ^  =  1,32  et  ^  =  1,28. 

•**-22  "^22  22  22 

On  ne  peut  guère  attacher  d'importance  aux  valeurs  de  — *-et-*', 

^22         ^22 

qui  résultent  d'une  extrapolation  exagérée;  il  eftt  été  préférable  de  les 
calculer  au  moyen  des  constantes  critiques  de  C'O^  et  tf  ^,  à  l'aide  des 
formules 


J 


Or,  pour  l'hydrogène  jt?/,-  =  20  atm.  et  Tic  =  38°,5,  et  en  admettant  la 
constance  de  l'expression ^^p-  pour  tous  les  corps  je  trouve  va,  =  0,0020; 
il  résulte  de  là 


*)  Cette  rectification   a  fait  l'objet  de  Comni.  phys.  lab.  Leiden^  Appendix 
to  N^  65. 
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^U  =  0,077    et    5^^  =  0,47. 

Mais  si  nous  posons  maintenant 

^  =  0,077  x'+'Z^''x{l  —x)  +  (i  -  xy 
A22  A22 

et 

^/  =  0,47    u;'  +  2  J»^  X  (1  — ^-j  +  (1  —  ^O', 
622  622 

et  que  nous  déterminons,  pour  chaque  valeur  de  x,  les  valeurs  de 

—  et  .—  ,  nous  ne  trouvons  pas  pour  ces  coefficients  une  valeur  con- 

A.22  t^22 

stante.   Nous  voyons  ainsi  que  Kjc  et  ô,^  ne  se  laissent  pas  exprimer 
correctement  par  des  formules  quadratiques  '). 

La  variât 'w7i  des  grandeurs  cri/iqiies  arec  la  composifion. 

Les  formules  suivantes  expriment  enfin  comment  quelques  grandeurs 
critiques  varient  avec  la  composition,  dans  le  voisinage  de  Tanhydride 
carbonique  pur. 

'JU-  =  n  (1  — 1/219  X  +  1,93  x') 

Ilric   =  A-  (1  —  l/>45  .r  +  2,69  x') 
v.rk-   =  Vk  (1  -h  0,62    X  —  0,95  x') 

r,.,./  =  n  (1  —  0,333  X  +  0,96  x'') 

p.rpt  =pic  (1  +4,50    X+  10,5  ;r-) 
7;.,.^/  =  vk  (1  —  0,40    ;r  —  S  x^y 


*)  Voir  cliap.  II,  p.  380.  La  vérification  que  j'ai  trouvée  tantôt  (p.  439) 
n'est  pas  en  contradiction  avec  le  présent  désaccord,  puisqu'elle  ne  portait  que 
sur  les  valeurs  limites  de  a.v  (ou  A'a-)  et  hx* 


SUR  DES  PLANTES  QUI,  A  L'ÉTAT  SAUVAGE, 

PRÉSENTENT  LE  CARACTÈRE  DE  RACES  INTERMÉDIAIRES, 

DANS  LE  SENS  DE  LA  THÉORIE  DE  LA  MUTATION, 


PAR 


W.    B  U  R  C  K. 


La  recherche  des  causes  de  la  cleistogamie  ')  m'a  appris:  1°.  que  des 
plantes  à  fleurs  closes  sont  issues  par  mutation  de  plantes  à  fleurs  chas- 
mogames  et  2°.  qu'à  Tétat  sauvage  on  les  rencontre  en  partie  comme 
variétés  constantes,  en  partie  comme  races  intermédiaires. 

Dans  cette  étude  s'est  posée  la  question  s'il  n'y  aurait  pas  d'autres 
plantes  sauvages  présentant  le  caractère  de  races  intermédiaires. 

A  ce  propos  j'ai  songé  en  particulier  aux  plantes  qui  portent,  sur  le 
même  individu,  des  fleurs  hermaphrodites  et  d'autres  qui  sont  mâles  ou 
femelles,  ou  bien  à  celles  qui  présentent  à  la  fois  des  individus  où  les 
sexes  sont  réunis  et  d'autres  où  ils  sont  séparés,  ou  enfin  à  ces  plantes 
dioïques  qui  possèdent  des  rudiments  d'étamines  ou  d'ovaires,  ce  qui 
prouve  qu'elles  proviennent  de  plantes  à  fleurs  hermaphrodites. 

L'analogie  entre  les  fleurs  diclines,  cléistogames  et  doubles  a  fait 
présumer  qu'elles  ont  pris  naissance  d'une  même  manière;  et  en  même 
temps  la  façon  analogue  dont  les  fleurs  mâles  ou  femelles  apparaissent 
parmi  les  fleurs  hermaphrodites,  et  dont  les  fleurs  cléistogames  se  pré- 
sentent parmi  les  chasmogames,  nous  a  donné  le  droit  de  supposer  que 


*)   Die  Mutation  als  Ursache  der  Kleisto^amie.  Recueil  des  Travaux  Bota- 
niques Néerlandais^  Vol.  II,  1905. 
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dans  les  plantes  monoïques  et  dioïques,  tout  comme  dans  les  cléisto- 
games ,  nous  trouvons  des  races  intermédiaires  et  des  variétés  con- 
stantes. 

Pendant  Tété  1905  j'ai  tâché  de  deux  manières  de  trouver  une  preuve 
en  faveur  de  cette  manière  de  voir,  en  premier  lieu  par  culture  d'une 
Satureja  hortensu  gy no-monoïque,  et  en  second  lieu  en  examinant  les 
diverses  formes  sous  lesquelles  une  même  Ombellifère  andro-monoïque 
peut  se  présenter  à  l'état  naturel,  au  point  de  vue  du  rapport  entre  les 
fleurs  mâles  et  les  fleurs  hermaphrodites  et  de  la  situation  que  ces  fleurs 
mâles  occupent  sur  les  axes  primaires  et  secondaires. 

Je  ne  reviendrai  sur  les  résultats  des  expériences  de  culture  que  quand 
j'aurai  eu  l'occasion  de  les  refaire  sur  une  plus  grande  échelle  et  avec 
un  plus  grand  nombre  d'espèces.  En  ce  moment  je  désire  tout  simple- 
ment rapporter  qu'elles  m'ont  appris  qu'une  Satureja  hortensU  gjno- 
monoïque  commence  sa  période  de  floraison  par  la  production  de  fleurs 
exclusivement  hermaphrodites,  et  que  ce  n'est  que  plus  tard,  quand  la 
plante  est  devenue  plus  vigoureuse,  que  quelques  fleurs  femelles  appa- 
raissent parmi  les  hermaphrodites;  leur  nombre  augmente  progressive- 
ment les  jours  suivants  jusqu'à  ce  qu'un  certain  maximum  soit  atteint, 
après  quoi  il  diminue  de  nouveau,  au  point  qu'à  la  fin  de  la  période  de 
floraison  la  plante  porte  de  nouveau  exclusivement  des  fleurs  où  les 
deux  sexes  sont  réunis. 

On  voit  ainsi  que  la  fleur  femelle  suit  la  loi  de  périodicité  que 
M.  H  UGO  DE  Vries  a  établie  chez  d'autres  plantes  pour  l'apparition 
d'anomalies  de  diverses  espèces,  et  à  ce  point  de  vue  elle  peut  être  mise 
sur  une  même  ligne.  On  peut  la  comparer  à  la  feuille  composée  de 
TrifoUum  pratense  quinquefolium ,  aux  fleurs  doubles  de  Ranunculus 
bulbosMs  semijjlenus,  aux  épis  ramifiés  de  Plantago  lanceolata  ramosa  etc. 

Quant  aux  Ombellifères  andro-monoïques,  je  communiquerai  dans  les 
pages  suivantes  les  résultats  de  mes  recherches  à  leur  sujet. 

Les  recherches  de  MM.  BKUEaiNCK  '),  Schulz  '^),   Kirchner  ^), 


*)  Beyerinck  ,  Gyiiodioecie  bel  Daucus  CarotA  L.  Nederlandsch  Ktmidkun- 
dig  Arch.^  Tweede  série,  4de  Deel,  1885,  p.  345. 

*;  Algi'st  Schulz,  Beitrage  zar  Kenntniss  der  Bestaubungseinrichtongen 
und  Geschlechtsvertheilung  bel  den  Pflanzen.  Bibliotheca  botanica,  Bd.  Il 
1888,  Heft  10,  und  Bd.  III  1890,  Heft  17. 

')  KmcHNER,  Flora  von  Stuttgart  und  Umgebung  1888. 
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Mac  Leod  ^),  Loew  ^),  Warnstorp  ^)  et  d'autres  encore  sur  les  rap- 
ports des  sexes  chez  les  Ombellifères  ont  appris,  que  de  beaucoup  le  plus 
grand  nombre  des  espèces  sont  andro-mouoïques,  et  que  chez  quelques- 
unes  on  observe  raêine  des  individus  portant  des  fleurs  femelles,  parfois 
mélangées  de  fleurs  asexuelles.  On  a  reconnu  que  dans  cette  famille  les 
fleurs  mâles  sont  presque  tout  aussi  fréquentes  que  les  hermaphrodites. 
Mais  les  individus  mâles  sont  rares.  IWiniaglatœa  passait  jusqu'ici  pour 
la  seule  Ombellifère  d^Europe  dont  on  connaît  des  individus  mâles.  Il 
ressort  pourtant  des  notes  de  M.  Schdlz  que  Ton  rencontre  aussi,  dans 
les  environs  de  Halle  a.  S.,  des  plantes  mâles  d^Oenanthe  fi^tulom  *)  et 
de  Sium  latifolium  ^);  du  reste,  dans  notre  pays,  Heracleum  SpkondyUum 
peut  aussi  se  présenter  sous  forme  mâle. 

Les  fleurs  femelles  sont  bien  moins  répandues.  M.  Schulz  ne  les 
rapporte  que  chez  {Eryngium  campeshe)?  ^),  Trinia  glaiica ,  Pwijmiella 
magna ^  P.  saxifraga  et  Daucus  Caroia;  chez  cette  dernière  plante  elles 
avaient  déjà  été  trouvées  auparavant  par  M.  Beijerinck. 

Dans  la  longue  liste  de  66  Ombellifères  européennes  dans  la  Bliiten- 
biologische  Floristik  de  M.  Loew,  on  ne  trouve  pas  plus  de  16  espèces 
connues  comme  exclusivement  hermaphrodites,  tandis  que  plus  de  40 
sont  andro-monoïques.  On  a  reconnu  depuis  que  chez  trois  des  plantes 
considérées  comme  hermaphrodites  on  trouve  aussi  des  fleurs  mâles. 
M.  Warnstorp  a  notamment  rencontré,  dans  les  environs  de  Neu- 
Euppin,  des  formes  andro-monoïques  à! Anethum  graveolens ,  Aethnsa 
Cpiapium  et  Heracleum  Sphondylium  ]  dans  notre  pays  aussi  ils  se  pré- 
sentent sous  cette  forme.  Des  66  Ombellifères  examinées  il  reste  ainsi 
les  suivantes  dont  on  ne  connaît  jusqu^ici  que  des  plantes  hermaphrodites: 

Laserpitium  pruthenicum  ^   Peucedanum  venetum^    Grilhnuw.  mari- 

*)  J.  Ma(^  Leod,  Over  de  bevruchting  der  bloemen  in  het  Kempisch  gedeelte 
van  Vlaanderen.  Botanisch  Jaarboek  Dodonaea^  1893  en  181)4. 

*)  E.  LoENv,  Bliitenbiologische  Floristik  des  mittleren  und  nôrdlichen  Europa 
sowic  Gronlands.*1894. 

')  C.  Warxstorf,  Bliitenbiologiscbe  Beobachtungen  ans  der  Ruppiner  Flora 
im  Jahre  1895.  Verbandlungen  des  botaniscben  Vereins  der  ProvinzBranden- 
burg,  Bd.  XXXVIII,  Berlin  1896. 

*)  Schulz,  Beitr.  I,  p.  47. 

')  Sciiti.z,  Beitr.  I,  p.  48. 

•)  Dans  sa  note  relative  à  cette  plante,  page  42  du  premier  mémoire,  M.  Sniui./ 
ne  parle  pas  de  fleurs  femelles.  Il  se  peut  donc  qu'il  se  soit  glissé  une  erreur 
dans  l'aperçu  général  à  la  fin  du  deuxième  mémoire. 
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timum^  Silaus  prafe?ms ,  Seseli  Tiippomarafhrum ,  S.  antiuum^  Anthriz- 
cus  vulgaris^  fiupleurum  longifoliuin^  B^  faleaium  y  B.  fenuissitiium  et 
Pleurospermu7n  ausfriacutn;  je  crois  devoir  y  ajouter:  Erptgiuîti  ni<iri' 
timuniy  Berula  aiigmiifoUa  ^  Conium  waculaium  et  Helosciadium  nodi- 
jloruM, 

Il  y  a  tout  lieu  de  présumer  que  tôt  ou  tard  on  trouvera  encore  des 
formes  andro-monoïques  de  quelques-unes  de  ces  espèces,  quand  on 
les  aura  examinées  sur  une  plus  grande  étendue  de  leur  domaine;  sur- 
tout qu'on  a  reconnu  que  les  diverses  formes  sous  lesquelles  les  Om- 
bellifères  peuvent  se  présenter  sont  souvent  distribuées  sur  des  régions 
très  différentes  et  fort  éloignées  les  unes  des  autres.  Ainsi  donc,  bien 
que  les  espèces  en  question  n'aient  été  rencontrées  que  comme  plantes 
hermaphrodites  dans  une  partie  de  l'Europe,  la  possibilité  n'est  pas 
exclue  qu'ailleurs  elles  se  présentent  sous  d'autres  formes. 

Ainsi  par  exemple  S'mm  latifoUum  ne  se  rencontre  dans  une  grande 
partie  de  l'Europe  centrale  que  sous  forme  andro-monoïque,  et  la  forme 
mâle  n'en  est  connue  jusqu'ici  qu'aux  environs  de  Halle  a.  S  ,  et  encore 
en  un  petit  nombre  d'individus.  Ce  n'est  que  dans  notre  pays  qu'on 
en  a  trouvé  la  forme  hermaphrodite. 

De  BlnipitipAla  magna  on  a  trouvé  la  plante  hermaphrodite  unique- 
ment en  Tirol  méridional  et  en  Italie;  par  contre  la  forme  andro- 
monoïque  se  rencontre  dans  toute  l'Europe  centrale,  et  dans  le  Tirol 
méridional  ainsi  qu'en  Italie  la  plante  se  présente  encore  avec  des  fleurs 
femelles,  ou  bien  avec  des  fleurs  femelles  et  hermaphrodites. 

La  forme  andro  monoïque  dH Oenanthe Jiftfnlosa  se  rencontre  partout; 
la  forme  mule  n'en  a  été  observée  jusqu'ici  qu'aux  environs  de  Halle. 

On  connaît  la  forme  hermaphrodite  d\Uf/msa  Cpiapiuin  dans  toute 
l'Europe  centrale:  la  forme  andro-monoïque  n'a  été  observée  qu'aux 
alentours  de  Neu-Iluppin  et  dans  les  environs  de  Leyden. 

La  forme  andro-monoïque  de  Pnucus  Cartfa  est  universellement 
répandue;  on  ne  rencontra  jusqu'ici  la  forme  hermaphrodite  qu'en 
Flandre  *)  et  da!is  notre  pays^). 

11  est  donc  fort  ])robable  que  des  espèces,  que  Ton  tient  actuellement 


*)  J.Staes.  De  bloemen  van  Danctia  CarotaL.,  Bolanisch  Jaarhoek  Dodonaea^ 
h  132,  1889. 

')  Je  reviendrai  sous  peu ,  à  une  autre  occasion ,  sur  les  diverses  formes 
sous  lesc^uelles  se  présentent  les  Ombellifères  de  notre  pays. 
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pour  exclusivement  hermaphrodites,  on  trouvera  plus  tard  d'autres 
formes;  mais  nous  pouvons  de  même  admettre  que  du  grand  nombre 
d'Ombellifères,  dont  on  ne  connaît  en  ce  moment  que  la  forme  monoï- 
que, un  examen  plus  minutieux  fera  connaître  encore  la  forme  herma- 
plirodite,  ou  simplement  mâle  ou  femelle. 

C'est  néanmoins  un  fait  fort  remarquable  que  de  beaucoup  le  plus 
grand  nombre  des  Ombellifères  sont  andro-monoïques,  et  que  c'est  pré- 
cisément la  forme  andro-monoïque  qui  est  la  plus  répandue. 

La  oii  Ton  trouve  des  individus  mâles,  ils  ne  se  présentent  qu'en 
nombre  fort  restreint,  comme  rares  exemplaires  parmi  une  multitude 
d'individus  andro-monoïques. 

La  même  remarque  s'applique  aux  plantes  hermaphrodites,  du  moins 
pour  Daucm  Caroia^  SIum  lafifol'ium  et  Ueracleum  Sphondylium,  Là 
où  Ton  trouve  côte  à  côte  la  forme  hermaphrodite  et  la  forme  andro- 
monoïque,  le  nombre  des  individus  hermaphrodites  n'est  pas  compa- 
rable à  celui  des  autres.  ') 

L'existence  aussi  générale  de  formes  andro-monoïques  d(mne  à  la 
famille  des  Ombellifères  un  caractère  tout  particulier.  Nulle  part  autant 
qu'ici,  dans  tout  le  règne  végétal,  ces  formes  n'acquièrent  une  aussi 
grande  importance. 

Dans  les  autres  familles  à  espèces  riches  en  formes:  Labiées,  Alsinées, 
Silénées  etc.,  où  à  côté  de  la  forme  hermaphrodite  existent  des  formes 
gyno-  et  andro-monoïques,  ou  simplement  mâles  et  femelles,  on  ne 
trouve  jamais  une  pareille  prédominance  des  plantes  monoïques. 

Là  on  a  en  règle  générale  que,  si  les  trois  formes  existent  côte  à  côte, 
les  individus  monoïques  sont  en  minorité  par  rapport  aux  individus 
d'un  seul  sexe  ou  hermaphrodites. 

Ce  qui  saute  encore  aux  yeux  chez  les  Ombellifères  monoïques ,  ce 
sont  les  grandes  divergences  que  l'on  observe  dans  la  façon  dont  les  fleurs 
mâles  se  présentent  dans  les  ombelles  de  divers  ordres,  et  les  formes 
mombreuses  sous  lesquelles  se  rencontre  par  conséquent  une  même  plante 
andro- monoïque. 

Tantôt  on  trouve  un  individu  qui  porte  un  nombre  relativement  res- 
treint de  fleurs  mâles  parmi  une  multitude  d'hermaphrodites,  tantôt  le 


*)  En  dehors  de  l'Europe  les  Ombellifères  mâles  ou  exclusivement  herma- 
phrodites sont  également  très  rares  (Voir  Drude,  Umbelliferae.  Engler  und 
Prantl,  Die  natiirl.  Pflanzenfamilien ,  III  Teil,  Abl.  8,  p.  91). 
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nombre  des  fleurs  mâles  n'est  pas  beaucoup  plus  petit  que  celui  des 
autres;  on  trouve  aussi  des  individus  où  les  fleurs  mâles  prédominent, 
et  entre  ces  trois  sortes  il  y  a  une  longue  série  de  transitions  graduelles 
et  de  formes  intermédiaires. 

Il  n'est  pas  rare  que  le  nombre  des  fleurs  mâles  est  tellement  grand, 
que  celui  des  fleurs  hermaphrodites  n'y  est  pas  comparable.  Dans  notre 
pays  j'ai  trouvé  des  individus  à! Reracleum  Sphondylium  dont  les  om- 
bellules  intérieures  de  Tombelle  de  premier  ordre  et  dont  toutes  les  om- 
belles d'ordre  plus  élevé  étaient  formées  exclusivement  de  fleurs  mâles; 
on  trouve  des  individus  du  même  genre  chez  Tastinaca  saliva  et  Dau- 
cm  Carota,  On  les  trouve  disséminés  parmi  d'autres  individus,  où  le 
rapport  des  fleurs  mâles  aux  fleurs  hermaphrodites  est  plutôt  à  l'avan- 
tage des  dernières,  et  où  le  nombre  des  fleurs  mâles  est  parfois  même 
très  petit, 

n  y  a  quelques  Ombellifères  dont  on  ne  connaît  pour  ainsi  dire  que 
la  forme  mâle.  Ainsi  p.  ex.  Echinophora  spinosa  a  une  seule  fleur  her- 
maphrodite au  centre  de  l'ombelle,  toutes  les  autres  fleurs  sont  mâles; 
chez  Meum  athavianticum  et  Myrrhu  odorata  on  peut  observer  aux 
exemplaires  cultivés  dans  nos  jardins  botaniques  combien  la  fleur  her- 
maphrodite est  à  l'arrière  plan:  les  ombellules  ne  présentent  parfois 
qu'une  seule  fleur  de  ce  genre. 

Une  étude  des  Ombellifères  andro-monoïques  nous  apprend  immédia- 
tement qu'il  existe  une  certaine  régularité  dans  la  façon  dont  les  fleurs 
mâles  se  présentent;  en  premier  lieu  en  ce  sens  que,  quand  elles  appa- 
raissent pour  la  première  fois  dans  une  ombelle  d'un  certain  ordre,  leur 
nombre  augmente  par  rapport  à  celui  des  fleurs  hermaphrodites,  à 
mesure  qu'elles  se  présentent  dans  des  ombelles  d'ordre  plus  élevé;  et  en 
second  lieu  en  ce  que,  quand  il  se  présente  quelques  fleurs  mâles  parmi 
les  hermaphrodites  dans  les  ombellules  périphériques,  la  part  qu'elles 
prennent  à  la  composition  des  ombellules  devient  de  plus  en  plus  grande, 
à  mesure  que  ces  ombellules  s'éloignent  davantage  de  la  périphérie. 

Dans  les  environs  de  Leyden  on  peut  rassembler  des  séries  en- 
tières d'individus  de  Baiicus  Carota.  Pastmaca  saliva  et  Heracleum 
Sphondyliuni ^  depuis  la  forme  qui,  dans  toutes  les  ombelles,  ne  con- 
tient que  des  fleurs  hermaphrodites,  jusqu'à  celle  où  presque  toutes  les 
fleurs,  ou  même  toutes  (//.  Sphondylium)  sont  mâles.  Parmi  ces  indivi- 
dus on  trouve  alors  des  exemplaires  où  les  fleurs  mâles  apparaissent 
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déjà  dans  la  première  ombelle  de  la  plante,  à  cote  d^autres  où  le  carac- 
tère andro-monoïque  ne  se  manifeste  que  dans  les  ombelles  de  second 
ordre,  ou  même  plus  tard,  dans  les  ombelles  de  troisième  ou  quatrième 
ordre.  Or  c'est  une  règle  générale  que,  quand  les  fleurs  mâles  se  pré- 
sentent pour  la  première  fois  dans  une  ombelle  d^un  certain  ordre ,  elles 
apparaissent  aussi  dans  les  ombelles  qui  se  développent  plus  tard,  et 
que  leur  nombre  devient  de  plus  en  plus  grand  dans  les  ombelles  succes- 
sives, en  comparaison  de  celui  des  fleurs  hermaphrodites. 

Des  exemplaires  qui  n'ont  manifesté  à  aucun  point  de  vue,  durant 
tout  Tété,  leur  caractère  andro-monoïque,  peuvent  produire  dans 
Tarrière  saison,  dans  les  ombelles  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre, 
des  fleurs  mâles  ou  même  des  ombelles  complètement  mâles;  on  les 
trouve  reliés  par  des  formes  de  transition  à  des  exemplaires  qui  con- 
tiennent des  fleurs  mâles  déjà  dans  les  premières  ombelles. 

Quant  à  la  part  que  prennent  les  fleurs  mâles  à  la  composition  des 
ombellules  périphériques  et  centrales,  je  dois  faire  observer  en  premier 
lieu,  que  chez  toutes  les  Ombellifères  dont  les  ombelles  atteignent  une 
assez  gr^éude  dimension,  les  ombellules  périphériques  sont  composées 
d'un  plus  grande  nombre  de  fleurs  que  les  ombellules  qui  en  constituent 
le  centre.  Il  y  a  des  espèces  oii  les  ombellules  centrales  sont  trèa  pau- 
vres en  fleurs:  chez  Baiicus  Carota  Tombellule  centrale  est  même  souvent 
constituée  par  une  seule  fleur. 

J'ai  dit  tantôt  que  la  part  que  les  fleurs  mâles  prennent  à  la  compo- 
sition des  ombellules  devient  plus  grande  à  mesure  que  les  ombellules 
sont  plus  pràs  du  centre;  j'entends  par  là  qu'à  mesure  que  les  ombel- 
lules sont  plus  éloignées  de  la  périphérie  le  nombre  des  fleurs  herma- 
phrodites diminue  plus  rapidement  que  celui  des  fleurs  mâles.  Il  arrive 
souvent  que  les  ombellules  intérieures  sont  entièrement  mâles,  tandis 
que  les  ombellules  extérieures  portent  un  certain  nombre  de  fleurs 
hermaphrodites. 

Cependant  cette  règle  n'est  pas  sans  exceptions.  Il  y  a  des  Ombelli- 
fères dont  Fombellule  centrale  des  ombelles  occupe  le  sommet  de  Taxe 
primaire  de  l'ombelle,  de  sorte  qu'on  peut  la  distinguer  comme  ombel- 
lule  terminale.  On  trouve  en  particulier  une  pareille  ombellule  chez 
Carum,  Carvi  et  chez  Oenanthe  fistulosay  et  de  temps  en  temps,  mais 
non  d'une  façon  aussi  régulière,  chez  Daucus  Carola,  Or  à  cette  ombel- 
lule terminale  ne  s'applique  plus  la  règle  d'après  laquelle  le  nombre 
des  fleurs  mâles  serait  relativement  plus  grand  que  dans  les  ombellules 
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environnantes;  une  pareille  orabellule  est  au  contraire  plus  riche  en 
fleurs  hermaphrodites.  Chez  Carum  Caroi  j'ai  souvent  observé  que 
rombellale  terminale  ne  contenait  pas  de  fleurs  mâles,  alors  que  toutes 
les  autres,  aussi  bien  celles  de  la  périphérie  que  celles  qui  étaient  voisi- 
nes du  centre,  en  portaient  au  contraire;  chez  d'autres  exemplaires  le 
nombre  des  fleurs  mâles  était  plus  petit  dans  cette  ombellule  terminale 
que  dans  les  autres. 

Dans  notre  pays  les  ombelles  de  second  ordre  à"  OenanôAe  JisluL  sa 
sont  beaucoup  plus  grandes  que  celles  de  premier  ordre;  elles  se  compo- 
sent de  5  à  8  ombellules  et  leur  composition  est  presque  entièrement  la 
même  que  M.  Schulz  a  donnée  pour  les  ombellules  de  premier  ordre. 
En  général  on  reconnaît  ici  nettement  une  ombellule  terminale;  celle-ci 
ne  contient  que  quelques  fleurs  mâles  (7  à  9),  mais  e^*«t  hermaphrodite 
au  demeurant,  tandis  que  les  ombellules  latérales  sont  pour  la  plupart 
exclusivement  mâles. 

Chez  Daucus  Caroia,  où  Tômbellule  est  parfois  constituée  par  une 
seule  fleur,  comme  je  l'ai  fait  remarquer  un  peu  plus  haut,  cette  fleur 
est  très  souvent  hermaphrodite,  môme  quand  les  ombellules  environ- 
nantes sont  entièrement  constituées  par  des  fleurs  mâles. 

J'^i  encore  à  faire  remarquer  qu'en  général,  chez  les  Ombellifères 
andro-monoïques,  les  deux  espèces  de  fleurs  occupent  une  place  fixe 
dans  Tombellule. 

Chez  de  beaucoup  le  plus  grand  nombre  on  trouve  les  fleurs  herma- 
phrodites au  bord  et  les  mâles  au  centre. 

Il  n'y  a  que  quelques  espèces  qui  fassent  exception  à  cette  règle;  on 
trouve  notamment  l'inverse  chez  Qenanthe  Jîsfulosa  et  chez  Sa7iicu(n 
europaea^  et  chez  Aslrafifia  les  fleurs  hermaphrodites  occupent  générale- 
ment une  zone  entre  les  fleurs  mâles  périphériques  et  centrales.  Kn 
allant  du  bord  au  centre  on  trouve  d'abord  1  à  2  couronnes  de  fleurs 
mâles,  puis  une  couronne  de  fleurs  hermaphrodites  et  enfin  au  milieu 
des  fleurs  mâles. 

Mais,  bien  que  ce  soit  la  règle  chez  les  autres  Ombellifères  que  dans 
toutes  les  ombellules  qui  portent  les  deux  espèces  de  fleurs  les  fleurs 
hermaphrodites  se  trouvent  au  bord  et  les  mâles  au  milieu,  il  faut  faire 
une  exception  pour  ces  Ombellifères-là  qui  développent  au  centre  une 
fleur  terminale;  nous  avons  vu  en  effet  que  généralement  cette  fleur  est 
hermaphrodite. 

On  trouve  régulièrement  de  pareilles  fleurs  terminales  chez  Chaero- 
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phylltim  et  Meum\  dans  chaque  ombellule  de  Chaerophyllum  temnlum 
et  de  Meum  athamauficum  on  trouve  des  fleurs  périphériques  herma- 
phrodites et  une  fleur  terminale  hermaphrodite;  le  reste  sont  des  fleurs 
mâles. 

Chez  Aegopodliim  Podagraria^  Carum  Carvl  et  Daucus  Curola  on 
trouve  aussi  des  fleurs  terminales  hermaphrodites  dans  les  ombellules, 
mais,  chez  ces  espèces,  ces  fleurs  terminales  n'existent  pas  dans  toutes 
les  ombellules. 

On  comprendra  sans  plus  ample  démonstration  que  les  deux  formes 
de  fleurs,  que  Ton  trouve  sur  un  même  individu  des  plantes  dont  nous 
parlons  ici,  doivent  être  considérées,  tout  comme  les  deux  espèces  de 
fleurs  d'une  plante  cléistogame,  comme  deux  caractères  opposés,  s 'ex- 
cluant Tun  l'autre,  de  sorte  que  ces  plantes  peuvent  être  comparées  aux 
races  intermédiaires,  issues  par  mutation,  que  M.  de  Vriks  nous  a 
appris  à  connaître. 

Chaque  Ombellifère  andro-raouoïque,  dont  nous  comparons  entr'eux 
un  certain  nombre  d'individus,  nous  fournit  l'occasion  de  constater  que 
les  deux  caractères  antagonistes  luttent  pour  la  prédominance,  et  dans 
cette  lutte  c'est  tantôt  Tun,  tantôt  Tautre  qui  l'emporte. 

Mais,  si  nous  faisons  la  comparaison  des  termes  d'une  série  aussi 
complète  que  possible  des  formes  andro-monoiques  d'une  espèce  très 
riche  en  formes,  nous  sommes  frappés  de  voir  qu'il  existe,  entre  ces 
races  intermédiaires  et  celles  qui  nous  sont  déjà  connues,  cette  différence 
importante,  que,  tandis  que  dans  le^  autres  races  intermédiaires  le 
caractère  spécifique  primitif  est  toujours  plus  apparent  que  le  caractère 
de  race,  c'est  ici  bien  souvent  le  contraire  qui  a  lieu. 

Nous  avons  fait  tantôt  la  connaissance  de  plantes,  telles  que  Myrrhh 
odorat  a  ^  Meum  aihamanticum^  ou  de  formes  de  PaUinaca  saliva  ^ 
Heracleum  Sphondyliwm  et  Dauciis  Carota^  où  le  caractère  de  l'espèce 
est  tout  à  fait  mis  à  l'arrière  plan  par  le  caractère  de  race,  et  ceci  nous 
conduit  à  nous  demander  si  les  Ombellifères  andro-monoïques,  considé- 
rées comme  des  races  qui  ont  pris  naissance  par  mutation,  peuvent  bien 
être  mises  sur  une  même  ligne  avec  la  Sature] n  hortensu  gyno- monoï- 
que, que  nous  avons  nommée  plus  haut,  et  d'autres  races  intermédiaires. 

La  théorie  de  la  mutation  nous  apprend  que  l'action  réciproque  de 
deux  propriétés  antagonistes  peut  se  manifester  de  plus  d'une  manière, 
et  qu'un  caractère  qui  a  pris  naissance  par  mutation  chez  diverses 
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espèces  de  plantes  peut  être  héréditaire  à  un  degré  plus  ou  raoius  fort; 
de  là  des  races  de  diverse  nature. 

M.  DK  VttiES  a  donné  le  nom  de  demi-race  à  une  race  où  ranomalie 
est  relativement  peu  apparente,  beaucoup  moins  que  la  propriété  nor- 
male, de  sorte  que  son  hérédité  est  faible,  et  le  caractère  anormal  il 
Ta  qualifié  de  seftii-latent.  Mais  Texameu  statistique  de  ces  demi-races, 
p.  ex.  de  Trifolium  incarnat  mu  quadrifolium  et  Trifolium  praten^e 
quhiquefolium  a  clairement  prouvé  qu'il  peut  se  présenter  dans  (h*s 
demi-races  des  différences  importantes  au  point  de  vue  du  degré  auquel 
le  caractère  est  semi-latent. 

On  peut  fort  bien  s'imaginer  qu'il  j  ait  des  races  où  les  deux  carac- 
tères opposés  possèdent  à  peu  près  le  même  degré  d'hérédité,  et  dans  ce 
cas,  dans  des  conditions  avantageuses,  il  doit  être  difficile  de  décider  si 
c'est  le  caractère  de  l'espèce  ou  celui  de  Tanomalie  qui  prédomine; 
quand  les  conditions  vitales  sont  très  favorables,  il  peut  même  arriver 
que  c'est  l'anomalie  qui  l'emporte.  Dans  une  pareille  race  le  caractère 
de  l'espèce  aussi  bien  que  Tanomalie  doivent  être  considérés  comme 
semi-actifs.  L'examen  statistique  des  anomalies  n'a  pas  encore  établi 
s'il  existe  réellement  de  pareilles  races. 

Mais  on  peut  t^e  représenter  aussi  qu'entre  ces  dernières  races,  que 
M.  DK  Vries  a  appelées  races  moyennes,  et  les  variétés  constantes,  chez 
lesquelles  le  caractère  spécifique  est  latent  et  l'anomalie  active^  il  existe 
encore  d'autres  races,  où  la  propriété  normale  se  manifeste  comme 
semi-latente  à  un  degré  différent. 

M.  DE  Vries  tient  de  pareils  cas  pour  possibles,  bien  qu'ils  n'aient 
pas  encore  été  remarqués  jusqu'ici  *).  Or  je  me  suis  demandé  si  par 
hasard  nous  n'aurions  pas  affaire,  dans  les  Ombellifères  andro-monoï- 
ques,  à  de  telles  races  où  le  caractère  spécifique  est  devenu  semi- 
latent?  2) 

Considérons  une  de  ces  Ombellifères  dont  on  connaît  des  formes 
hermaphrodites  et  mâles  à  coté  des  formes  andro- monoïques,  p.  ex. 
Heracleum  Spkondyliuvi. 


*)  DE  Vries,  Mutationstheorie,  I,  p.  424. 

*)  Dans  mon  article  sur  des  plantes  cléistogames  j'ai  déjà  soulevé  la  question 
si  RuelUd  tuberosa^  Impatiens  noli  langer e^  Impatiens  fulva^  Amphicarpaca 
nwnoicay   Viola  spec.  div.  ne  seraient  pas  dans  cet  état. 
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Ainsi  que  je  l'ai  déjà  dit  ci-dessus,  Heracleum  Sph<yiidylium  se  pré- 
sente comme  plante  hermaphrodite  dans  une  grande  partie  de  TEurope 
centrale.  Mais  dans  les  environs  de  Neu-Ruppin  on  a  trouvé  aussi  des 
formes,  qui  ne  sont  hermaphrodites  que  dans  les  ombelles  du  premier 
ordre,  dont  les  ombelles  du  second  ordre  sont  constituées  par  des  ombel- 
lules  moitié  mâles  moitié  hermaphrodites,  et  dont  les  ombelles  du 
troisième  ordre  sont  exclusivement  mâles;  on  peut  donc  dire  que  ces 
formes  présentent  tout  autant  de  fleurs  mâles  que  de  fleurs  herma- 
phrodites. 

Dans  notre  pays  j'ai  trouvé,  à  coté  des  formes  hermaphrodites  et  des 
formes  moyennes  Neu-Ruppiniennes,  une  grande  diversité  d'autres, 
qui  peuvent  être  considérées  comme  des  transitions  graduelles  ou  bien 
des  formes  moyennes  à  la  forme  complètement  hermaphrodite,  ou  bien 
des  formes  moyennes  à  des  individus  exclusivement  mâles;  ces  der- 
niers ne  font  pas  non  plus  défaut  dans  notre  pays. 

Si  nous  considérons  cette  plante  riche  en  forme  andro-monoïques 
'provisoirement  comme  une  race  iniefinédiaire^  et  si  nous  comparons  ses 
propriétés  avec  celles  de  TrifoUum  jyratense  quinquefolium,  une  race 
que  M.  UB  Vries  a  décrite  le  premier  et  qui  fut  encore  examinée  dans 
tous  ses  détails  par  Mlle.  Tammes  ^),  de  sorte  que  ses  propriétés  sont 
connues  de  la  façon  la  plus  complète,  nous  pouvons  nous  demander 
quelles  particularités  nous  observerions  chez  Heracleum  si  sa  forme 
monoïque  représentait  une  race  intermédiaire. 

Nous  devrions  alors  observer: 

1°.  qu'un  individu  vigoureusement  développé,  p.  ex.  une  plante  por- 
tant des  ombelles  du  premier  au  4™®  ordre ,  produit  plus  de  fleurs  mâles 
qu'une  autre  qui  n'a  pas  pu  aller  plus  loin  que  la  formation  d'ombelles 
du  premier  et  du  2™®  ordre; 

2°.  que  des  plantes  croissant  sur  un  sol  fertile  produisent  en  moyenne 
une  plus  grande  proportion  de  fleurs  mâles,  par  rapport  aux  fleurs  her- 
maphrodites, que  les  plantes  croissant  sur  un  terrain  aride; 

3^.  que  les  plantes  mâles  n'apparaissent  qu'à  une  époque  où  la  plante 
est  devenue  vigoureuse,  et  que  leur  nombre  augmente  à  mesure  que 
l'individu  devient  plus  fort,  pour  diminuer  de  nouveau  à  partir  du 
moment  où  la  plante  a  atteint  son  complet  développement;  enfin 

4*^.  que  dans  chaque  ombelle  et  dans  chaque  ombellule,  qui  contient 


•)  Bot.  Zeit.,  l8to  Abt.,  Heft  XI,  1904. 


456  w.  BUttCK. 

les  deux  espèces  de  fleurs ,  les  fleurs  mâles  s'observent  de  préférence  aux 
endroits  qui  sont  les  plus  avantageux  au  point  de  vue  de  la  nutrition. 

Or  il  n'est  pas  difficile  de  faire  voir  que  l'observation  Jte  cottjirnie  pas 
Texactitude  de  ces  quatre  points. 

Considérons  d'abord  le  n"  4. 

Il  n'y  a  pas  à  douter  que,  exception  faite  j)our  les  ombellules  ou 
fleurs  terminales  dont  nous  avons  parlé  plus  haut ,  les  ombellules  péri- 
phériques occupent,  au  point  de  vue  de  la  nutrition,  une  situation  plus 
avantageuse  que  celles  du  milieu  de  l'ombelle.  Cet  avantage  ne  se 
manifeste  pas  seulement  par  le  fait,  que  les  ombellules  centrales  sont 
moins  riches  en  fleurs  que  les  ombellules  périphériques,  mais  nous 
voyons  aussi  que  les  fleurs  deviennent  de  plus  en  plus  petites,  à  mesure 
qu'elles  sont  plus  éloignées  du  bord;  bien  souvent  les  fleurs  centrales 
n'atteignent  pas  leur  développement  normal,  ou  la  fructification  ne 
s'opère  pas.  Dans  ces  ombelles  nous  observons  exactement  la  même 
chose  que  dans  les  inflorescences  allongées,  comme  celles  de  CapselU 
Bar  sa  pas  for  in  ou  Pisum  sativum,  où  les  dernières  fleurs,  au  sommet 
de  rinflorescence,  ne  se  développent  plus  complètement  à  cause  de 
la  nutrition  insuffisante.  Du  reste  toute  ombellule ,  qu'elle  soit  mixte 
ou  simplement  hermaphrodite,  fournit  l'occasion  de  remarquer  que  les 
fleurs  périphériques  sont  mieux  développées  que  les  fleurs  centrales. 

Or  chez  toutes  les  Ombellifères  indistinctement  nous  observons: 

que  les  ombellules  périphériques  conservent  le  plus  longtemps  leur 
caractère  hermaphrodite, 

que  les  fleurs  mâles  commencent  toujours  par  apparaître  au  centre 
de  l'ombelle, 

que  là  où  les  ombelles  sont  mixtes,  le  nombre  des  fleurs  hermaphro- 
dites diminue  toujours  de  la  périphérie  vers  le  centre, 

que  les  ombellules  intérieures  sont  souvent  déjà  entièrement  mâles 
quand  les  ombellules  externes  contiennent  encore  des  fleurs  hermaphro- 
dites, et  (jue  partout,  sauf  chez  Oenanihe  jhtulosa^  Sanicula  europaea  et 
Astrautia,  les  fleurs  marginales  des  ombellules  sont  hermaphrodites  et 
les  fleurs  centrales  mâles  *). 

*)  Il  me  semble  qu'il  y  a  moyen  de  trouver  une  explication  pour  l'écart 
que  présentent  ces  espèces.  Mais  dans  cette  courte  communication  je  ne  saurais 
entrer  dans  des  considérations  à  ce  sujet.  Je  compte  y  revenir  à  une  autre 
occasion,  en  exposant  les  différences  entre  les  espèces  qui  se  présentent  dans 
notre  pays,  et  celles  que  l'on  rencontre  dans  d'autres  parties  de  l'Europe. 
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En  d'autres  mots  nous  pouvons  dire  que  dans  Pombdle  aussi  hieti  que 
dans  Vombellule  Us  fleurs  hermaphrodites  occupent  toujours  la  place  la 
plus  favorable  au  point  de  vue  de  la  7iutritio7i. 

Il  est  clair  que  les  ombellules  et  fleurs  terminales  sont  placées 
d'une  façon  éminemment  favorable  pour  la  nutrition;  il  est  donc  facile 
d'expliquer  comment  il  se  fait  qu'une  ombellule  terminale  est  souvent 
plus  riche  en  fleurs  hermaphrodites  que  les  autres  ombellules  du  centre, 
et  pourquoi  en  général  la  fleur  terminale  de  Tombellule  est  herma- 
phrodite. 

Que  cette  situation  est  de  beaucoup  la  plus  favorable,  on  peut  le 
conclure  encore  de  cette  circonstance,  que  bien  souvent  la  fleur  terminale 
est  la  seule  hermaphrodite  de  toute  Tombellule.  Chez  Meum  athaman- 
ticum  p.  ex.  on  observe  très  souvent,  que  dans  les  ombellules  du  second 
ordre  les  6  à  8  ombellules  internes  ne  contiennent  absolument  pas  de 
fleurs  marginales  hermaphrodites  :  la  seule  fleur  hermaphrodite  de  ces 
ombellules  est  la  fleur  terminale.  *) 

Nous  trouvons  donc  ici  précisément  le  contraire  de  ce  que  nous 
observerions,  si  la  plante  andro-monoïque  représentait  une  race  inter- 
médiaire comme  Trifolium  pratense  quinquefolium.  Ce  n'est  pas  la  fleur 
mcUe  —  Y  anomalie  —  que  Ton  rencontre  de  préférence  sur  les  meilleu- 
res places,  mais  la  fleur  hermaphrodite  y  et  en  examinant  de  plus  près 
les  points  1 ,  2  et  3,  dont  il  a  été  question  plus  haut,  nous  reconnaîtrons 
encore  mieux  combien  cette  fleur  hermaphrodite  est  soumise  à  l'influence 
des  conditions  nutritives,  et  se  comporte  à  tous  les  points  de  vue  comme 
un  caractère,  qui  se  trouve  dans  un  état  semi-latent  vis  à  vis  de  l'état 
actif  de  l'anomalie. 

J'ai  eu  tantôt  déjà  l'occasion  de  faire  remarquer,  que  chez  toutes  les 
Ombellifères  andro-monoïques  l'ombelle  de  premier  ordre  présente  l'ano- 
malie au  plus  faible  degré. 

Chez  beaucoup  de  formes  la  fleur  mâle  s'observe  en  premier  lieu 
dans  les  ombelles  du  second  ordre,  chez  d'autres  dans  celles  du  troisième, 
et  il  y  en  a  même  oii  ce  sont  les  ombelles  du  quatrième  ordre  oil  la  fleur 
mâle  se  rencontre  pour  la  première  fois. 

Là  oà  ces  fleurs  s'observent  déjà  dans  les  ombelles  du  premier  ordre, 
leur  nombre  est  toujours  plus  restreint  que  dans  les  ombelles  du  second 
ordre  ou  d'ordre  plus  élevé. 


*)  Cela  rappelle  ce  que  Ton  observe  chez  f^c/tinop/ioraspinoso  (voir  plus  haut). 

ARCUrVES  NEERLANDAISES,   SERIE   n,   TOME   XI.  80 
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0?i  voit  donc  que  V ombelle  de  premier  ordre  conserve^  chez  toutes  les 
Ombellifères  andro-monoïques ,  le  plus  longtemps  le  caractère  pur  de 
Pespèce. 

Si  nous  songeons  maintenant  à  ce  que  Tombelle  du  premier  ordre  est 
en  même  temps  T ombelle  terminale  de  la  plante  3t  occupe,  à  Textrémité 
de  Taxe  principal,  une  situation  particulièrement  favorable,  au  point  de 
vue  de  la  nutrition,  cette  circonstance  ne  doit  plus  nous  étonner,  après 
ce  que  je  viens  de  dire  à  propos  du  point  4;  nous  y  trouvons  une  con- 
firmation de  Topinion  déjà  exprimée,  que  la  fleur  ïiermaphrodite ,  se 
trouvant  dans  un  état  latent  par  rapport  à  V anomalie,  se  présente  de 
préférence  dans  les  ombelles  le  mieux  situées. 

Mais  en  même  temps  nous  pouvons  admettre  maintenant,  que  pen- 
dant la  floraison  de  l'ombelle  terminale,  floraison  qui  ne  commence 
qu'après  le  complet  développement  végétatif  de  cette  ombelle,  la  plante 
est  dans  la  période  de  croissance  la  plus  active,  une  période  où  elle 
peut  faire  servir  une  bonne  partie  de  ses  matériaux  nutritifs  au  déve- 
loppement de  son  ombelle  terminale;  tandis  que  toutes  les  ombelles  qui 
s'ouvrent  plus  tard  se  trouvent  dans  des  conditions  moins  favorables,  en 
premier  lieu  à  cause  de  leur  situation  sur  des  axes  latéraux  du  deuxième 
ordre  ou  d'ordre  plus  élevé,  et  en  second  lieu  parce  qu'une  très  grande 
partie  des  matériaux  nutritifs  est  destinée  à  faire  mûrir  les  fruits  de  la 
première  ombelle,  pendant  que  les  ombelles  du  second  ordre  ou  du 
moins  plus  élevées  sont  encore  en  voie  de  formation.  Ceci  explique 
pourquoi,  dans  Tombelle  de  second  ordre,  la  fleur  hermaphrodite  semi- 
latente  ne  prédomine  plus  autant  que  dans  Tombelle  terminale,  et 
comment  il  se  fait  que,  dans  les  ombelles  du  troisième  et  du  quatrième 
ordre,  elle  cède  de  plus  en  plus  le  pas  au  caractère  de  la  race. 

Cela  explique  en  même  temps  comment  il  se  fait  que,  chez  des  exem- 
plaires particulièrement  vigoureux,  les  fleurs  mâles  n'apparaissent  que 
dans  les  ombelles  du  troisième  ordre,  et  pourquoi  on  voit  souvent,  chez 
Sium  lafifoliuMj  Daiœus  Caroia  et  d'autres  espèces  encore,  apparaître 
vers  la  fin  de  Tété,  quand  le  développement  de  la  plante  a  déjà  dépassé 
son  plus  haut  point,  des  fleurs  mâles  et  même  des  ombelles  mâles,  chez 
des  individus  qui  ont  produit  exclusivement  des  fleurs  hermaphrodites 
dans  les  ombelles  du  premier  et  du  second  ordre,  ou  même  du  pre- 
mier, du  second  et  du  troisième  ordre. 

M.  Mac  Leod  a  déjà  fait  l'observation  que  les  individus  vigoureux 
produisent  plus  de  fleurs  hermaphrodites  que  les  exemplaires  chétifs. 
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Dans  ses  notes  sur  Aegopodlum  Pod-agraria  \\  dit,  que  chez  les  exem- 
plaires fortement  développés  les  ombelles  du  premier  rang  sont  consti- 
tuées presque  exclusivement  par  des  fleurs  hermaphrodites,  et  chez  ceux 
dont  le  développement  est  très  fort  il  en  est  de  même  de  celles  du 
second  rang;  tandis  que  chez  les  individus  ordinaires  les  ombellules  des 
ombelles  du  premier  rang  sont  composées  en  partie  de  fleurs  mâles,  et 
les  ombelles  du  second  rang  uniquement  de  fleurs  mâles.  M.  Schulz  a 
fait  la  même  observation  à  propos  de  Torilis  AntAriscus  et  de  Pimpi- 
nelî^  saxifragay  et  j'ai  pu  m'assurer  personnellement  de  l'exactitude  du 
fait  chez  Pi?npinetla  magna,  Aegopodium  Podagraria^  Aeihusa  Cynapium^ 
Astrantîa  major  et  d'autres  encore. 

Si  Ton  examine  enfin  le  rapport  numérique  des  deux  formes  de  fleurs 
dars  les  ombelles  de  ces  espèces-là,  que  Ion  rencontre  en  graiules  quan- 
tités sur  des  terrains  de  diverse  composition  et  de  diverse  fertilité, 
Texamen  apprend  immédiatement  que  le  nombre  des  fleurs  hermaphro- 
dites est  notablement  plus  grand  à  un  endroit  fertile  (|u'à  un  endroit 
aride.  Anthrucw»  st/lvesfris  et  Chaerophyllum  innulnm  sont  des  plantes 
très  communes  dans  notre  pays,  dans  des  terrains  arénacés  (à  la  lisière 
des  dunes)  aussi  bien  que  dans  les  terrains  argileux  fertiles.  On  peut 
juger  le  mieux  de  ces  deux  plantes  par  la  composition  des  ombelles  du 
deuxième  ordre. 

Pour  Anthr'iscm  ,si/b'éisfrls  la  composition  moyenne  est: 

sable  argile 

6  ombellules  extérieures    ià  5î^ +11  à  13  J'  7  à  lOîJ  f  3  à  ^J' 

7  ombellules  intérieures    2àt^+   Sàlld"  <5à7    2+4à7c^ 
Pour  Chaerophyllum  iemulum\ 

ombellules  extérieures  lô^+lOc/'+l^  20^-f  7(^  +  1^ 

tandis  que  les  deux  ombellules  les  plus  rapprochées  du  centre  sont  en- 
tièrement mâles  chez  les  plantes  croissant  sur  du  sable. 

Ces  résultats  sont  donc  parfaitement  d'accord  avec  mes  observations 
relatives  à  l'influence  de  la  fertilité  du  sol  sur  l'apparition  de  fleurs 
chasmogames  chez  Rudlia  tuberosa  à  Batavia,  et  avec  celles  de  M. 
Go E BEL  sur  les  fleurs  chasmogames  chez  Imjjaflens  noli  fangere  en  des 
endroits  de  fertilité  différente  près  d'Ambach.  ') 

')  GoEBEr,.  Die  kleistogamen  Blûten  und  die  Anpassungstheoriën.  Biol.  Cen- 
tralbL,  Bd.  XXIV,  N^  24,  pag.  770. 

30* 
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II  résulte  donc  de  tout  ce  que  je  viens  de  communiquer ,  qu'à  Tétat 
sauvage  les  Ombellifères  and ro- monoïques  présentent  le  caractère  de 
races  intermédiaires,  notamment  de  telles  races,  oïl  le  caractère  de 
l'espèce,  la  fleur  hermaphrodite,  se  trouve  dans  un  état  semi-latent. 

En  admettant  cette  hypothèse,  on  comprend  pourquoi  Fauomalie  s'ob- 
serve le  moins  dans  Tombelle  terminale;  pourquoi,  une  fois  apparue, 
elle  augmente  numériquement  dans  les  ombelles  d'ordre  plus  élevé; 
pourquoi  dans  chaque  ombelle  le  nombre  de  fleurs  hermaphrodites  di- 
minue de  la  périphérie  vers  le  centre;  pourquoi  dans  chaque  ombellule 
les  fleurs  hermaphrodites  occupent  le  bord,  tandis  que  les  fleurs  mâles 
sont  situées  au  centre;  pourquoi,  chez  les  espèces  oft  il  y  a  une  om 
bellule  terminale,  cette  ombellule  contient  un  nombre  relativement  plus 
grand  de  fleurs  hermaphrodites  que  les  ombellules  environnantes;  et 
enfin  pourquoi,  quand  il  y  a  parmi  les  ombellules  une  fleur  terminale, 
cette  fleur  est  généralement  hermaphrodite  et  le  reste,  même  quand 
l'élément  mâle  devient  de  plus  en  plus  important  dans  les  ombellules, 
au  point  qu'on  la  trouve  encore  dans  des  ombellules  où  toutes  les  fleurs 
marginales  hermaphrodites  ont  été  remplacées  par  des  fleurs  mâles. 

Bien  que  je  croie  qu'il  y  a  beaucoup  à  dire  en  faveur  de  ma  manière 
de  voir,  je  sais  parfaitement  que  ce  n'est  que  par  des  expériences  de 
culture  et  par  un  étude  statistique  que  l'on  pourra  obtenir  la  certitude 
à  regard  de  la  véritable  nature  de  la  race,  au  sujet  de  l'influence  de  la 
variabilité  fluctuante  sur  les  rapports  numériques  entre  les  fleurs  her- 
maphrodites et  mâles,  ainsi  que  sur  la  question  de  savoir  si  en  certains 
endroits  il  existe  des  variétés  ou  des  races  intermédiaires  difl^érentes  d'une 
seule  et  même  Ombellifère,  et  sur  d'autres  questions  qui  s'y  rapportent. 

Mais  cette  considération  ne  m'a  pas  retenu  de  communiquer  mes 
observations,  bien  que  cette  communication  ne  doive  être  considérée 
que  comme  un  exposé  des  motifs  pour  lesquels  il  serait  à  souhaiter  que 
l'on  fasse  des  expériences  d-^  culture.  Je  crois  qu'il  n'est  pas  inutile 
d'exposer  ces  motifs:  en  premier  lieu  parce  qu'ils  constituent  un  argu- 
ment en  faveur  de  ma  manière  de  voir  concernant  le  caractère  de  race 
de  beaucoup  de  plantes  cléistogames,  et  puis  parce  qu'à  mon  avis 
on  peut  positivement  s'attendre  à  ce  que,  à  l'état  sauvage,  d'autres 
plantes  encore  que  les  végétaux  cléistogames  et  monoïques  présentent 
le  caractère  de  races  qui  ont  pris  naissance  par  mutation;  de  sorte  que 
ce  que  je  viens  de  communiquer  servira  probablement  à  attirer  l'atten- 
tion plus  vivement  sur  de  pareilles  plantes. 
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Il  va  (le  soi  que  de  pareilles  expériences  de  culture  dureront  quelques 
années. 

Dans  TErganzungsband  der  Flora  1905,  Heft  1,  p.  214,  M.  Goe- 
BEL  communique,  comme  suite  à  son  travail  „Die  kleistogamen  Bltiten 
und  die  Anpassungstheorien",  les  nouveaux  résultats  de  ses  expériences 
de  culture  avec  des  espèces  cléistogames  de  Viola.  Ces  résultats  con- 
firment Topinion,  déjà  antérieurement  exprimée,  que  l'apparition 
d'une  fleur  cléistogame  ou  chasmogame  dépend  absolument  des  coudi- 
lions  Hutrifices,  Si  ces  conditions  sont  favorables  ou  voit  apparaître  la 
fleur  chasmogame;  dans  le  cas  contraire,  c'est  la  fleur  cléistogame  qui 
apparaît. 

J'ai  déjà  exposé,  dans  mon  article  précédent,  mes  objections  contre 
cette  manière  de  voir;  je  me  contenterai  donc  maintenant  de  faire 
remarquer  que  Tinfluence  des  conditions  nutritives  se  manifeste  en  ceci 
que,  quand  les  conditions  sont  favorables,  le  caractère  semi-latent  peut 
se  développer,  tandis  qu'il  est  arrêté  dans  son  dévelo])pement  quand  les 
conditions  sont  défavorables. 

Si  donc  dans  les  expériences  de  M.  Goebel  la  floraison  chasmogame 
est  empêchée  quand  la  plante  se  trouve  dans  des  circonstances  défavo- 
rables, cela  tient  à  ce  que  Viola  appartient  à  une  race  intermédiaire  où 
la  fleur  chasmogame  se  trouve  dans  un  état  semi-latent.  Si  la  Viola 
cléistogame  appartenait  à  une  des  autres  races  intermédiaires,  p.  ex.  une 
race  comme  la  forme  gyno-monoïque  de  Satureja  horiensis  ou  Trifolium 
prafense  (luiuqiiefolium^  où  l'anomalie  (la  fleur  femelle  et  la  feuille  com- 
posée) se  trouve  dans  un  état  semi-latent,  des  conditions  nutritives  favo- 
rables augmenteraient  le  nombre  des  fleurs  anomales,  c.  a  d.  cléidogamesy 
taudis  que  ce  seraient  les  fleurs  chasmogavies  dont  la  proportion  serait 
augmentée  si  les  conditions  nutritives  étaient  désavantageuses. 
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Introduction. 

J'ai  traité  dernièrement  ')  les  états  d'équilibre  qui  peuvent  se  pré- 
senter dans  des  systèmes  de  trois  substances,  quand  deux  de  ces  sub- 
stances forment  ensemble  des  cristaux  mixtes. 

Je  m'occuperai  à  présent  du  cas  où  il  se  forme  des  cristaux  mixtes 
ternaires,  puisque  ce  cas  est  théoriquement  le  plus  général.  On  peut  se 
figurer,  en  effet,  que  la  cristallisation  d'une  solution,  ou  la  solidification 
d'une  fonte,  donnent  naissance,  non  à  une  des  substances  pures,  mais  à 
de  pareils  cristaux  mixtes.  Ainsi  p.  ex.  les  fontes  ternaires  ne  déposeront 
pas  la  substance  A,  mais  le  cristal  mixte  AB^Cy,  oïl  ;r  et  y  dépendent 
de  la  composition  de  la  fonte.  Dans  ce  cas  général  on  peut  d'ailleurs 
supposer  que  x  ei  1/  restent  tellement  petits,  qu'expérimentalement  il 
ne  se  dépose  que  la  substance  pure  A,  et  que  x  ti  1/  n'ont  plus  qu'une 
signification  théorique;  alors  la  lacune  dans  la  série  des  cristaux  mixtes 
est  aussi  grande  que  possible. 

Quand  on  se  place  à  ce  point  de  vue,  le  cas  oïl  il  n'existe  de  cris- 
taux mixtes  que  dans  un  des  trois  systèmes  binaires  est  impossible  en 
théorie,  mais  non  en  pratique;  voilà  pourquoi  j'ai  examiné  ce  cas  en 
détail  dans  mon  travail  précédent  sur  ce  sujet.  Mais  au  point  de  vue 
expérimental  on  peut  aussi  imaginer  le  cas  où  il  n'existe  de  cristaux 
mixtes  que  dans  deux  des  trois  systèmes  binaires,  p.  ex.  où  A  forme  des 
cristaux  mixtes  avec  7i  et  avec  C,  mais  non  B  avec  C,  et  où  il  n'y  a  pas 
de  cristaux  mixtes  ternaires.  Mais  je  ne  m'occuperai  pas  de  ce  cas  en  ce 
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raoment,  |)uisqu'on  peut  le  considérer  comme  un  cas  particulier  du  cas 
plus  général,  où  il  y  a  au  contraire  des  cristaux  ternaires,  et  qu'il  peut 
en  être  déduit. 

Dans  les  considérations  qui  vont  suivre,  nous  aurons  à  nous  figurer 
deux  surfaces.  L'une  est  la  surface  Ç  des  liquides,  Tautre  la  surface  ^ 
des  cristaux  mixtes.  Je  les  distinguerai  comme  surfaces  ^i  et  Ç,».  Aussi 
longtemps  que  les  liquides  ne  peuvent  pas  se  séparer  en  deux  couches, 
la  surface  i^i  est  convexe-convexe  vers  le  bas  en  tous  ses  points;  c'est 
ce  que  j'admettrai  donc  dans  ce  qui  va  suivre. 

Les  fontes  ternaires  déposeront  des  cristaux  mixtes  de  composition 
Aj;B,jCi^jc^jf,  et  à  ce  propos  il  se  présente  deux  possibilités.  Il  peut 
arriver  notamment  que  x'  et  1/  prennent  toutes  les  valeurs  possibles  com- 
prises entre  0  et  1.  Mais  on  peut  se  figurer  aussi  que  la  miscibilité  de 
À,  By  C  soit  limitée,  de  sorte  ;r  et  y  ne  prennent  pas  toutes  ces  valeurs. 
Quand  il  peut  se  former  des  cristaux  mixtes  en  toutes  proportions, 
la  surface  ^,h  est  évidemment  convexe-convexe  vers  le  bas  en  tous  ses 
points;  mais  quand  la  miscibilité  est  limitée,  c.  à  d.  quand  il  y  a  une 
lacune  dans  la  série  des  cristaux  mixtes,  la  surface  Ç,„  doit  présenter 
un  pli. 

Nous  avons  à  présent  à  comparer  entr 'elles  les  situations  des  deux 
surfaces  Ç.  Si  nous  élevons  une  perpendiculaire  en  Un  point  du  triangle, 
le  point  d'intersection  avec  la  surface  Ç/  fait  connaître  la  valeur  de  la 
fonction  ^,  pour  un  liquide  dont  la  composition  est  p.  ex.  AjcB,jC\-x-y\ 
le  point  d'intersection  avec  la  surface  Ç,„  donne  cette  valeur  pour  des 
cristaux  mixtes  de  même  composition.  Si  nous  représentons  ces  valeurs 
par  Ç/  et  Cm»  et  que  nous  appelons  \^i  et  vjtn  les  entropies,  nous  avons: 

5^;  =  —  ^^     et     y^-  ==  —  „,„.  (1) 

Or  en  général  vu  sera  plus  grand  que  vim,  car  on  peut  bien  admettre 
qu'il  faut  apporter  de  la  chaleur  pour  faire  passer,  par  voie  réversible, 
les  cristaux  mixtes  AxByC^^x-y  en  liquide  de  même  composition.  En 
général  ces  cristaux  mixtes  ne  peuvent  évidemment  pas  être  en  équili- 
bre avec  ce  liquide;  j'y  reviendrai  dans  la  suite. 

Il  résulte  des  équations  (1)  que,  quand  la  température  s'élève,  les 
deux  surfaces  s'abaissent,  la  surface  Ç*/  plus  rapidement  que  la  surface 
^m.  Aux  températures  élevées  il  faut  donc  que  la  surface  Ç/  soit  la 
plus  basse,  et  alors  tous  les  mélanges  sont  fondus.  Mais  aux  basses 
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tem|)eratures  c'est  la  surface  Ç,„  qui  est  située  au-dessous  de  Tautre  et 
les  mélanges  ne  peuvent  exister  qu'à  l'état  solide,  c.  à  d.  comme  cris- 
taux mixtes. 

Nous  aurons  donc  à  distinguer  trois  cas  dans  les  cristiiux  mixtes 
ternaires  : 

I.  Les  trois  substances  sont  miscibles  en  toutes  proportions. 
II.  Les  trois  substances  ne  sont  pas  miscibles  en  toutes  proportions; 

il  y  a  une  lacune. 
IIL  II  peut  se  présenter  des  cristaux  mixtes  de  deux  espèces. 


Cristaux  mixtes  ternaiues. 
I.    Ijes  trois  substances  sont  vilscibtes  en  toutes  proportious. 

Dans  ce  cas  la  surface  Xm  est  convexe-convexe  vers  le  bas  en  tous  ses 
points;  elle  est  donc  comparable  à  tous  les  points  de  vue  à  la  surface 
Zh  II  y  a  à  considérer  ici  quatre  sous-cas,  et  nous  baserons  la  division 
sur  les  types  des  trois  systèmes  binaires.  Ainsi  que  nous  l'avons  vu 
antérieurement,  il  y  a  à  distinguer  trois  types  dans  les  systèmes  binaires 
qui  donnent,  par  solidification,  une  série  continue  de  cristaux  mixtes; 
ce  sont  : 

Ti/pe  1.  Les  points  de  solidification  de  tous  les  mélanges  sont  com- 
pris entre  les  points  de  congélation  des  deux  composantes. 

Tf/pe  2.  La  courbe  de  solidification  continue  présente  un  maximum. 

Tt/pe  3.  La  courbe  de  solidification  continue  présente  un  minimum. 

On  conçoit  aisément  qu'il  peut  se  présenter  de  nombreuses  combi- 
naisons de  ces  types;  ainsi  p.  ex.  les  trois  systèmes  binaires  peuvent 
appartenir  au  type  1;  ce  cas,  je  l'appellerai  le  type  1.1.1;  ou  bien 
l'un  des  systèmes  binaires  peut  appartenir  au  type  1 ,  le  second  au  type 
'l  et  le  troisième  au  type  3  ;  c'est  ce  que  je  nommerai  le  type  1.2.3. 

Voici  donc  les  difl^érents  types  à  distinguer: 

Type  1.1.1;  type  1.1.2;  type  1.1.3;  type  1 . 2.2;  type  1 .2.3; 
type  1.3.3;  type  2.2.2;  type  2.2.3;  type  2.3.3;  type  8.3.3. 

Nous  considérerons  successivement  chacun  de  ces  types,  et  nous  en 
examinerons  quelques-uns  un  peu  plus  en  détail. 

J'ai  déjà  fait  observer  précédemment  qu'il  n'y  a  pas  véritablement 
lie  différence  entre  la  déduction  des  équilibres  dont  nous  nous  occupons 
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ici,  et  des  équilibres  entre  liquide  et  vapeur,  dont  je  me  suis  occu]^ 
auparavant.  Aussi  reconnaîtra-t-on  que  les  figures,  que  je  déduirai  dans 
la  suite,  s'accordent  parfaitement  avec  celles  que  j'ai  obtenues  anté- 
ricmrement  pour  les  tensions  de  vapeur. 

Mais  à  cett€  époque  je  n'ai  considéré  ces  équilibres  entre  liquide  et 
vapeur  que  d'une  façon  très  générale  et  je  n'ai  déduit  que  quelques  dia- 
grammes, sans  baser  mes  considérations  sur  une  subdivision  en  types. 
Or  voici  la  subdivision  en  types  que  l'on  pourrait  admettre  pour 
les  systèmes  binaires;  elle  correspond  absolument  à  la  subdivision 
précédente  : 

Type  1.  Les  points  d'ébullition  de  tous  les  mélanges  sont  compris 
entre  ceux  des  deux  composantes. 

Type  2.  La  courbe  d'ébullition  continue  présente  un  maximum. 

Type  3.  La  courbe  d'ébullition  continue  présente  un  minimum. 

On  retrouve  alors  pour  les  systèmes  binaires  les  mêmes  combinaisons 
de  types  que  nous  avons  considérées  pour  les  cristaux  mixtes  ternaires. 
Les  trois  types  1 ,  %  et  3  supposent  évidemment  que  la  pression  reste 
constante.  Si  la  température  reste  constante,  c'est  la  tension  de  vapeur 
que  l'on  doit  considérer  comme  variable.  On  a  alors  pour  le  type  1  ; 
que  les  tensions  de  vapeur  de  tous  les  mélanges  sont  comprises  entre 
celles  des  deux  composantes;  de  même,  pour  les  types  2  et  3,  on  n'a 
qu'à  remplacer  „point  d'ébullition"  par  „tension  de  vapeur". 

Les  figures  suivantes  1,  4,  6,  8,  10,  12,  14,  15,  16,  17,  18,  19, 
20,  21  et  22  peuvent  donc  avoir  trois  significations  différentes. 

En  premier  lieu  on  peut  leur  donner  la  signification  qu'elles  ont  ici, 
notamment  de  représenter  des  états  d'équilibre  entre  cristaux  mixtes 
ternaires  et  leurs  fontes.  Les  flèches  sur  les  côtés  des  triangles  indiquent 
alors  dans  quelle  direction  la  température  de  solidification  s'élève. 

En  second  lieu  on  peut  admettre  qu'elles  représentent  les.  équilibres 
entre  liquides  ternaires  et  leurs  vapeurs,  sous  pression  constante. 
Alors  les  flèches  indiquent  dans  quel  sens  les  points  d'ébullition 
s'élèvent. 

Enfin,  en  troisième  lieu,  les  figures  peuvent  représenter  les  équilibres 
entre  liquide  et  vapeur  à  température  constante,  et  alors  les  flèches 
font  connaître  le  sens  dans  lequel  les  tensions  de  vapeur  vont  en 
augmentant. 

Dans  la  suite  je  parlerai  uniquement  de  cristaux  mixtes;  mais  le 
lecteur  peut  tout  aussi  bien  considérer  ce  qui  suit  comme  le  développe- 
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II. fût  de  mes  travaux  précédents  sur  les  tensions  de  vapeur.  D'ailleurs, 
dans  son  „Lehrbuch  der  Allgemeinen  Chemie''  (IP,  1005),  M.  Ostwai>d 
a  déjà  complété  et  étendu  dans  ce  sens  mes  travaux  sur  la  tension  de 
vapeur  des  mélauges  ternaires. 


Ti/pe  1.1.1. 

Nous  partons  donc  de  l'hypothèse,  que  dans  chacun  des  trois  systè- 
mes binaires  les  points  de  congélation  de  tous  les  mc^anges  sont  compris 
entre  ceux  des  composantes.  Si  nous  partons  d'une  température  très 
basse,  la  surface  Ç,„  est  toute  entière  au-dessous  de  la  surface  Ç/,  de 
sorte  que  les  mélanges  ne  peuvent  exister  qu'à  l'état  solide,  c.  à  d. 
comme  cristaux  mixtes.  Mais,  à  mesure  que  la  température  s'élève,  les 
deux  surfaces  s'abaif^sent,  et,  comme  la  surface  Ç/  se  déplace  plus  rapi- 
dement que  l'autre,  on  doit  atteindre  une  certaine  température  où  les 
deux  surfaces  se  touchent. 

J'ai  supposé  dans  la  figure  1  que  le  premier  contact  a  lieu  en  C;  à 
une  température  un  peu  plus  élevée  il  y  a  donc  une  courbe  d'intersec- 
tion, qui  se  termine  d'une  part  sur  ÀC,  d'autre  part  sur  BC.  Je  n'ai 

pas  représenté  la  projection  de 
cette  courbe;  on  doit  se  l'imagi- 
ner entre  aùetcd.  On  peut  main- 
tenant mener  des  plans  bitan- 
gents,  qui  touchent  à  la  fois  la 
surface  ^/  et  la  surface  ^,„;  le 
roulement  de  ce  i)lan  bitaugent 
fait  naître  deux  courbes,  dont 
l'une  sur  la  surface  Ç/,  l'autre 
sur  la  surface  ^,,,.  Les  projec- 
tions de  ces  deux  courbes  ont 
été  représentées  sur  la  figure  par 
af)  et  cd.  Comme  la  surface  ^/ 
est  la  plus  basse  du  coté  du  point  C,  ab  est  la  projection  de  la  courbe 
tracée  sur  la  surface  s/^  ^'^  celle  de  la  courbe  sur  ^„,.  Ces  projections 
divisent  le  plan  du  triangle  en  trois  parties  (on  doit  faire  abstrac- 
tion pour  le  moment  des  autres  courbes  tracées  dans  la  figure  1). 
Au-dessus  de  hi  partie  Cab  la  surface  Ç/  est  la  plus  basse;  les  points 
situés  dans  cette  région  représentent  donc  des  liquides.  Au-dessus  de  la 
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partie  AcdB  c'est  la  surface  Ç„i  qui  est  la  plus  basse;  les  points  de  cette 
région-là  représentent  donc  des  cristaux  mixtes.  Il  en  est  autrement 
au-dessus  de  la  région  acdb-,  celle-ci  résulte  du  mouvement  du  plan 
doublement  tangent,  qui  engendre  une  surface  réglée.  Je  nommerai 
cette  surface  réglée  LMy  parce  qu'elle  touche  les  deux  surfaces  ^/  et 
Xm-  Or,  au-dessus  de  la  partie  ahcd  c'est  la  surface  réglée  qui  est  située 
le  plus  bas,  de  sorte  que  les  points  de  cette  région  représentent  des 
complexes  de  liquide  et  cristaux  mixtes.  Dans  cette  partie  j'ai  tracé 
quelques  lignes,  dont  chacune  réunit  un  point  de  la  courbe  ah  avec  un 
point  de  la  courbe  cd.  Ces  lignes  sont  les  projections  des  génératrices 
de  la  surface  réglée  LM]  je  les  nommerai  „lignes  de  conjugaison". 
Chaque  cristal  mixte  de  la  courbe  cd  peut  donc  être  en  équilibre  avec 
un  liquide  déterminé  de  la  courbe  ab,  les  deux  phases  qui  peuvent 
coexister  sont  reliées  par  une  ligne  de  conjugaison. 
■  Comme  la  courbe  ab  fait  connaître  les  compositions  des  liquides  qui 
peuvent  coexister  avec  des  cristaux  mixtes  à  la  tem|)érature  considérée, 
je  nommerai  cette  courbe  „risotherme  des  liquides";  et  à  la  courbe  cd 
je  donnerai  le  nom  d'„isotherme  des  cristaux  mixtes''. 

On  peut  donner  à  ces  deux  courbes  d'autres  noms  encore.  Quand  on 
se  déplace  notamment  en  allant  d'un  des  champs  homogènes  vers  le 
champ  hétérogène,  on  coupe  une  de  ces  courbes.  Quand  on  part  p.  ex. 
du  champ  liquide  (ab,  on  franchit  la  courbe  a^.  Aussi  longtemps  qu'on 
se  trouve  dans  le  champ  Cab,  le  mélange  est  liquide;  sur  la  courbe  ab 
hv  soliditication  commence,  de  sorte  que  cette  courbe  peut  encore  être 
appelée  Yisotherme  de  solidification.  Pour  des  raisons  analogues  la 
courbe  cd  peut  être  api)elée  Yisotherme  de  fusion. 

Nous  emploierons  donc  les  noms  suivants: 

Isotherme  des  liquides  ou  isotherme  de  solidif  cation  pour  la  courbe 
ah  y  et 

Isotherme  des  cristaux  mixtes  ou  isotherme  de  fusion  pour  la  courbe  ^r/. 

Ainsi  donc,  à  la  température  considérée: 

1.  Tous  les  mélanges  sont  liquides  dans  la  ])ortion  Cab. 

t.  Tous  les  mélanges  sont  cristallins  dans  la  portion  ABdc, 

3.  Dans  la  bande  hétérogène  abcd  on  a  allaire  à  des  complexes  de 
liquides  et  de  cristaux  mixtes;  pour  chaque  liquide  de  la  courbe  ab  il 
y  a  un  cristal  mixte  de  la  courbe  r^avec  lequel  il  peut  être  en  équilibre. 

A    mesure  que  la   température  s'élève  la  bande  hétérogène  abcd 
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s'éloigne  (le  plus  en  plus  de  C;  le  champ  liquide  devient  donc  de  plus 
en  plus  grand  et  le  champ  des  cristaux  mixtes  diminue.  A  une  certaine 
température  Tisotherme  des  liquides  sera  arrivée  en  a^ô^;  la  courbe 
pointillée  correspondante  est  l'isotherme  des  cristaux  mixtes.  Je  dessi- 
nerai toujours  en  pointillé  cette  dernière  isotherme,  pour  bien  distin- 
guer les  deux  courbes  l'une  de  Tautre.  A  la  température  de  fusion  de 
la  substance  pure  A,  la  bande  hétérogène  est  Ab^;  les  deux  courbes 
limitant  cette  bande  passent  par  A,  On  voit  ainsi  qu'à  la  température 
de  fusion  de  ^  il  y  a  encore  toute  une  série  de  cristaux  mixtes  qui  com- 
mencent à  se  liquéfier;  ils  sont  situés  sur  Tisotherme  de  fusion;  il  y  a 
de  même  tpute  une  série  de  liquides  qui  commencent  à  se  solidifier.  A 
des  températures  plus  élevées  encore  la  bande  hétérogène  prend  succes- 
sivement les  situations  a^ù^,  a^b^  etc.,  et  elle  disparaît  au  point  J5,  à  la 
température  de  fusion  de  la  substance  J^  pure;  au-dessus  de  cette  tem- 
pérature de  fusion  les  mélanges  n'existent  donc  qu'à  l'état  liquide. 

En  déduisant  la  fig.  1  nous  avons  supposé  que  C  avait  le  point  de 
fusicn  le  plus  bas  et  B  le  point  de  fusion  le  plus  élevé;  les  flèches  sur 
les  côtés  du  triangle  indiquent  dans  quelle  direction  la  température 
s'élève.  Au-dessous  de  la  température  de  fusion  de  la  substance  C  les 
mélanges  ne  peuvent  exister  qu'à  l'état  solide;  au-dessus  de  la  tempé- 
rature de  fusion  de  B  ils  sont  tous  liquides.  Entre  ces  deux  tempéra- 
tures on  peut  avoir  des  liquider  et  des  cristaux  mixtes,  et  une  certaine 
partie  de  ces  liquides  peut  être  en  équilibre  avec  une  certaine  partie 
des  cristaux  mixtes. 

Cette  fig.  1  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  que  j'ai  donnée  anté- 
rieurement ')  pour  les  équilibres  entre  un  liquide  et  sa  vapeur. 

Nous  allons  déduire  à  présent  les  équations  différentielles  des  iso- 
thermes de  fusion  et  de  congélation.  Nous  poserons  la  composition  du 
liquide  égale  à 

./•  mol.  A,  ^  mol.  B  et  (1 — ;r — ^)  mol.  C, 

et  celle  des  cristaux  mixtes  qui  peuvent  être  en  équilibre  avec  ce 
liquide,  nous  la  représenterons  par 

a',  mol.  A,  y,  mol.  B  et  (1 — a?, — y,)  mol.  C. 
')  Ces  Archives,  2,  7,  112,  1902. 
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Nous  représenterons  par  Ç  et  >j  le  potentiel  thermodynamique  et 
Tentropie  d'une  molécule-gramme  du  liquide,  et  par  si  et  >j,  les  mêmes 
grandeurs  pour  le  cristal  mixte.  Les  conditions  d'équilibre  peuvent 
alors  s'écrire: 


(1) 


dx       dx,  ' 

-'i-4|=^. 

-.''--/>' 

"''»-.     •'■^y.- 

poserons: 

Des  équations  précédentes  on  déduit: 

[r,  (jr,  — ;r)  +  *,  (//, —7/)]  (h y  4-  [#,  (or,  — ^)  +  /,  (y,  —yWj/x  =  vix  -o^fT.  (3) 
où 


ïîu-i  =  î^i  — >î+  (^  — ^i)  ^  +  (3^  — ^i)  V 


et 


?îro  =  >î  — >?i  +  (a^i  — •^)  ^*  +  (^1  —y)  ^  ' 

Pour  déduire  de  (2)  Féquation  différentielle  de  Tisotherme  des  liqui- 
des ou  de  solidification,  on  n'a  qu'à  poser  dT  =  0;  on  trouve  ainsi: 

On  peut  en  tirer  la  valeur  de   ,-,  c.  à  d.  la  direction  de  la  tantcente  en 

f/x 

chaque  point  de  la  courbe  de  solidification.  Quant  à  l'équation  difTé- 

rentielle  de  Tisotherme  de  fusion,  elle  est  évidemment: 

[r,  (or,  —  ar)  +  *i  (  ^1  —  ^)]  ^/^i  +  [*i  (^,  —  ip)  +  ^  (yj  —^)]  %i  =  0  ;     (5) 
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on  connaît  donc  aussi  la  direction  de  la  tangente  en  chaque  point  de 
cette  isotherme-là. 

Nous  avons  à  nous  occuper  maintenant  de  la  solidification  d'un 
mélange  ternaire.  Dans  la  première  partie  de  ce  travail  *),  j'ai  distin- 
gué deux  espèces  de  solidification,  savoir: 

1.  La  8olidiJwafio7i  de  première  espèce^  où  la  vitesse  de  transformation 
des  cristaux  mixtes  déposés  est  infiniment  petite.  A  chaque  instant  de  la 
solidification  il  se  dépose  donc  des  cristaux  mixtes  qui  sont  en  équili- 
bre avec  la  fonte.  Mais  après  leur  dépôt  ces  cristaux  ne  changent  plus 
de  composition,  de  sorte  que  la  phase  solide  se  compose  d'un  conglo- 
mérat de  cristaux  mixtes  de  composition  diflerente. 

2.  La  8olidiJi<;aiion  âe  deuxième  espèce,  où  la  vitesse  de  transforma- 
tion des  cristaux  mixtes  déposés  est  excessivement  grande,  de  sorte  que 
les  cristaux  mixtes  déjà  formés  se  transforment  sans  retard  en  d'autres, 
qui  sont  en  équilibre  avec  la  fonte.  Dans  ce  cas  la  phase  solide  se  com- 
pose atout  moment  d'une  seule  espèce  de  cristaux  mixtes. 

Il  va  de  soi  que  ces  deux  types  doivent  être  considérés  comme  des 
cas  limites,  puisque  jamais  la  solidification  ne  s'opérera  entièrement  de 
Tune  ou  de  l'autre  façon.  Si  le  refroidissement  est  rapide,  la  solidifica- 
tion se  rapprochera  le  plus  de  la  première  espèce,  puisque  les  cristaux 
mixtes  qui  se  forment  n^ont  pas  alors  le  temps  de  se  transformer.  Mais 
quand  on  laisse  la  fonte  se  refroidir  très  lentement,  et  qu'on  a  soin 
d'agiter  continuellement  les  cristaux  mixtes  formés,  sous  forme  de  fine 
poussière,  avec  la  fonte,  la  solidification  s'opérera  à  peu  près  d'après  la 
seconde  espèce. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  solidification  de  première  espèce.  S'il 
était  possible  d'enlever  à  la  fonte  les  cristaux  mixtes  qui  se  séparent 
successivement,  il  se  produirait  une  solidification  de  cette  espèce.  Cette 
solidification  est  comparable  à  une  distillation,  dans  laquelle  on  laisse 
s'échapper  continuellement  la  vapeur  qui  se  forme.  Dans  mon  travail 
sur  les  „ten8ions  de  vapeur  de  mélanges  ternaires"  ^)  j'ai  traité  cette 
distillation  en  détail,   de  sorte  qu'en  ce   moment  je  n'ai  plus  qu'à 


*)  hoc.  cil.  p.  74. 

')  Ces  Archives,  (2),  7,  134,  1902. 
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rappeler  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  et  que  je  renverrai  à  ce  mémoire  anté- 
rieur pour  de  plus  amples  développements. 

Supposons  que  r  représente  un  mélange  ternaire  (fig.  2).  Aux  tem- 
pératures comprises  entre  les  points  de  solidification  de  Z^  et  C  il  y  a 
une  bande  hétérogène.  Comme  les  flèches  de  la  fig.  1  indiquent  le  sens 
dans  lequel  la  température  s'élève,  on  voit  que  cette  bande  va  de  B 
vers  C  quand  la  température  s'abaisse.  Au  commencement  le  point  r 
de  la  fig.  %  est  donc  dans  la  région  des  liquides;  c.  à  d.  que  le  mélange 
r  est  liquide.  Mais,  la  température 
s'abaissant,  il  vient  un  moment  où 
risotherme  de  solidification  de  la 
bande  aa^  atteint  ce  point  r:  à  cette 
température  le  mélange  commence 
à  se  solidifier.  Le  liquide  change 
de  composition  dans  un  certain 
sens  et  parcourt  la  ligne  de  solidi- 
fication r/C,  pendant  que  la  tem- 
pérature va  toujours  en  s'abaissant. 
Lorsque  la  fonte  en  voie  de  con- 
gélation est  arrivée  p.  ex.  en  t^  les 
cristaux  qui  se  forment  ont  la  composition  /, .  La  droite  //,  est  une 
ligne  de  conjugaison  de  la  bande  hb^ .  Quand  on  examine  de  plus  près 
Tallure  des  courbes  de  distillation,  on  trouve  ici  encore  que  la  tangente 
en  un  point  de  la  courbe  de  solidification  est  la  droite  de  conjugaison 
passant  par  ce  point,  c.  à  d.  la  droite  qui  joint  le  liquide  aux  cristaux 
mixtes  avec  lesquels  il  peut  être  en  équilibre.  Ainsi  donc,  les  droites 
rr^  et  //,  doivent  toucher  en  r  et  /  la  courbe  BrfC, 

Prenons  maintenant  une  autre  fonte  ternaire  s.  Celle-ci  commence  à 
se  solidifier  à  la  même  température  que  r,  mais  elle  parcourt  néanmoins 
une  toute  autre  courbe,  notamment  svC.,  qui  ne  saurait  couper  la  pre- 
mière courbe  rtC, 

On  reconnaît  aisément  que  les  courbes  de  solidification  doivent  for- 
mer un  faisceau,  rayonnant  de  B  vers  C,  En  se  congelant  chaque 
liquide  parcourt  une  courbe  de  ce  faisceau,  savoir  celle  sur  laquelle  il 
est  situé.  C'est  ainsi  que  le  liquide  u  parcourt  la  courbe  u  C;  r  parcourt 
la  courbe  r/iJ,  s  la  courbe  svC  et  p  la  courbe  pC. 

Ce  faisceau  de  courbes  de  solidification  est  limité  par  les  cotés  du 
triangle;  ceux-ci  sont  les  voies  de  solidification  des  mélanges  binaires. 
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Un  mélange  binaire  BC  p.  ex.  parcourt  le  coté  BC  de  B  vers  C)  un 
mélange  binaire  AB  passe  en  se  congelant  de  B  vers  A,  et  un  mélange 
binaire  AC  change  de  composition  en  allant  de  A  vers  C, 

Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  que  la  température  à  laquelle  la 
solidification  commence  dépend  de  la  composition  de  la  fonte;  les  fontes 
qui  sont  situées  sur  une  même  isotherme  de  solidification  commencent 
à  se  congeler  à  la  même  température. 

Je  vais  chercher  maintenant  l'équation  différentielle  des  courbes  de 
solidification.  Comme  nous  avons  admis  qu'à  chaque  instant  la  fonte 
est  en  équilibre  avec  les  cristaux  mixtes  qui  se  déposent,  on  a  eu 
vertu  de  (2): 

[r[x—x,)  +  8{y—y,)y-x+[8[x—x,)  +  i[y~y,)'\di/  =  y^^.,i]T.   (6) 

La  composition  du  liquide  est  : 

X  mol.  A  y    y  mol.  B  et  1 — x — y  mol.  C\ 

et  nous  admettons  qu'à  la  température  T  nous  avons  n  fois  cette  quan- 
tité. A  la  température  T  +  dT  la  composition  de  la  fonte  sera  x  -\-  dx 
mol.  Ay  y  -\-  dy  mol.  7^  et  1  — x — y  —  dx — dy  mol.  C,  et  on  aura 
en  tout  71  +  dii  fois  cette  quantité.  Le«  cristaux  déposés  se  composent 
donc  de  du  mol.  gr.  dont  la  composition  est: 

udx  +  xdfi       ,  udu  +  ydn       .    _ 

^ mol.  A,      -^    '   ^      mol.  B, 

du  du 


ndxA-  xdn  +  ndy  -\-  ydn       ,    ,, 

1 ■ '^       ^      mol.  C. 

dn 


On  a  ainsi  : 


ndx  -\-  xdn  tidy  -\-  ydn 

^'^         dn        '  '^'^~  ~dn         ' 
ou 

(.r, —  x)  dn  =  iidx     et     (y, — y)  dn  =  ndy.  (7) 


Par  division  on  déduit  de  là; 


dx       a?, — x' 


(8) 
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ce  qui  signifie  que  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe  de  solidification 
est  la  droite  de  conjugaison.  Si  Ton  substitue  dans  {6)  les  valeurs  de 
(/x  et  flfy  fournies  par  (7),  on  obtient: 

dT       r  {x,  -u'Y  +  £  .  (.r,  -x)  (//.  -y)  +  /  (.y,  -j/Y'        ^  ^ 

Le  dénominateur  de  (9)  est  positif  aussi  longtemps  que  // — éf'-^^O, 
et  tel  est  toujours  le  cas  quand  les  mélanges  li([uides  ne  se  séparent  pas 
en  deux  couches. 

Le  numérateur  aussi  est  positif,  car 

—  >fo-i  =^+^^1—^)^^+  (^1  —y) £  ~~  '^ï 

est  l'augmentation  d'entropie  qui  accompagne  la  fusion  d'une  molécule 

gramme  d'une  très  grande  quantité  de  cristaux  mixtes. 

du 
U  s'ensuit  que        est  positif,  de  sorte  que  w,  c.  àd.  la  masse  liquide, 
(i  i 

diminue  quand  la  température  s'abaisse. 

Si  l'on  introduit  dans  (6)  la  valeur  de  d^  tirée  de  (8),  on  obtient 
une  relation  entre  dx  et  dT;  on  obtient  dune  façon  analogue  une  rela- 
tion entre  dj/  et  dT. 

Nous  allons  examiner  à  présent  la  solidification  de  deuxième  espèce; 
nous  supposons  donc  que  la  vitesse  de  transformation  des  cristaux 
mixtes  déposés  est  excessivement  grande.  Alors  la  composition  de  ces 
cristaux  mixtes  est  telle  qu'ils  sont  en  équilibre  avec  la  fonte.  Nous 
admettons  que  le  point  r  de  la  fig.  3  représente  la  composition  d'un 
liquide;  dans  cette  figure  je  n'ai  pas  dessiné  les  côtés  du  triangle.  Aussi 
longtemps  que  r  est  situé  dans  le  champ  liquide,  le  mélange  reste 
liquide;  mais,  à  mesure  que  la  température  s'abaisse,  la  bande  hétéro- 
gène se  rapproche  de  ce  point,  et  à  une  certaine  température  l'isotherme 
de  solidification  passe  par  le  point  r.  Cette  courbe  a  été  représentée 
par  1  dans  la  fig.  3,  de  même  que  l'isotherme  de  fusion  correspondante, 
qui  a  été  pointillée.  La  droite  rr,  est  une  droite  de  conjugaison,  de 
sorte  que  le  liquide  r  peut  coexister  avec  les  cristaux  mixtes  r, .  Mais  à 
cette  température  il  ne  s'est  pas  encore  formé  de  cristaux  mixtes,  car  la 
solidification  ne  fait  que  commencer.  Ce  n'est  que  quand  la  température 
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/, 


est  devenue  encore  un  peu  plus  basse  que  le  point  r  a  pénétré  dans  la 
bande  hétérogène  et  qu'il  se  dépose  des  cristaux  mixtes.  Quand  Tune 
des  deux  courbes  2  est  Tisotherme  de  solidification  et  Tautre  Tisotherme 
de  fusion,  et  si  ss^  est  la  droite  de  conjugaison  passant  parr,  *  indique 
la  composition  de  la  fonte  et  *,  celle  des  cristaux  mixtes.  La  solidifica- 
tion s'achève  quand  l'isotherme  de  fusion  passe  par  le  point  r;  tel  est 
le  cas  dans  la  figure  pour  la  courbe  pointillée  3;  l'autre  courbe  3  est 

l'isotherme  de  solidification  correspon- 
dante et  rt  est  une  droite  de  conjugaison. 
Il  résulte  donc  de  ce  qui  vient  d'être  dit, 
que  dans  cette  solidification  la  fonte  par- 
court la  courbe  rsi  et  les  cristaux  mixtes 
la  courbe  r,*,r;  les  flèches  indiquent  le 
sens  dans  lequel  la  fonte  et  les  cristaux 
mixtes  changent  de  composition.  Quand 
la  fonte  a  atteint  une  composition  déter- 
minée, p.  ex.  Sy  les  cristaux  mixtes  doi- . 
vent  avoir  pris  aussi  une  certaine  com- 
position *, ,  et  en  général  les  rapports 
sont  tels,  que  la  droite  qui  relie  le  liquide  aux  cristaux  mixtes  passe 
par  le  point  qui  représente  la  composition  initiale  de  la  fonte.  En  outre, 
il  est  aisé  de  voir  que  l'on  peut  tracer  une  infinité  de  ces  courbes  dans 
le  triangle;  à  chaque  point  il  en  correspond  notamment  deux,  dont 
Tune  indique  la  voie  suivie  par  la  fonte  et  l'autre  la  voie  suivie  par  les 
cristaux  mixtes. 

Voici  comment  ou  peut  trouver  les  équations  de  ces  courbes.  Soit 

Xmol.  A,     7  mol.  B,    1— J— Tmol.  C 

la  composition  de  la  fonte  qui  doit  se  solidifier.  Quand  la  fonte  s'est  soli- 
difiée en  partie,  la  composition  du  liquide  est  devenue  x  mol.  A^ 
y  mol.  By  1  — X — y  mol.  C,  et  celle  des  cristaux  mixtes  ar,  mol.  A  y 
y,  mol.  B  et  1 — or,  — y^  mol.  C.  Admettons  de  plus  qu'une  molécule- 
gramme  de  la  fonte  primitive  a  fourni  n  mol.  gr.  de  liquide  et  «,  des 
cristaux  mixtes;  nous  avons  alors: 

//  -j-  ;ïi  :=  1 ,        nx  -\-  n^x^  =  X,       ny  +  ''i^i  =  Y*        (10) 
Mais,  comme  le  liquide  et  les  cristaux  mixtes  sont  en  équilibre,  nous 
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avons  encore  les  trois  équations  (1),  ce  qui  donne  en  tout  six  équations 
à  sept  variables,  savoir  w,  'it^,  ^-^  ^\y  y  y  y\  et  T.  Pour  chaque  valeur 
de  T  les  autres  variables  prennent  ainsi  une  valeur  bien  déterminée; 
cela  signifie  qu'à  chaque  température  on  peut  trouver  la  composition 
(xy)  du  liquide,  celle  (u?,y,)  des  cristaux  mixtes,  et  le  rapport  des  mas- 
ses (il  :  ;/,)  de  ces  deux  phases.  Par  élimination  de  n  et  ^/, ,  (10)  donne: 

X-x^       Y— y  y 


^i  — ^       Vx—y 

ce  qui  exprime  tout  simplement,  que  la  droite  qui  passe  par  les  points 
xy  et  ;r,  y,  p.isse  aussi  par  le  point  XY\  c.  à  d.  que  dans  cette  solidifi- 
cation toutes  les  droites  de  conjugaison  doivent  passer  par  le  point 
qui  représente  la  composition  initiale  de  la  fonte;  c'est  ce  que  j'ai  dit 
tantôt. 

Ainsi  donc,  il  existe  entre  ces  deux  genres  de  solidification  une  très 
grande  différence,  tant  au  point  de  vue  de  rinteryalle  de  solidification 
qu'au  point  de  vue  de  la  composition  des  cristaux  mixtes.  Les  dévelop- 
pements précédents  sufiBront  à  faire  comprendre,  que  les  formes  et  situa- 
tions des  courbes  de  solidification  de  seconde  espèce  sont  indépendantes 
des  divers  types  que  nous  avons  à  considérer.  Mais  il  en  est  autrement 
des  courbes  de  solidification  de  première  espèce,  qui  présentent  une 
allure  variant  d'un  type  à  un  autre. 

Nous  devons  encore  considérer  une  représentation  dans  l'espace.  A 
cet  effet  nous  allons  mener  un  axe  des  températures  perpendiculaire- 
ment au  plan  du  triangle  ABC.  Chaque  point  du  triangle  correspond 
à  un  mélange  liquide  et  à  des  cristaux  mixtes  de  même  composition. 
Sur  chaque  perpendiculaire  passant  par  ce  point  nous  avons  donc  à 
nous  figurer  deux  points,  dont  l'un  représente  le  point  de  solidifi- 
cation de  la  fonte,  l'autre  le  point  de  fusion  des  cristaux  mixtes.  U  est 
évident  qu'en  général  le  premier  point  est  situé  au-dessus  du  second; 
ce  n'est  que  dans  des  cas  particuliers  que  les  deux  points  peuvent 
coïncider. 

Si  Ton  élève  de  pareilles  perpendiculaires  en  tous  les  points  du 
triangle,  on  obtient  deux  surfaces.  La  surface  supérieure  fait  connaître 
les  points  de  solidification  des  fontes;  je  l'appellerai  pour  cette  raison 
la  surface  de  solidification.  La  surface  inférieure,  qui  fait  connaître 
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les  points  de  fusion  des  cristaux  mixtes,  je  l'appellerai  la  surface 
de  fusion. 

Nous  obtenons  ainsi  une  couple  de  surfaces  conjuguées,  qui  n'ont 
que  trois  points  de  commun  dans  le  cas  du  type  1 . 1 . 1 ,  savoir  les 
points  correspondant  aux  composantes  pures.  Ces  deux  surfaces  parta- 
gent en  trois  parties  l'espace  compris  entre  les  faces  du  prisme  triangu- 
laire; la  portion  inférieure  ne  contient  que  des  mélanges  à  Tétat  solide, 
c.  à  d.  des  cristaux  mixtes;  la  portion  supérieure  uniquement  des 
mélanges  liquides.  La  partie  comprise  entre  les  deux  surfaces  est  uu 
espace  hétérogène;  chaque  mélange  de  cette  région  se  sépare  en  une 
fonte  et  des  cristaux  mixtes. 

Si  Ton  veut  trouver  les  états  d'équilibre  qui  peuvent  se  présenter  à 
une  température  déterminée,  on  doit  mener  un  plan  horizontal  corres- 
pondant à  cette  température.  Si  ce  plan  coupe  les  deux  surfaces,  il  j 
détermine  deux  courbes;  Tintersection  avec  la  surface  de  solidification 
est  l'isotherme  de  solidification,  celle  avec  la  surface  de  fusion  est 
l'isotherme  de  fusion.  Les  bandes  hétérogènes  peuvent  ainsi  être  con- 
sidérées comme  les  intersections  de  plans  horizontaux  et  de  l'espace 
hétérogène. 

Les  courbes  de  solidification  de  première  espèce,  représentant  la 
variation  de  composition  d'une  fonte  en  voie  de  cristallisation,  sont 
évidemment  situées  sur  la  surface  de  solidification.  Dans  le  cas  de  la 
fig.  2  elles  s'étendent  sur  cette  surface  de  H  vers  C,  c.  à  d.  de  la  sub- 
stance dont  le  point  de  fusion  est  le  plus  élevé  vers  celui  dont  ce  point 
est  le  plus  bas.  Je  n'ai  figuré  cette  représentation  dans  Tespace,  ni  pour 
ce  type-ci,  ni  pour  les  autres;  le  lecteur  se  l'imaginera  aisément  au 
moyen  des  bandes  hétérogènes  figurées. 

Dans  le  cas  considéré  les  deux  surfaces  ne  se  tiennent  qu'aux  trois 
points  ABC.  Mais  en  général  elles  se  tiennent  en  tous  les  points  rejiré- 
sentant  des  liquides  qui  peuvent  coexister  avec  des  cristaux  mixtes 
de  même  composition.  Le  lecteur  rencontrera  de  pareils  cas  dans  les 
types  suivants. 


Type  1.1.2. 

Ici  nous  admettons  donc  que  deux  des  systèmes  binaires  appartien- 
nent au  type  1,  et  le  troisième  au  type  2.  Ainsi  que  nous  le  verrons 
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tantôt,  ce  type  peut  encore  se  présenter  de  divei-ses  manières,  que  nous 
examinerons  plus  loin. 

Partons  encore  une  fois  d'une  température  assez  basse  pour  que  tous 
lejj  mélanges  soient  solides.  Alors  la  surface  Ç/  est  tout«  entière  au-dessus 
de  la  surface  <„i-  A  mesure  que  la  température  s'élève  les  deux  surfaces 
se  rapprochent  Tune  de  Tautre,  et  nous  supposons  que  le  premier  con- 
tact se  produit  sur  la  ligne  limite  C,  de  sorte  que  6' est  la  substance 
qui  fond  à  la  température  la  plus  basse.  A  des  températures  plus  éle- 
vées les  deux  surfaces  s'entrecoupent  et  il  apparaît  de  nouveau  une 
bande  hétérogène.  Cette  bande  part  donc  du  sommet  C  du  triangle 
(fig.  4),  et  elle  s'éloigne  de  ce  point  par  élévation  de  température.  Si 
la  substance  S  a  un  point  de  fusion  plus  élevé  que  A,  la  bande  hétéro- 
gène  passe  d'abord  par  .1 ,  et  ensuite  par  B,  ainsi  que  le  représente 


Fig.  4. 


d'ailleurs  la  lig.  4.  A  des  températures  plus  élevées  encore  la  bande 
enveloppe  le  point  M,  qui  représente  les  cristaux  mixtes  à  point  de 
fusion  maximum.  Dans  cette  ligure  et  dans  les  suivantes,  où  sont  indi- 
({uées  les  bandes  hétérogènes,  les  flèches  sur  les  cotés  du  triangle  indi- 
quent le  sens  dans  lequel  la  température  va  en  s'élevant;  mais,  dans  les 
iigures  où  sont  représentées  les  courbes  de  solidification,  les  flèches  font 
connaître  le  sens  dans  lequel  la  composition  de  la  fonte  change  pendant 
la  cristallisation.  En  déduisant  Tallure  des  courbes  de  solidification  de 
première  espèce,  on  reconnaît  aisément  que  Ton  obtient  quelque  chose 
comme  la  fig.  5.  Il  y  a  notamment  un  faisceau  de  courbes  de  solidifi- 
cation, qui  partent  toutes  du  j)oint  J/et  se  terminent  en  C.  Cette  allure 
résulte  de  la  considération  des  bandes  hétérogènes  de  la  fig.  4,  avec 
leurs  isothermes  de  solidification  et  de  fusion. 

En  déduisant  les  figures  4  et  5  nous  avons  supposé  que,  des  trois 
substances  pures,  c'est  la  substance  C  qui  a  le  point  de  fusion  le  plus 
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bas.  Mais  si  nous  admettons  que  le  point  de  fusion  de  C  est  plus  élevé 
que  celui  de  A  et  i/,  les  rapports  sont  tout  autres,  comme  nous  allons 
le  voir.  Nous  partons  de  nouveau  d'une  température  assez  basse  pour 
que  la  surface  ^m  soit  située  au-dessous  de  l'autre.  A  mesure  que  la 
température  s'élève  les  deux  surfaces  se  rapprochent  Tune  de  l'autre, 
et  si  ^  a  le  point  de  fusion  le  plus  bas,  le  premier  contact  des  deux 
surfaces  a  lieu  sur  la  ligne  limite  A\  mais  si  c'est  B  qui  a  le  point  de 
fusion  le  plus  bas,  le  contact  se  produit  évidemment  en  premier  lieu 
sur  la  ligne  limite  B,  Admettons  que  c'est  A  qui  fond  à  la  plus  basse 
température.  Alors  la  première  intersection  des  deux  surfaces  s'observe 
dans  le  voisinage  de  la  ligne  limite  A,  et  on  reconnaît  aisément  li  la 
situation  des  deux  surfaces  que  les  deux  courbes  limites  de  la  bande 


Fig.  6. 


Fig.  7. 


hétérogène,  savoir  l'isotherme  de  fusion  et  Tisotherme  de  solidification, 
doivent  avoir  Fallure  indiquée,  dans  la  fig.  6,  par  la  bande  hétérogène 
dans  le  voisinage  du  point  A.  Quand  la  température  vient  à  dépasser 
le  point  de  fusion  de  la  substance  B,  il  apparaît  encore  une  bande  hété- 
rogène dans  le  voisinage  du  point  B,  ce  qui  fait  que  maintenant  la  région 
hétérogène  se  compose  de  deux  parties.  Tune  voisine  de  A,  l'autre  de 
B,  Le  champ  liquide  aussi  se  compose  de  deux  parties  séparées,  mais 
non  le  champ  des  cristaux  mixtes.  Quand  la  température  s'élève,  les 
deux  portions  vont  en  se  rapprochant  Tune  de  Tautre  et,  à  la  tempéra- 
ture raaxima  du  système  binaire  AB,  elles  se  fusionnent  au  point  M, 
Ainsi  qu'on  le  reconnaît  à  la  fig.  6,  l'isotherme  de  solidification  et 
risotherrae  de  fusion  sont  tangentes  en  M  au  coté  AB,  une  circon- 
stance que  Ton  peut  déduire  des  équations  différentielles  de  ce«  courbes. 
On  tire  notamment  de  (4)  l'expression 


CRISTAUX  MIXTES  DANS  DES  SYSTEMES  TERNAIRES.  479 


dx  *(^*— a:,)  +  /(y— y,)' 


(10) 


qui  détermine  en  chaque  point  de  Tisothenne  de  solidification  la  direc 
tion  de  la  tangente.  Pour  plus  de  simplicité  je  remplacerai  le  triangle 
équilatéral  de  la  fig.  6  ])ar  un  triangle  rectangle  isoscèle,  rectangle  en  C. 
J'ai  donné  dans  un  travail  précédent  *)  l'expression  de  Ç  pour  un 
liquide.  La  composition  étant  exprimée  en  molécules-grammes  nous 
avons  : 

p 

0 

Si  nous  représentons  la  composition  du  liquide  par  x  mol.  A,  y  mol.  B 
et  1  — x-—y  mol.  C,  nous  trouvons 


(13) 


1— .g 

ou  nous  avons  remplace  ^    I  .^^  dp  par  /tt.^   etc. 

0 

Examinons  maintenant  le  cas  où  un  des  systèmes  binaires  offre  un 
maximum  ou  un  minimum  de  température  de  solidification.  Nous 
admettrons  d'abord  qu'il  en  est  ainsi  dans  le  système  ACy  de  sorte  qu'en 
ce  point  x  =  Xyy  y  =  0  et  ^i  =  0.  Si  nous  voulons  déterminer  la 
direction  de  la  tangente  à  Tisotherme  de  solidification  en  ce  point,  nous 
avons  à  substituer  ces  valeurs  dans  (10).  Il  résulte  de  (12),  (13)  et  (14) 
que  r  et  *  restent  finis,  mais  que  t  devient  infiniment  gtaud  et  que 
/  Cy — Us  )  se  rapproche  d'une  certaine  valeur,  bien  déterminée.  11  s'ensuit 

que  j    s'annuUe  en  ce  point,  de  sorte  que  Tisotherme  de  solidification 

touche  le  coté  CA.  Dans  la  fig.  fi  le  point  J/,  qui  représente  le  liquide 

')  Ces  Archives,  (2),  2,  169,  1899. 
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à  température  de  solidification  maxima,  est  situé  sur  le  côté  AB.  En 
ce  point  ;r  =  u*, ,  ^  =  y, ,  »p  -|-  //  =  1  et  r,  +  ^i  =^1.  Les  coefficients 
(le  r,  *  et  /  dans  Téquatiou  (10)  sont  nuls,  tandis  qu'il  résulte  de  (12), 
(13)  et  (14)  que  r,  s  et  f  sont  infiniment  grands.  On  peut  déduire  de 
là  que  risotherrae  de  solidification  touche  le  côté  J^A  en  M. 

Si  Ton  élève  davantage  la  température,  la  bande  hétérogène  se  déta- 
che du  côté  AI^  et  aboutit  maintenant  tout  simplement  aux  côtés  AC 
et  BC  du  triangle.  Les  deux  portions  du  champ  liquide  se  sont  donc 
également  fusionnées.  En  poursuivant  Télévation  de  température  on 
voit  la  bande  se  déplacer  vers  le  sommet  C,  où  elle  disparaît  à  la  tem- 
pérature de  fusion  de  cette  substance. 

Il  nous  reste  encore  à  trouver  l'allure  des  courbes  de  solidification 
de  première  espèce;  elles  sont  représentées  par  une  figure  dans  le  genre 
de  la  fi  g.  7.  On  déduit  aisément  de  la  fig.  6  que  toutes  les  courbes  de 
solidification  doivent  partir  du  point  C;  il  résulte  aussi  de  la  situation 
des  bandes  hétérogènes,  dans  le  voisinage  des  points  A  et  7?,  que 
des  courbes  de  solidification  doivent  aboutir  en  ces  j^oints.  On  aura 
donc  deux  faisceaux  de  courbes  de  solidification,  émanant  tous  deux 
de  C,  et  allant  Tun  vers  A,  l'autre  vers  B,  Parmi  toutes  les  cour- 
bes partant  de  C  il  y  eu  a  une  qui  va  de  C  vers  M-  Cette  courbe  par- 
tage le  triangle  en  deux  et  forme  la  limite  entre  les  deux  faisceaux,  car 
chaque  courbe  de  solidification  de  la  partie  CBM  se  dirige  vers  A  et 
chaque  courbe  de  CMA  vers  A.  Si  l'on  a  donc  une  fonte  dont  la  com- 
position est  telle  qu'elle  est  indiquée  par  un  point  de  la  région  CBM, 
par  cristallisation  sa  composition  se  déplace  vers  B,  et  elle  ne  sera  en- 
tièrement solide  qu'à  la  température  de  fusion  de  7i.  Un  liquide  de  la 
région  CMA  change  de  composition  en  allant  vers  A,  et  la  solidifica- 
tion s'achève  à  la  température  de  solidification  de  cette  substance. 

Mais,  si  l'on  a  aflaire  à  une  fonte  qui  est  indiquée  par  un  point  de 
la  courbe  de  solidification  CM,  cette  fonte  change  de  composition  en 
suivant  la  courbe  vers  M.  Toutes  les  fontes  binaires  et  ternaires  cris- 
tallisent donc  en  changeant  de  composition,  soit  du  côté  de  A,  soit  du 
côté  de  B-,  seules  celles  de  la  courbe  CM  se  dirigent  vers  M. 

En  déduisant  les  figures  précédentes  6  et  7  nous  avons  supposé  que 
le  point  de  fusion  de  C  était  plus  élevé  que  celui  de  //  et  B,  Mais  il 
peut  se  présenter  dans  ce  cas  d'autres  circonstances  encore,  que  je  me 
propose  d'examiner.  Nous  commençons  toujours  par  supposer  que  la 
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température  soit  assez  basse,  pour  que  la  surface  ^„,  soit  toute  entière 
au-dessous  de  ^/.  Quaud  la  température  s'élève,  il  doit  se  produire  un 
contact  d'abord  sur  Tune,  puis  sur  l'autre  des  deux  ligues  limites  A  et 
li;  il  apparaît  donc  des  bandes  hétérogènes  dans  le  voisinage  de  A  et 
/y,  ainsi  que  l'indique  la  fig.  6.  Mais  ces  bandes  séparées  peuvent  se 
rapprocher,  par  élévation  de  la  température,  d'une  autre  manière  encore 
que  le  représente  la  fig.  H;  il  peut  arriver  notamment  que  les  circonstan- 
ces sont  telles  que  le  représentent  les  deux  bandes  1  de  la  fig.  8.  Là  les 
deux  surfaces  se  touchent  à  une  température  plus  élevée  encore;  soit  Ji 
la  projection  du  point  de  contact.  Ainsi  que  je  le  prouverai  par  un 
examen  plus  minutieux  de  la  question,  ce  contact  n'est  pas  tel  qu'une 
des  surfaces  est  située  toute  entière  au-dessus  de  l'autre,  mais  il  y  a 
deux  courbes  d'intersection  qui  se  rencontrent  en  2L  Les  deux  bandes 
1  de  la  fig.  8  doivent  donc  se  fusionner  au  point  E^  tout  comme  les 
deux  isothermes  de  solidification  et  de  fusion.  fiC  liquide  Ji  est  en  équi- 
libre avec  des  cristaux  mixtes  de  même  composition;  la  cristallisation 
s'opère  i\  une  température  déterminée,  et  le  liquide  se  comporte  pendant 
la  solidification  comme  une  substance  simple.  Quand  on  élève  la  tem- 
pérature encore  un  peu,  les  deux  bandes  qui  se  tenaient  en  R  se  sépa- 
rent de  nouveau,  et  prennent  maintenant  Tallure  indiquée  par  les  n"^  ^. 
A  des  températures  fort  peu  supérieures  à  celle  du  point  li^  elles  sont 
évidemment  très  rapprochées  de  ce  point.  Si  l'on  compare  entr 'elles  les 
situations  des  bandes  pour  des  températures  supérieures  et  inférieures  à 
celle  du  point  R,  on  voit  que  dans  le  premier  cas  elles  sont  opposées 
par  les  isothermes  de  solidification,  et  dans  le  second  ce  sont  les  iso- 
thermes de  fusion  qui  sont  tournées  l'une  vers  l'autre.  La  figure  montre 
d'ailleurs  qu'au  dessous  de  la  température  du  point  R  le  champ  liquide 
se  compose  de  deux  portions,  alors  que  le  champ  des  cristaux  mixtes 
est  continu,  taudis  qu'au-dessus  de  cette  température  il  n'y  a  qu'un 
champ  liquide  et  deux  champs  de  cristaux  mixtes. 

Quand  la  température  s'élève  davantage,  l'une  des  bandes  se  retire 
vers  le  sommet  C,  où  elle  disparaît  à  la  température  de  solidification 
de  cette  substance.  L'autre  bande  se  rapproche  du  point  M  et  disparaît 
à  la  température  maxima  du  système  binaire  AB.  Pour  pouvoir  dire 
laquelle  des  deux  bandes  disjiaraît  la  première,  il  faut  évidemment 
savoir  si  le  point  de  fusion  de  la  substance  pure  C  est  plus  élevé  ou 
plus  bas  que  la  tem])érature  maxima  du  système  Ali.  Dans  le  cas  de  la 
fig.  8  nous  avons  donc  deux  liquides,  savoir  M  et  R,  qui  se  comportant 
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comme  une  substance  simple  pendant  la  cristallisation.  Le  liquide  M 
présente  un  maximum  de  température,  celui  notamment  du  système 
binaire  ÀB;  mais  le  liquide  X  ne  correspond  ni  à  un  maximum,  ni  à 
un  minimum  de  température.  Cela  provient,  comme  nous  le  verrons 
plus  loin,  de  ce  que  le  contact  des  deux  surfaces  ^/  et  Ç,i,  en  It  est 
accompagné  d'une  intersection. 

Nous  allons  déduire  maintenant  les  courbes  de  solidification  de  pre- 
mière espèce;  les  circonstances  qui  se  présentent  sont  indiquées  par  la 
fig.  9.  Ainsi  qu'on  le  reconnaît  aux  bandes  hétérogènes  dans  le  voisi- 
nage du  point  C  (fig.  S),  il  faut,  comme  Findique  la  fig.  9,  que  les 
courbes  de  solidification  partent  de  ce  point.  Si  Ton  considère  les  ban- 
des hétérogènes  dans  le  voisinage  du  point  3f ,  on  voit  qu'un  faisceau 


c^^ 


de  courbes  de  solidification  doit  émaner  de  ce  point-là  aussi.  Mais  les 
circonstances  sont  autres  aux  points  .^  et  B,  et  Ton  voit  aisément  que 
les  courbes  de  solidification  doivent  aboutir  en  un  de  ces  points.  Ainsi 
donc,  les  courbes  de  solidification  ]);irtent  des  points  C  et  jV  et  se  diri- 
gent vers  les  points  À  et  B. 

Si  Ton  considère  les  isothermes  de  fusion  et  de  solidification  dans  le 
voisinage  du  point  II,  on  constate  qu'il  n'y  en  a  que  quatre  qui  passent 
par  ce  point.  Deux  partent  du  point  //  et  vont  vers  J  et  B;  les  deux 
autres  partent  de  C  et  M  et  se  dirigent  vers  B.  Ces  quatre  courbes  par- 
tagent le  triangle  en  quatre  régions  et  sé])arent  aussi  les  quatre  fais- 
ceaux de  courbes  de  solidification.  Ainsi  que  le  montre  la  figure,  chacun 
des  deux  points  C  et  M  émet  deux  faisceaux,  dont  Tun  va  vers  A  et 
l'autre  vers  B. 

En  se  solidifiant,  une  fonte  de  la  portion  CRB  change  de  composition 
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dans  le  sens  de  B-,  il  en  est  de  même  d'une  fonte  de  la  région  MRB, 
La  seule  différence,  c'est  que  dans  la  portion  CRB  les  courbes  de  soli- 
dification partent  de  C,  tandis  qu'elles  partent  de  M  dans  la  région 
MRB,  11  se  présente  une  circonstance  analogue  pour  les  champs  CRA 
et  MRA. 

Si  Ton  a  donc  affaire  à  une  fonte  dont  la  composition  est  indiquée 
par  un  point  de  la  portion  CMB,  la  cristallisation  s'achève  au  joint  de 
solidification  de  la  substance  pure  B)  mais  si  la  fonte  est  située  dans  la 
partie  CM  A,  la  cristallisation  s'achève  au  point  de  solidification  de  la 
substance  pure  A. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  fonte  est  représentée  par  un  point  de  la 
courbe  CR  ou  MR,  le  résidu  change  de  composition  en  se  dirigeant 
vers  R  et  la  solidification  se  termine  à  la  température  de  solidification 
de  la  fonte  i2,  plus  basse  que  celles  de  A  ou  B, 

Imaginons  une  petite  courbe  fermée  autour  du  point  R-,  tous  les  points 
de  cette  courbe  représentent  des  liquides  de  compositions  fort  peu  différen- 
tes. Et  pourtant  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  fin  de  solidification 
de  ces  liquides  est  fort  différente;  une  partie  de  ces  liquides  achèvent 
notamment  leur  cristallisation  en  B,  une  autre  en  A,  et  il  n'y  en  a  que 
deux  qui  aboutissent  en  R, 

Si  Ton  trace  de  même  une  petite  courbe  enveloppant  le  point  J/,  et 
aboutissant  en  deux  points  de  AB^  l'un  entre  M  et  B,  Tautre  entre  M 
et  ^,  on  trouve  quelque  chose  de  semblable;  mais  alors  il  n'y  a  qu'un 
liquide  qui  a  son  point  de  solidification  en  R, 

Examinons  maintenant  d'un  peu  plus  près  les  isothermes  de  solidifi- 
cation et  de  fusion  dans  le  voisinage  du  point  R  (fig.  8).  Nous  avons 
déjà  dit  que  le  contact  en  R  des  deux  surfaces  Ç  est  tel  que  ces  deux 
surfaces  s'entrecoupent.  J'ai  traité  ce  cas  en  détail  dans  mon  mémoire 
sur  les  tensions  de  vapeur  de  mélanges  ternaires  ');  je  ne  reprendrai 
donc  pas  cet  examen  mais  je  renverrai  à  ce  précédent  travail.  D'après 
ce  que  j'y  ai  trouvé,  les  isothermes  de  solidification  et  de  fusion  doi- 
vent présenter  une  forme  hyperbolique,  et  les  deux  isothermes  qui  pas- 
sent par  le  point  R  sont  rectilignes  dans  le  voisinage  de  ce  point. 

Dans  les  cas  que  nous  venons  de  considérer,  nous  avons  admis  que 
le  point  de  fusion  de  la  substance  C  était  plus  élevé,  ou  plus  bas,  que 
ceux  des  substances  A  et  B,  11  nous  reste  encore  à  considérer  celui  où 


')  Ces  Avckives,  (2),  7,  126,  1902. 


4SI-  F.  A.   H.  SCHHKINEMAKERS. 

le  point  de  fusion  de  C'est  compris  entre  ceux  de  A  et  B.  Disons  que 
./  a  le  point  de  fusion  le  plus  bas  et  /i  le  point  de  fusion  le  plus  haut. 
Paitant  encore  une  fois  de  températures  suffisamment  basses,  nous 
voyons  apparaître  en  A  la  bande  hétérogène,  qui  est  alors  située  comme 
dans  la  fig.  6.  A  la  température  de  fusion  de  ('  la  bande  passe  par  le 
point  Cy  et  aboutit  d'autre  part  sur  le  coté  AB,  entre  M  et  A,  Puis 
viennent  des  bandes  qui  relient  CB  h,  AB,  et  à  la  température  de  fusion 
de  la  substance  B  la  bande  passe  par  le  point  B,  ainsi  que  le  repré- 
sente p.  ex.  la  iig.  i.  A  des  températures  plus  élevées  encore  les  bandes 
ont  une  allure  comme  celle  indiquée  par  la  tig.  4,  dans  le  voisinage  de 
.V.  L'une  des  extrémités  de  la  bande  se  meut  donc  directement  de 
A  vers  J/,  mais  l'autre  va  d'abord  de  A  vers  C,  puis  vers  //  et  enfin 
vers  31, 

Pour  trouver  les  courbes  de  solidification  de  première  espèce,  on  doit 
de  nouveau  considérer  les  isothermes  de  fusion  et  de  solidification  des 
bandes  hétérogènes,  dans  le  voisinage  des  points  A,  B,  ('et  M.  On 
trouve  facilement  que  les  courbes  de  solidification  forment  un  faisceau 
partant  de  M  et  convergeant  vers  //. 

Dans  nos  considérations  précédentes  nous  avons  toujours  laissé  de 
coté  le  cas  où  les  deux  surfaces  s  se  touchent  en  un  point  au-dessus  du 
triangle,  de  telle  manière  que  dans  le  voisinage  de  ce  point  une  des 
surfaces  soit  toute  entière  au-dessus  de  l'autre.  Nous  allons  examiner 
cette  circonstance  dans  un  seul  cas. 

Soit  C  la  substance  à  point  de  fusion  le  plus  bas.  A  la  température 
de  fusion  de  cette  substance  les  deux  surfaces  Ç  se  touchent  sur  la  ligne 
limita?  C;  partout  ailleurs  la  surface  i^,n  est  au-dessus  de  la  surface  ^/. 
Quand  la  température  s'élève,  les  deux  surfaces  s'entrecoupent,  et  Ton 
voit  apparaître  dans  le  voisinage  du  point  C  (fig.  10)  nue  bande  hété- 
rogène, dont  l'isotherme  de  solidification  est  tournée  vers  le  point  C. 
A  la  température  de  fusion  de  la  substance  B,  que  nous  supposons  plus 
basse  que  celle  de  A,  la  bande  hétérogène  peut  être  située  ainsi  que  le 
représente  la  fig.  10,  et  à  la  température  de  fusion  de  la  substance  // 
elle  passe  par  le  point  A.  Une  élévation  ultérieure  de  la  température 
fait  que  les  deux  extrémités  de  la  bande  se  rapprochent  de  M,  en  sui- 
vant le  coté  ^/i,  et,  à  la  température  maxima  du  système  binaire  y/ /y, 
il  peut  se  présenter  le  cas  qui  est  représenté  par  la  Hïg.  10.  Les  deux 
courbes  limites  de  la  bande  hétérogène  touchent  eu  M  le  coté  AB^  et 
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il  en  est  de  même  de  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  ^,  qui 
est  comprise  entre  les  deux  courbes  limites.  A  présent  cette  courbe 
d'intersection  est  entièrement  fermée;  à  Tiuti'rieur  de  cette  courbe  c'est 
la  surface  ^„i  qui  a  la  situation  la  plus  basse,  à  Textérieur  la  surface  s/. 
A  mesure  que  la  température  s'élève  davantage,  la  courbe  d'intersection 
se  resserre,  et  avec  elle  les  isothermes  de  fusion  et  de  solidification  de 
la  bande  hétérogène;  à  la  température  maxima  du  système  ternaire  les 
trois  courbes  se  confondent  au  point  ^/^ ,  et  alors,  abstraction  faite  du 
point  de  contact  iH/, ,  la  surface  Ç,„  est  toute  entière  située  an-dessus  de 
la  surface  ^/. 

Pour  trouver  Tallure  des  courbes  de  solidification  de  première  espèce, 


.A    c^^^^ 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


nous  devons  de  nouveau  envisager  les  positions  des  isothermes  de  fusion 
et  de  solidification  dans  le  voisinage  des  points  .f ,  Bj  C,  M  et  Mi.  On 
reconnaît  aisément  que  toutes  les  courbes  partent  du  point  il/,  pour 
aboutir  en  C,  de  sorte  qu'on  obtient  un  tracé  comme  celui  de  la  fig.  11. 
Parmi  toutes  les  courbes  de  solidification  de  ce  faisceau  il  y  en  a  toute- 
fois une  qui  va  de  M^  à  M.  Si  Ton  trace  une  courbe  fermée  autour  du 
point  M^ ,  dont  tous  les  points  représentent  donc  des  fontes  peu  diffé- 
rentes par  la  composition,  une  seule  de  ces  fontes  termine  sa  solidifica- 
tion en  M;  toutes  les  autres  finissent  leur  cristallisation  en  C, 


Type  1.1.3. 

Après  avoir  étudié  dans  ce  qui  précède  quelques-uns  des  cas  possibles 
du  type  1.1.2,  nous  pourrons  passer  rapidement  en  revue  les  cas  du 
type  1.1.3,  parce  qu'ils  présentent  beaucoup  d'analogie  avec  les  pré- 
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cédents.  Nous  admettons  de  nouveau  que  dans  les  deux  systèmes  binai- 
res AC  et  BC  les  points  de  solidification  de  tous  les  mélanges  sont 
compris  entre  ceux  des  deux  composantes;  en  outre  nous  supposons 
qu'il  y  ait  un  minimum  de  température  dans  le  système  binaire  JB, 
Admettant  que  des  trois  composantes  B  a  le  point  de  fusion  le  plus  bas 
et  C  le  point  de  fusion  le  plus  élevé,  les  circonstances  qui  se  présentent 
peuvent  être  représentées  en  quelque  sorte  par  la  fig.  4.  Toutefois  nous 
devons  introduire  quelques  petits  changements  dans  cette  figure.  En  pre- 
mier lieu  nous  devons  y  changer  la  direction  des  flèches;  puis  le  point 
M  fait  connaître  le  liquide  dont  la  température  de  solidification  est 
minima.  En  outre,  nous  devons  modifier  les  courbes  limites  des  bandes 
homogènes;  les  isothermes  de  solidification  et  de  fusion  doivent  notam- 
ment être  permutées.  Si  Ton  déduit  pour  ce  cas  les  courbes  de  solidi- 
fication de  première  espèce,  on  trouve  la  fig.  5,  mais  avec  les  flèches 
dirigées  de  l'autre  côté.  Il  est  aisé  de  voir  que  Ton  peut  obtenir  aussi 
les  figures  6  à  11 ,  et  les  autres  dont  il  a  été  question;  mais  dans  toutes 
ces  figures  on  doit  renverser  les  flèches  et  on  doit  intervertir  les  isother- 
mes de  fusion  et  de  solidification.  Enfin  les  points  M  et  jlf,  représen- 
tent évidemment  des  liquides  dont  la  température  de  solidification  est 
un  minimum. 

l'Opel. S. S. 

Nous  partons  maintenant  de  cette  hypothèse,  qu'il  y  a  un  minimum 
de  température  de  solidification  dans  deux  des  systèmes  binaires,  tandis 
que  dans  le  troisième  système  les  températures  de  solidification  de  tous 
les  mélanges  sont  comprises  entre  celles  des  deux  composantes.  Dans  la 
fig.  12  le  point  m  représente  le  liquide  binaire  dont  la  température  de 
solidification  est  la  plus  basse  du  système  binaire  AC;  m^  représente 
un  pareil  liquide  dans  le  système  AB  et  nous  sup])osons  que  la  tempé- 
rature de  7n  est  plus  basse  que  celle  de  w.,.  Quand  la  température  va  en 
s'élevant,  le  premier  contact  des  deux  surfaces  Ç  se  produit  dans  le  plan 
limite  AC,  en  m;  puis  il  y  a  intersection  et  il  apparaît  une  bande  hété- 
rogène, avec  ses  isothermes  de  solidification  et  de  fusion;  on  reconnaît 
aisément,  par  la  situation  des  deux  surfaces  Ç,  que,  de  quelque  façon 
qu'on  dessine  la  fig.  12,  l'isotherme  de  fusion  doit  être  plus  éloignée 
du  point  m  que  Tisotherme  de  solidification.  A  mesure  que  la  tempé- 
rature s'élève  davantage,  la  bande  hétérogène  se  rapproche  du  côté  AB, 
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et,  à  la  température  de  solidiHcation  de  la  fonte  ///,,  les  isothermes  de 
solidification  et  de  fusion  touchent  le  enté  j4  B  en  />/, .  A  des  tempéra- 
tures plus  hautes  encore  la  bande  se  sépare  en  deux ,  de  sorte  que  le 
champ  des  cristaux  mixtes  se  compose  de  deux  portions  séparées.  L'une 
des  parties  de  la  bande  se  rapproche  du  point  A,  où  elle  disparaît  à  la 
température  de  fusion  de  la  substance  correspondante;  Tautre  passe 
d'abord  par  C  et  se  retire  ensuite  vers  B;  elle  dis])araît  en  ce  point  à 
la  température  de  solidification  du  corps  B, 

Ainsi  qu'on  le  voit  à  la  fig.  12,  nous  avons  supposé  que  la  tempé- 
rature de  solidification  de  B  est  plus  élevée  que  celle  de  C,  et  celle-ci 
plus  élevée  à  son  tour  que  celle  de  ///.,.  Si  /m,  se  solidifie  à  une  plus 


Fig.  12. 


Fig.  13. 


haute  température  que  C,  la  bamle  qui  touche  AB  en  m^  doit  aboutir 
sur  le  coté  BC-  Si  C  a  un  point  de  fusion  plus  élevé  que  B  et  m^ ,  la 
bande  doit  évidemment  se  terminer  de  nouveau  sur  AC.  A  la  tempéra- 
ture de  solidification  de  la  substance  B^  la  bande  aboutit  alors  d'une 
part  sur  B  et  d'autre  part  sur  AC;  à  des  températures  plus  hautes 
encore  la  bande  se  rapproche  de  C  et  disparaît  enfin  en  ce  point. 

Si  l'on  considère,  non  les  points  de  congélation  des  mélanges,  mais 
leurs  points  d'ébullition  sous  pression  constante,  on  a  affaire  à  deux 
systèmes  présentant  un  minimum  de  température  d'ébullition;  pour  le 
troisième  les  points  d'ébullition  de  tous  les  mélanges  sont  compris  entre 
ceux  des  deux  composantes.  J'ai  examiné  expérimentalement  un  pareil 
cas  dans  un  travail  précédent  '),  notamment  le  système:  benzène,  tétra- 
chlorure de   carbone  et  alcool  éthylique.    Dans  la  fig.  12  ou  doit  se 
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figurer  que  C  représente  le  tétrachlorure  de  carbone,  A  ralcool  et  B  le 
benzène.  Si  Ton  considère  les  points  «rcbuUition  des  liquides  sous  une 
pression  de  3S0  mm.,  ces  températures  sont:  55,4°  pour  (',  46,9°  pour 
wi,  61,5°  pour  A,  49,9°  pour  ///,  et  59,3^  pour  B.  On  obtient  alors  une 
succession  des  bandes  hétérogènes  comme  le  représente  la  fig.  1 2.  Pour 
de  plus  amples  considérations  je  renvoie  à  mes  précédents  travaux. 

Cherchons  maintenant  les  courbes  de  solidification  de  première  espèce  ; 
nous  devons  nous  servir  à  cet  effet  des  bandes  dans  le  voisinage  des 
points  A  y  B,  C,  m  et  ;/«,  de  la  fig.  12.  On  reconnaît  aisément  que  des 
points  A  et  B  partent  des  courbes  de  solidification,  et  que  toutes  ces 
courbes  aboutissent  en  m.  Les  circonstances  sont  telles  que  le  repré- 
sente la  fig.  13;  on  y  voit  qu'il  y  a  deux  faisceaux  de  courbes  de  soli- 


Fig.  14. 


Fig.  15. 


dification,  dont  l'un  émane  du  point  A  et  l'autre  du  point  B)  tous  deux 
se  terminent  en  m.  Les  deux  faisceaux  sont  séparés  par  une  courbe  de 
solidification  allant  de  w/,  à  w.,  la  seule  qui  parte  de  /«,.  La  solidification 
d'un  mélange  ternaire  quelconque  finit  donc  à  la  température  de  solidi- 
fication du  liquide  binaire  w. 


Dans  la  fig.  14  nous  admettons  de  nouveau  que  deux  des  systèmes 
binaires  offrent  une  fonte  dont  la  température  de  solidification  est  un 
minimum.  Pour  me  conformer  à  un  exemple  expérimental,  j'ai  placé 
ces  deux  fontes  sur  CA  et  CB,  Nous  supposerons  en  outre  que  la  tem- 
pérature de  solidification  de  m  est  plus  basse  que  celle  de  w, .  Par  élé- 
vation de  température  il  se  produit  un  premier  contact  des  deux  surfaces 
^  en  un  point  m  du  plan  limite  ACy  après  quoi  la  bande  hétérogène 
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fait  son  apparition.  Comme  la  surface  ^^  est  la  plus  basse  dans  le 
voisinage  du  point  /»,  Tisotherme  de  solidification  doit  être  plus  rap- 
prochée du  point  7ti  que  Tisotherme  liquide.  A  une  température  plus 
élevée  encore  se  produit  un  contact  des  deux  surfaces  dans  le  plan  limite 
CB  y  en  Myy  et  l'on  voit  apparaître  ensuite  une  bande  hétérogène  dans 
le  voisinage  de  ce  point.  A  partir  de  ce  moment  il  y  a  donc  deux  ban- 
des et  par  conséquent  aussi  deux  champs  de  liquides  et  un  *champ  de 
cristaux  mixtes.  Puis  vient  une  température  où  les  deux  bandes  se 
fusionnent  en  an  point  -S;  les  deux  surfaces  Ç  se  touchent  en  /S,  et  en 
même  temps  elles  s'entrecoupent.  J'ai  dessiné  ces  deux  bandes  dans  la 
fig.  14  pour  une  température  un  peu  plus  basse  que  celle  du  point  S, 
Un  peu  au-dessus  de  cette  température  les  bandes  hétérogènes  ont 
l'allure  indiquée  par  les  bandes  2;  elles  reposent  d'une  part  sur  ACy 
d'autre  part  sur  CBy  et  à  des  températures  qui  sont  voisines  de  celle 
du  point  8 y  elles  sont  fortement  convexes  vers  ce  point.  Par  élévation 
poursuivie  de  la  température  Tune  des  bandes  disparaît  en  C\  le  point 
où  disparaît  l'autre  bande  dépend  de  cette  circonstance,  si  c'est  A  ou 
B  qui  a  le  plus  haut  point  de  fusion. 

Si  Ton  compare  entr'elles  les  deux  figures  8  et  14,  on  voit  qu'elles 
se  ressemblent;  dans  toutes,  deux  il  y  a  des  bandes  hétérogènes  qui  se 
fusionnent  en  un  point  par  élévation  de  température,  et  qui  se  sépa- 
rent de  nouveau  en  deux  autres  par  une  élévation  ultérieure.  Les  points 
R  ^i  S  ont  également  dans  les  deux  figures  une  signification  sembla- 
ble; ils  font  connaître  la  composition  de  fontes  ternaires  qui  peuvent 
être  en  équilibre  avec  des  cristaux  mixtes  de  même  composition.  Et 
pourtant,  comme  il  résulte  de  la  déduction  de  ces  deux  figures,  la  tem- 
pérature de  ces  points  n'est  ni  un  maximum  ni  un  minimum,  comme 
c'est  le  cas  p.  ex.  pour  la  fonte  M^  de  la  fig.  10,  dont  la  température 
de  solidification  est  un  maximum. 

Pour  déduire  les  courbes  de  solidification  de  première  espèce,  nous 
devons  de  nouveau  considérer  les  isothermes  de  fusion  et  de  solidifica- 
tion dans  le  voisinage  des  points  A  y  By  C,  my7n^  et  S.  Si  nous  donnons 
'à  ^  un  point  de  fusion  plus  élevé  qu'à  J9,  nous  trouvons  que  de  cha- 
cun des  points  A  ci  C  partent  deux  faisceaux  de  courbes  de  solidifica- 
tion. De  A  aussi  bien  que  de  C  un  faisceau  se  dirige  vers  m  et  un  autre 
vers  ?«j.  Les  quatre  faisceaux  sont  limités  par  quatre  courbes  de 
solidification,  dont  deux  vont  de  ^  et  C  vers  S  et  deux  de  ^S^  vers 
7n  et  wi, . 
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MM.  G.  Bruni  et  F.  Gorni  *)  ont  trouve  un  exemple  des  isothermes 
de  solidification  de  la  fig.  14,  notamment  dans  le  système  : />-dichloro- 
benzène, /;-dibromobenzèae  et/?-chlorobromobenzène.  Dans  la  fi^r.  14  C 
représente  alors  le  />-dichlorobenzène,  B  le /?-dibromobenzène  et  C  le 
chlorobromobenzène.  Les  déterminations  expérimentales  des  isothermes 
de  solidification  au  voisinage  du  point  S  de  la  fig.  14  font  voir  que  ces 
courbes  sont  en  efl'et  fortement  convexes  du  cut^  de  ce  point. 

Je  considérerai  encore  un  seul  cas  de  ce  type,  savoir  celui  où  il 
existe  encore  une  fonte  ternaire  dont  la  température  de  solidification  est 
un  minimum.  Quand  on  part  de  températures  suffisamment  basses, 
rélévation  de  température  entraîne  un  premier  contact  des  deux  sur- 
faces Z  en  un  point  m.^  (fig.  15):  abstraction  faite  de  ce  point,  la  surface 
^i  est  alors  toute  entière  au-dessus  de  Ç„j.  En  continuant  à  élever  la 
température  on  obtient  une  courbe  d'intersection,  et,  comme  la  surface 
Ç/  est  la  plus  basse  à  Tintérieur  de  cette  courbe,  Tisotherme  de  solidifi- 
tion  de  la  bande  hétérogène  doit  être  située  à  Fintérieur  de  Tisotherme 
de  fusion. 

A  une  température  plus  haute  encore  il  y  a  contact  dans  le  plan 
limite  BC,  et  les  deux  courbes  limites  ^/  et  s  m  sont  tangentes  à  ce  plan. 
J'ai  dessiné  dans  la  fig.  15  la  bande  qui  correspond  à  cette  tempéra- 
ture; elle  touche  le  côté  BC  en  m^.  Le  point  m^  représente  le  liquide 
dont  la  température  de  solidification  est  la  plus  basse  du  système  BC, 
Plus  haut  encore,  à  la  température  de  solidification  minima  du  système 
binaire  ACy  la  bande  hétérogène  touche  le  côté  AC  Qn  m  y  m  étant  le 
point  représentatif  du  liquide  dont  la  température  de  solidification  est 
un  minimum.  Quand  on  élève  la  température  davantage,  la  bande  se 
sépare  en  deux  portions;  Tune  se  déplace  vers  C  et  disparaît  en  ce  point 
à  la  température  de  solidification  de  la  composante  correspondante.  Si 
Ton  admet  que  ^  a  un  point  de  fusion  plus  élevé  que  B^  Tautre  por- 
tion se  dirige  vers  A,  pour  disparaître  au  point  de  fusion  de  cette 
substance. 

Dans  le  cas  que  nous  venons  de  considérer  il  y  a  trois  liquides  qui 
peuvent  coexister  avec  des  cristaux  mixtes  de  même  composition,  savoir 


*)  Atti  B.  Accad,  dei  Lincei,  (5),  9,  326,  1900.  Aux  pages  232  à  241 
M.  G.  Bruni  a  esquissé  brièvement  les  états  d'équilibre  entre  fontes  et  cristaux 
mixtes  ternaires. 


CRISTAUX  MIXTES  DANS  DES  SYSTEMES  TERNAIRES.  491 

les  liquides  w,  w,  et  m^.  Inversement  il  y  a  aussi  trois  cristaux  mixtes, 
savoir  iti^  ;//,  et  m^,  qui  fondent  à  une  température  bien  déterminée,  et 
n'otFrent  donc  pas  d'intervalle  de  fusion.  Le  cristal  ternaire  w^  fond 
évidemment  à  une  température  plus  basse  que  les  deux  autres  cristaux 
mixtes  binaires. 

De  la  considération  des  isothermes  de  fusion  et  de  solidification  dans 
le  voisinage  des  points  A  y  B,  C,  ///,  y//,  et  ///j,  on  déduit  aisément  que 
les  courbes  de  solidification  de  première  espèce  doivent  partir  des  i)oints 
C  et  A.  On  obtient  donc  deux  faisceaux  qui  aboutissent  tous  deux  au 
point  7n.^.  Ces  deux  faisceaux  sont  séparés  Tun  de  l'autre  par  deux 
courbes  de  solidification,  dont  Tune  va  de  w,  à  7n^  et  Tautre  de  )n  à  w^- 

Comme  toutes  les  courbes  de  solidification  de  première  espèce  abou- 
tissent en  ///2,  la  solidification  d'un  liquide  ternaire  quelconque  doit  se 
terminer  à  la  température  de  solidification  minima  du  mélange  ternaire. 

Ti/pe  1.2/2. 

De  ce  type,  qui  présente  une  grande  analogie  avec  le  précédent,  je 
ne  traiterai  brièvement  qu'un  seul  cas.  En  déduisant  la  fig.  12  du  type 
précédent  nous  avons  admis  que  m  et  w,  rej)résentaient  les  fontes  à  tem- 
pérature de  solidification  minima.  Figurons-nous  maintenant  que  ces 
deux  points  représentent  des  fontes  dont  la  température  de  solidification 
est  un  maximum;  nous  obtenons  alors  un  diagramme  dans  le  genre  de 
celui  de  la  fig.  12,  avec  cette  diff'érence  toutefois  que  les  courbes  limi- 
tes des  bandes  hétérogènes  sont  permutées;  on  doit  donc  intervertir 
dans  cette  figure  les  lignes  en  trait  plein  et  les  lignes  poiutillées.  Cela 
a  évidemment  pour  conséquence  que  les  champs  liquides  sont  remplacés 
par  des  champs  de  cristaux  mixtes  et  inversement.  Les  courbes  de  soli- 
dification de  première  espèce  sont  données  encore  une  fois  par  la  fig.  13, 
mais  on  doit  changer  la  direction  des  flèches;  il  s'ensuit  que  toutes  les 
courbes  de  solidification  partent  de  m.  Ces  courbes  de  solidification 
forment  deux  faisceaux,  dont  Tun  aboutit  en  A  et  l'autre  en  B, 

J'abandonne  au  lecteur  la  déduction  des  autres  cas  de  ce  type. 

Ti/pe  1.2.3. 

Pour  le  type  que  nous  allons  examiner  maintenant,  les  circonstances 
sont  différentes  dans  les  trois  systèmes  binaires.   Dans  l'un  d'eux  {BA) 
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les  points  de  solidification  de  tous  les  mélanges  sont  compris  entre  ceux 
des  deux  composantes  {B  et  A);  dans  le  second  {JC)  il  y  a  une  fonte  [m) 
dont  la  température  de  solidification  est  un  minimum  et  dans  le  troisième 
système  {CB)  une  des  fontes  {M)  présente  un  maximum  de  tempéra- 
ture de  solidification.  Nous  allons  considérer  de  près  quelques  cas  sim- 
ples de  ce  type. 

Par'  élévation  de  température  il  se  produit  un  premier  contact  des 
deux  surfaces  dans  le  plan  limite  AC^  de  sorte  qu'à  une  température 

plus  élevée  encore  il  y  a  une  courbe 
d'intersection,  qui  aboutit  en  deux 
points  de  ce  plan.  Comme  la  surface 
^i  est  la  plus  basse  à  Tintérieur  de 
cette  courbe,  les  deux  courbes  limi- 
tes de  la  bande  hétérogène  doivent 
avoir,  dans  le  voisinage  du  point  m, 
une  situation  comme  l'indique  la 
fig.  16.  A  mesure  que  la  tempéra- 
ture s'élève  davantage,  le  champ 
liquide  s'étend  et  la  bande  hétéro- 
^^'      '  gène  passe  en  premier  lieu  par  A  ou 

par  Cy  suivant  que  c'est  la  substance  A  ou  la  substance  C  qui  a  le  point 
de  fusion  le  plus  bas.  Dans  la  fig.  16  j'ai  admis  que  A  est  la  substance 
qui  fond  à  la  plus  basse  température,  car  j'ai  dessiné  deux  bandes  se 
terminant  sur  AC  et  AB,  A  des  températures  plus  hautes  encore  la 
bande  passe  d'abord  par  C  et  puis  par  5,  ou  inversement;  enfin  on 
obtient  des  bandes  qui  aboutissent  en  deux  points  du  côté  BC, 

Si  Ton  compare  entr'elles  les  bandes  hétérogènes  dans  le  voisinage 
des  points  m  et  M ,  on  constate  une  grande  différence  au  point  de  vue 
de  la  situation  des  courbes  limites.  Pour  les  bandes  voisines  du  point 
m  l'isotherme  de  solidification  est  la  courbe  intérieure;  mais  pour  les 
bandes  voisines  du  point  M  c'est  le  contraire  qui  a  lieu;  là  la  courbe 
intérieure  de  la  bande  est  l'isotherme  de  fusion.  Il  y  correspond  cette 
différence  que  les  bandes  dans  le  voisinage  du  point  m  enferment  le 
champ  h'quide,  tandis  que  dans  le  voisinage  du  point  J!f  elles  enferment 
le  champ  des  cristaux  mixtes. 

Quand  la  température  s'élève  davantage,  la  courbe  d'intersection 
des  deux  surfaces,  et  avec  elle  la  bande  hétérogène,  se  rapproche  du 
point  M  pour  y  disparaître.   Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  que 
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rélévation  de  température  fait  apparaître  en  m  le  champ  liquide,  qui 
s'étend  graduellement  sur  tout  le  triangle;  en  même  temps  le  champ 
des  cristaux  mixtes  se  resserre  de  plus  en  plus  et  disparaît  en  M. 

Si  Ton  considère  les  isothermes  de  fusion  et  de  solidification  dans  le 
voisinage  des  points  A^  B,  C,  m  et  M,  on  trouve  aisément  les  courbes 
de  solidification  de  première  espèce.  Celles-ci  forment  une  faisceau 
rayonnant  de  M  vers  ?u. 

La  fig.  17  représente  un  tout  autre  cas;  il  peut  arriver  notamment 
que  le  premier  contact  des  deux  surfaces  Ç  ait  lieu  sur  la  ligne  limite  B, 
On  voit  apparaître  ensuite,  dans  le  voisinage  du  point  £,  une  bande 
hétérogène  enfermant  le  champ  liquide.  A  mesure  que  la  température 
s'élève,  cette  bande  se  déplace  vers  le  côté  AC,  et  à  la  température 


Fig.  17. 


Fig.  18. 


minima  du  système  AC  la,  bande  touche  le  côté  AC  en  m,  ainsi  que  le 
représente  la  fig.  17.  Les  deux  courbes  limites  des  surfaces  Ç,  dans  le 
plan  limite  AC,  se  touchent  notamment  en  ce  point;  la  courbe  ^i  est 
située  au-dessus  de  Tautre.  Mais  les  deux  surfaces  Ç  s'entrecoupent,  et 
à  l'intérieur  de  la  courbe  d'intersection  c'est  la  surface  Ç/  qui  est  la  plus 
basse.  Si  Ton  élève  la  température  au-dessus  de  ce  minimum  du  système 
AC^  la  bande  se  sépare  en  deux  parties,  dont  l'une  disparaît  au  point 
v^  à  la  température  de  solidification  de  cette  substance.  L'autre  partie 
s'étend  d'abord  de  AC  à  BC,  puis  elle  passe  par  le  point  Cen  abou- 
tissant sur  BC,  et  enfin  elle  se  termine  de  part  et  d'autre  sur  BC  et 
disparaît  en  M. 

Si  Ton  considère  les  divers  champs,  on  constate  qu'au  commence- 
ment les  champs  des  liquides  et  des  cristaux  mixtes  sont  tous  deux 
d'une  seule  pièce.  A  la  température  minima  du  système  ACle  champ 
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des  cristaux  mixtes  se  divise  en  deux  morceaux^  dont  l'un  disparaît  en 
A  et  l'autre  eu  M.  En  considérant  les  bandes  liet^rogènes  dans  le  voisi- 
nage des  points  À,  B,  C,  M  et  m  on  trouve  qu'il  doit  y  avoir  deux 
faisceaux  de  courbes  de  solidification.  L'un  des  faisceaux  doit  partir  de 
4^  l'autre  de  M,  et  tous  deux  doivent  aboutir  en  B.  Ils  sont  sépares 
par  une  courbe  de  solidification  allant  de  m  ver»  B, 

Il  peut  se  })resenter  de  tout  autres  circonslanct^  encore;  p.  ex.  celles 
de  la  fig.  IS.  D'après  cette  figure  le  premier  contact  des  deux  surfaces 
^  a  lieu  sur  la  ligne  limita  B,  et  le  second  dans  le  plan  limite  AC,  ou 
inversement;  aux  températures  inférieures  à  la  température  de  solidifi- 
cation de  la  substance  B  et  du  mélange  binaire  m ,  la  bande  hétérogène 
se  compose  donc  de  deux  parties,  voisines  des  points  B  et  ///.  A  la  tem- 
pérature de  solidification  de  la  substance  C  Tune  des  portions  passe  par 
Cy  et  à  des  températures  plus  hautes  encore  elle  repose  d'un  part  sur  CB, 
d'autre  part  sur  AC.  A  la  température  de  solidification  maxima  du 
système  binaire  BC  les  deux  parties  de  la  bande  se  fusionnent,  de  sorte 
que  les  isothermes  de  fusion  et  de  solidification  touchent  le  côté  BC, 
Le  point  de  contact  M  fait  connaître  la  composition  du  liquide  binaire 
dont  le  point  de  solidification  est  un  maximum. 

A  mesure  que  la  température  s'élève  davantage,  la  bande  se  dirige 
vers  le  point  A  et  elle  disparaît  en  ce  point  à  la  température  de  fusion 
de  la  composante  correspondante. 

Dans  les  deux  figures  17  et  18  on  a  une  bande  dont  les  courbes 
limites  touchent  un  côté  du  triangle.  Dans  la  fig.  17  ce  point  de  con- 
tact correspond  à  un  minimum,  dans  la  fig.  18  à  un  maximum  de 
température  de  solidification.  Conformément  à  cela,  la  situation  des 
isothermes  de  fusion  et  de  solidification  dans  Tun  des  cas  est  Tinverse 
de  la  situation  dans  Tautre.  En  regardant  de  près  la  fig.  18,  on  recon- 
naît aisément  qu'elle  doit  donner  deux  faisceaux  de  courbes  de  solidifi- 
cation de  première  espèce.  Tous  deux  émanent  du  point  A,  mais  l'un 
va  vers  m  et  l'autre  vers  C.  La  courbe  de  solidification  limite,  qui 
sépare  ces  deux  faisceaux,  va  de  A  vers  M,  Si  la  fonte  est  située  dans 
la  portion  AMB  du  triangle,  sa  température  de  congélation  finale  est 
celle  de  lu  substance  B]  mais  si  la  fonte  est  située  dans  la  portion  AMC, 
elle  achève  de  se  solidifier  à  la  température  de  solidification  de  la  fonte 
?fi.  Dans  le  premier  cas  la  composition  de  la  fonte  tend  donc  vers  le 
corps  B,  dans  le  second  cas  elle  se  rapproche  de  celle  du  liquide 
binaire  m. 
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Parmi  les  nombreux  cas  que  peut  encore  offrir  ce  type,  je  n'en  con- 
sidérerai plus  qu'un  seul.  Admettons,  comme  dans  le  cas  précédent, 
qu'à  une  température  supérieure  au  point  de  congélation  de  la  sub- 
stance B,  et  plus  haute  aussi  que  le  minimum  de  température  du  système 
binaire  //C,  il  y  ait  deux  bandes  hétérogènes  dans  le  voisinage  des 
points  B  et  m.  Je  les  ai  dessinées  dans  la  fig.  19.  Ces  deux  bandes  se 
rapprochent  Tune  de  l'autre  par  élévation  de  température.  Dans  la 
fig.  18  nous  avons  supposé  qu'elles  se  fusionnaient  en  un  point  du  côté 
BC]  maintenant  nous  admettrons  que  ce  point  est  situé  à  l'intérieur 
du  triangle.  Ce  ])oint  est  indiqué 
par  R  dans  la  fig.  19.  A  la  tem- 
pérature correspondante  les  deux 
surfaces  ^  se  touchent,  mais  en 
même  temps  elles  s'entrecoupent. 
A  des  températures  un  peu  plus 
élevées  les  deux  bandes  prennent 
une  toute  autre  allure  ;  r  une  aboutit 
de  part  et  d'autre  sur  BC^  l'autre 
d'une  part  sur  ABy  d'autre  part 
sur  AC. 

En  continuant  à  élever  la  tem- 
pérature on  fait  que  l'une  des  bandes  disparaît  en  M  et  l'autre  en  A, 
Pour  trouver  les  courbes  de  solidification  de  première  espèce,  nous 
devons  de  nouveau  considérer  les  isothermes  de  fusion  et  de  solidifica- 
tion dans  le  voisinage  des  points  A,  B,  C,  M,  m  et  R.  Nous  recon- 
naissons ainsi  que  ces  courbes  rayonnent  des  points  A  et  M,  et  abou- 
tissent en  B  et  en  ///.  Au  point  R  se  rencontrent  quatre  courbes,  dont 
deux  viennent  de  A  et  M,  tandis  que  les  deux  autres  partent  de  R  pour 
aller  vers  B  et  //^.  Il  y  a  donc  en  tout  quatre  faisceaux  de  courbes  de 
solidification;  deux  de  ces  faisceaux  partent  de  A,  l'un  se  dirigeant 
vers  B  et  Tautre  vers  ///.  De  même  il  y  a  deux  faisceaux  qui  émanent 
de  M  pour  aller  l'un  vers  5,  l'autre  vers  m.  En  B  et  en  m  viennent 
donc  concourir  deux  faisceaux. 

Dans  les  quatre  cas  considérés  ci-dessus  il  y  a  m7i  liquide  binaire  dont 
la  température  de  solidification  est  un  maximum,  et  nu  dont  cette  tem- 
pérature est  un  minimum.  Nous  n'avons  pas  rencontré  de  liquide  ter- 
naire dont  la  température  de  solidification  était  un  maximum  ou  un 
minimum.  Bien  qu'elle  puisse  coexister  avec  des  cristaux  mixtes  de 
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même  composition  et  qu'elle  ne  présente  donc  pas  d'intervalle  de  solidi- 
fication, la  fonte  R  de  la  tig.  19  nest  pas  telle  que  son  point  de  fusion 
est  un  maximum  ou  un  minimum. 

Pourtant,  on  peut  aisément  se  convaincre  que  de  pareils  cas  sont  pos- 
sibles. C'est  ainsi  qu'on  peut  se  figurer  dans  la  fig.  16  que  l'élévation 
de  température  produise  un  premier  contact  des  deux  surfaces  t  en  un 
point  de  ces  surfaces  même,  et  non  au  bord,  et  que  la  courbe  d'inter- 
section qui  se  forme  ensuite  s'étende  jusqu'à  un  des  plans  limites.  On 
doit  se  figurer  alors  un  nouveau  point,  ;;/, ,  dans  la  fig.  16.  Ce  point 
doit  être  entouré  de  bandes  d'abord  fermées;  puis  doit  venir  une  bande 
touchant  AC  en  m-,  puis  encore  des  bandes  qui  reposent  sur  AC,  ainsi 
que  le  représente  la  fig.  16. 

11  n'est  pas  impossible  non  plus  qu'il  se  présente  un  liquide  ternaire 
dont  Ja  température  de  solidification  est  un  maximum.  Ainsi  p.  ex.  nous 
avons  admis  dans  la  fig.  16  que  la  bande  hétérogène  disparaissait  en 
M)  mais  on  peut  tout  aussi  bien  se  figurer  que  cette  bande  ne  disparaît 
pas  en  ce  point,  mais  s'y  ferme  en  devenant  tangente  au  côté  BC,  Alors 
la  bande  ne  disparaîtra  qu'à  une  température  plus  éleyée,  en  un  point 
à  l'intérieur  du  triangle,  représentant  la  composition  d'un  liquide  dont 
le  point  de  solidification  est  un  maximum. 

Ti/pe  3.3.3. 

Ici  nous  partons  de  cette  idée  que  dans  chacun  des  trois  systèmes 
binaires  il  y  a  un  liquide  dont  la  température  de  solidification  est  un 
minimum.  Parmi  les  nombreux  cas  que  ce  type  peut  ofl*rir  je  n'en  con- 
sidérerai qu'un  seul;  j'admettrai  d'ailleurs  qu'il  y  a  en  outre  un  liquide 
ternaire  dont  la  température  de  solidification  est  un  minimum.  Com- 
mençons de  nouveau  par  considérer  une  température  tellement  basse 
que  la  surface  ^,n  est  toute  entière  au-dessous  de  la  surface  Ç/.  Par  élé- 
vation de  température  il  se  produit  un  premier  contact  en  un  point  de 
ces  surfaces  même.  Dans  la  figure  20,  m  est  la  projection  de  ce  point 
de  contact,  de  sorte  que  m  fait  connaître  la  composition  d'un  liquide 
qui  peut  être  en  équilibre  avec  des  cristaux  mixtes  de  même  composition. 

Une  petite  augmentation  de  la  température  fait  qu'il  apparaît  une 
courbe  d'intersection  fermée,  à  l'intérieur  de  laquelle  la  surface  ti  est 
la  plus  basse;  de  sorte  que  l'isotherme  de  solidification  de  la  bande 
hétérogène  est  enveloppée  par  l'isotherme  de  fusion.  Par  élévation  de 
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la  température  la  bande  s'élargit,  et  à  la  température  de  solidification 
minima  du  système  binaire  AB  les  isothermes  de  fusion  et  de  solidifi- 
cation de  la  bande  touchent  le  côté  AB  en  ///,  ;  ce  point  fait  connaître 
la  composition  du  liquide  binaire  AB  dont  la  température  de  solidifica- 
tion est  un  minimum. 

A  des  températures  plus  élevées  encore  la  bande  n'est  plus  fermée; 
elle  se  termine  sur  AB  de  part  et  d'autre  du  point  /;/, .  A  la  tempéra- 
ture minima  du  système  binaire  BC  la  bande  touche  le  côté  BC  au 
point  m.^,  qui  donne  le  liquide  à  point  de  solidification  minimum. 

Plus  haut  encore  la  bande  se 
divise  en  deux  parties;  Tune  se 
déplace  vers  B^  l'autre  vers  le  côté 
C/î.  Il  peut  maintenant  se  pro- 
duire encore  un  contact  en  m^,  sur 
le  côté  CA;  ce  point  correspond 
au  liquide  binaire  CA  à  point  de 
solidification  minimum.  Puis  cette 
bande  se  sépare  à  son  tour  en  deux 
parties,  dont  Tune  disparaît  en  A 
et  l'autre  en  C. 

Il  est  aisé  de  trouver  les  courbes  ^^^'  ^^' 

de  solidification  de  première  espèce;  il  résulte  de  la  fig.  20  que  ces 
courbes  doivent  partir  des  sommets  //,  ^  et  C  et  converger  en  m.  Il 
en  résulte  en  outre  que  de  pareilles  courbes  se  dirigent  de  z», ,  ««2  ®^ 
m^  vers  9/1.  En  tout  on  a  donc  trois  faisceaux  de  courbes  de  solidifica- 
tion, qui  rayonnent  des  points  A,  B  et  C  pour  se  réunir  en  m.  Ces 
trois  faisceaux  sont  séparés  par  les  trois  courbes  /mWj,  f/im^  et  mm^. 

Il  est  évident  que  ce  type  peut  ofl'rir  bien  d'autres  cas  encore;  ainsi 
p.  ex.  on  voit  aisément  que  le  liquide  ternaire  m  à  minimum  de  tem- 
pérature de  solidification  peut  faire  défaut;  notamment  quand  le  pre- 
mier contact  des  deux  surfaces  Ç  a  lieu  dans  le  plan  limite  AB.  Mais 
j'abandonne  ces  considérations  au  lecteur. 

Ti/pe  2.^.2. 

Dans  ce  type  on  rencontre  un  liquide  à  maximum  de  température  de 
solidification  dans  chacun  des  trois  systèmes  binaires.  On  n'a  qu'à  se 
figurer  que  les  lettres  m^m^y  m^  et  m^  de  la  fig.  20  soient  remplacées 
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par  M,  3/,,  M^  et  Af^,  pour  indiquer  que  Ton  a  affaire  à  des  maxima 
11  s'ensuit  alors  que  les  flèches,  qui  dans  la  fig.  20  font  connaître  le 
sens  dans  lequel  la  température  s'élève,  doivent  changer  de  direction.  On 
doit  d'ailleurs  introduire  aussi  un  changement  dans  les  bandes  hétéro- 
gènes; notamment  les  isothermes  de  fusion  et  de  solidification  doivent 
changer  de  place,  et  il  en  est  alors  de  même  des  champs  des  liquides  et 
des  cristaux  mixtes.  Pour  ce  qui  regarde  ensuite  les  courbes  de  solidi- 
fication de  première  espèce,  les  circonstances  seraient  analogues  à  celles 
déduites  de  la  fig.  20;  mais  les  fontes  changeraient  de  composition, 
pendant  la  solidification,  dans  un  sens  opposé,  c.  à  d.  que  toutes  les 
courbes  de  solidification  rayonneraient  du  point  M.  Il  y  aurait  ainsi 
trois  faisceaux  partant  de  ce  point;  l'un  d'eux  se  dirigerait  vers  A,  un 
autre  vers  B  et  le  troisième  vers  C;  ils  seraient  séparés  par  les  courbes 
de  solidification  J/Jf,,  MM^  et  JO/3. 

Ainsi  donc  la  variation  de  composition  d'une  fonte  seraient  difl'érente 
suivant  que  la  fonte  serait  représentée  par  un  point  de  la  région 
AM^MM^,  de  BM^MM^  ou  de  CM^MM^,  Si  la  fonte  était  située 
dans  la  première  région,  par  solidification  elle  se  rapprocherait  de  plus 
en  plus  de  la  substance  pure  A-,  dans  la  seconde  région  elle  se  rappro- 
cherait de  B  et  dans  la  troisième  de  C.  Il  en  résulte  aussi  que  la  tem- 
pérature de  solidification  finale  des  fontes  est  différente  pour  les  trois 
récrions.  J'abandonne  les  autres  considérations  au  lecteur. 


'  o* 


Ti/pe  2.3.3. 

Nous  admettons  maintenant  que  l'on  observe  dans  deux  des  systèmes 
binaires  un  liquide  {m  et  m^)  dont  la  température  de  solidification  est 
un  minimum,  tandis  que  le  troisième  système  présente  un  liquide  M 
dont  la  température  de  solidification  est  un  maximum.  Dans  ce  type 
aussi  plusieurs  cas  sont  imaginables;  je  n'en  considérerai  qu'un,  repré- 
senté par  la  fig.  21. 

Si  nous  partons  d'une  température  tellement  basse  que  la  surface  ?"„, 
est  située  tout«  entière  au-dessous  de  la  surface  ^/,  l'élévation  de  la  tem- 
pérature entraîne  un  premier  contact  dans  le  plan  limite  AB  ou  dans  le 
plan  BC,  Si  la  température  de  solidification  du  liquide  m  est  plus  basse 
que  celle  du  liquide  m^ ,  la  bande  hétérogène  apparaît  d'abord  en  m^ 
puis  en  w, ,  de  sorte  qu'à  une  température  un  peu  plus  élevée  que  celle 
qui  correspond  à  ce  dernier  point  on  a  deux  bandes  hétérogènes,  dans 
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le  voisinage  de  m.  et  de  m^ .  On  reconnaît  aisément  que  ces  deux  bandes 
sont  opposées  par  leurs  isothermes  de  fusion,  ainsi  que  le  représente 
lafig.  21. 

A  une  certaine  température  les  deux  bandes  se  fusionnent  en  7?,  de 
sorte  que  le  champ  des  cristaux  mixtes,  qui  était  continu  au-dessus  de 
cette  température,  est  maintenant  séparé  en  deux  portions.  Par  une 
nouvelle  augmentation  de  la  température  les  deux  bandes  se  séparent 
de  nouveau;  Tune  des  parties  se  déplace  vers  B^  tandis  que  Fautre  se 
déplace  vers  AC.  On  y  oit  sur  la 
figure  que  nous  supposons  que  le 
point  de  solidification  de  la  sub- 
stance A  est  plus  bas  que  celui  de 
C\  en  effet,  la  bande  passant  par 
A  se  termine  encore  sur  le  coté  CB. 
Si  par  contre  A  se  solidifiait  à  une 
plus  haute  température  que  C,  la 
bande  passant  par  C  devrait  se  ter- 
miner sur  AB, 

A  des  températures  qui  sont  plus  ^ 

élevées  que  les  points  de  congela-  ^' 

tion  de  A  et  de  6',  la  bande  aboutit  de  part  et  d'autre  sur  le  côté  A(\ 
et  elle  disparaît  sur  ce  côté  au  point  J/,  qui  fait  connaître  la  composi- 
tion du  liquide  dont  la  température  de  solidification  est  un  maximum. 

Il  y  a  donc,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  quatre  cristaux  mix- 
tes, savoir  M^  //z,  m^  et  /?,  qui  peuvent  coexister  avec  des  liquides  de 
même  composition;  ces  cristaux  mixtes  n'offrent  donc  pas  d'intervalle 
de  fusion,  mais  ont  un  point  de  fusion  bien  déterminé.  Cependant,  si 
la  température  de  solidification  de  3/  est  un  maximum  et  si  celles  de  m 
et  //^,  sont  des  minima,  celle  de  R  n'est  ni  un  maximum,  ni  un  minimum. 

Si  Ton  envisage  les  isothermes  de  fusion  et  de  solidification  dans  le 
voisinage  des  points  A,  B,  C,  J/,  ///,  m^  et  11,  on  trouve  que  toutes 
les  courbes  de  solidification  de  première  espèce  doivent  concourir  pour 
une  partie  en  ;//  et  pour  une  autre  en  ///, .  On  reconnaît  aussi  que  toutes 
ces  courbes  doivent  partir  des  points  M  et  B.  Il  résulte  de  la  considé- 
ration des  bandes  hétérogènes  dans  le  voisinage  du  point  R  que  de  ce 
point  partent  deux  courbes  de  solidification,  dont  Tune  va  vers  m  et 
l'autre  vers  /«,  ;  en  ce  point  aboutissent  d'ailleurs  deux  pareilles  cour- 
bes, venant  de  B  et  3/.  En  tout  on  a  donc  quatre  faisceaux  de  courbes 
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de  solidification;  deux  d'eutr'eux  émanent  de  jlf  et  les  deux  autres  de 
B;  deux  faisceaux  convergent  vers  m,  venant  Tun  de  M,  Tautre  de 
B;  de  même  pour  m^.  Ces  quatre  faisceaux  sont  limites  par  les  quatre 
courbes  de  solidification  qui  concourent  en  B. 
J'abandonne  au  lecteur  Texamen  des  autres  cas. 

T^pe  2.2.3. 

Dans  ce  type  nous  supposons  que  dans  deux  des  systèmes  binaires  il 
y  a  un  liquide  à  point  de  solidification  maximum,  et  que  dans  le 
troisième  il  y  en  a  un  dont  la  température  de  solidification  est  un 
minimum. 


A  C 


Fig.  22. 


Fig-  23. 


Soient  m  (fig.  22)  la  composition  du  liquide  à  température  de  soli- 
dification minima,  M  et  J/j  celles  des  liquides  à  température  de  solidi- 
fication maxima.  Si  nous  partons  encore  une  fois  d'une  température  où 
la  surface  ^„i  est  toute  entière  au-dessous  de  Ç/,  l'élévation  de  tempéra- 
ture entraîne  un  premier  contact  sur  la  ligne  limite  C,  Nous  admettrons 
ainsi  que  le  liquide  C  a  un  point  de  solidification  plus  bas  que  ceux  de 
tous  les  autres  liquides  de  ce  système. 

Au-dessus  du  point  de  fusion  de  la  substance  C  on  voit  apparaître, 
dans  le  voisinage  du  point  C,  une  bande  hétérogène,  qui  tourne  vers 
ce  point  son  isotherme  de  solidification.  A  mesure  que  la  température 
s'élève  cette  bande  s'étend,  et  à  la  température  de  solidification  minima 
du  système  binaire  JB  elle  touche  le  côté  AB  en  m.  Quand  la  tempé- 
rature s'élève  davantage,  la  bande  se  sépare  en  deux  portions,  et  il  en 
est  de  même  du  champ  des  cristaux  mixtes.  A  des  températures  infé- 
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rieures  aux  points  de  fusion  de  A  et  de  B,  les  bandes  hc^térogènes  repo- 
sent d'une  part  sur  le  côté  AB ,  et  d'autre  part  sxxr.AC  et  BC;  les  deux 
portions  s'éloignent  d'ailleurs  de  plus  en  plus  Tune  de  Fautre.  Si  des 
deux  substances  A  et  B  c'est  la  première  qui  a  le  point  de  fusion  le 
plus  bas,  la  bande  qui  passe  par  J  au  point  de  fusion  de  cette  sub- 
stance se  termine  sur  AC  entre  C  et  M;  alors  l'autre  portion  aboutit 
encore  sur  AB  et  CB,  A  des  températures  plus  élevées  encore  les  bandes 
se  rapprochent  des  points  M  et  J/, ,  et  elles  disparaissent  en  ces  points 
aux  températures  correspondantes. 

Pour  déduire  l'allure  des  courbes  de  solidification  de  première  espèce, 
nous  devons  de  nouveau  considérer  les  isothermes  de  fusion  et  de  soli- 
dification dans  le  voisinage  des  points  A^  Bj  C,  M,  iH/,  et  m.  On  voit 
aisément  que  cette  allure  est  telle  que  la  représente  la  fig.  23.  Toutes 
les  courbes  de  solidification  viennent  se  réunir  en  C;  une  partie 
d'entr'elles  vient  de  M,  l'autre  de  iîf, .  Les  deux  faisceaux  sont  séparés 
par  une  courbe  de  solidification  allant  de  w  à  C 

Puisque  toutes  les  courbes  de  solidification  viennent  se  rencontrer  en 
C,  chaque  fonte  en  voie  de  solidification  doit  changer  de  composition 
dans  le  sens  de  C. 

Je  n'ai  traité  qu'un  exemple  de  ce  type;  le  lecteur  en  examinera 
aisément  d'autres. 

Lej/deu,  Laboratoire  de  Chimie  inorganique  de  l'Université, 
avril  1905.       . 


SUR   LA   PAHAr.LAXE   DES   NÉHULEUSKS 
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Ce  que  nous  savons  jusqu'ici  de  la  distance  des  nébuleuses  est  bien 
peu  de  chose.  Ces  corps  célestes  ne  se  prêtent  pas  à  des  mesures  fort 
précises,  de  sorte  qu'une  détermination  directe  de  leur  parallaxe  est 
pour  ainsi  dire  exclue.  Les  quelques  tentatives  que  Ton  a  faites  pour 
la  déterminer  dans  le  cas  de  nébuleuses  particulièrement  régulières  n'ont 
donné  aucun  résultat  positif. 

L'étude  des  mouvements  propres  (m.  p.)  semble  plus  convenable 
pour  donner  au  moins  une  idée  générale  de  la  distance  de  ces  objets. 

Les  mesures  spectroscopiques  des  vitesses  radiales  ont  appris  que  les 
vitesses  de  ces  nébuleuses  sont  du  même  ordre  que  celles  des  étoiles. 

l)ès  que  Von  connaîtra  donc  le  m.  p.  astronomique  de  Tune  ou  l'autre 
nébuleuse,  on  pourra  conclure,  avec  quelque  probabilité,  que  la  dis- 
tance de  cette  nébuleuse  est  du  même  ordre  que  celle  des  étoiles  dont 
le  m.  p.  est  le  même. 

Mais  entretemps  il  ressort  des  observations,  —  et  celles  que  je  men- 
tionnerai tantôt  ne  laissent  aucun  doute  à  cet  égard  -,  que  jusqu'ici 
on  n'a  pas  encore  pu  constater,  avec  quelque  certitude,  de  mouvement 
propre  pour  aucune  nébuleuse.  Il  ne  faut  pas  conclure  de  là  pourtant 
que  ce  m.  p.  est  excessivement  petit.  Ce  n'est  que  tout  récemment  que 
Ton  a  commencé  à  fixer  aussi  exactement  que  possible  la  situation  d'uu 
grand  nombre  de  nébuleuses,  et  les  erreurs  d'observation  sont  considé- 
rables. L'influence  de  ces  erreurs  sur  le  mouvement  proj)re  annuel  peut 
aisément  atteindre  0"2,  0^3  et  même  davantage. 

11  est  assez  naturel  de  tacher  de  diminuer  Tinfluence  des  erreurs 
d'observation  en  déterminant,  non  le  m.  p.  individuel,  mais  le  m.  p. 
moyeu  d'un  grand  nombre  de  nébuleuses. 
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On  pourrait  alors  comparer  ce  moyen  m.  p.  avec  le  moyen  mouve- 
ment de  diverses  classes  d'étoiles,  dont  la  moyenne  distance  est  connue, 
au  moins  approximativement ,  —  ou  mieux  encore ,  peut-être ,  avec  la 
moyenne  vitesse  radiale  des  nébuleuses,  déterminée  à  Taide  du  spec- 
troscope,  —  afin  d'obtenir  de  cette  façon  une  idée  générale  de  la 
distance. 

Malheureusement,  en  prenant  la  moyenne  d'un  grand  nombre  de 
valeurs  observées  pour  le  m.  p.  total,  quand  il  est  petit,  on  ne  gagne 
pas  beaucoup  en  précision.  La  raison  en  est  que  dans  ce  cas  F  influence 
d'une  erreur  d'observation  déterminée  n'est  pas  du  tout  contrebalancée 
par  une  autre,  égale  mais  de  signe  contraire.  Admettons  p.  ex.  que 
deux  nébuleuses  aient  réellement  un  m.  p.  total  de  O^Ol.  Supposons 
en  outre  que  pour  Tune  d'elle  on  ait  commis  une  erreur  de  O^IO  dans 
le  sens  du  m.  p.,  et  pour  l'autre  une  erreur  de  même  grandeur,  mais 
en  sens  contraire.  Le  m.  p.  observé  du  premier  astre  serait  donc  0"!  1 
et  celui  du  second  0"09.  On  reconnaît  qu'en  prenant  la  moyenne  on 
n'est  pas  plus  avancé. 

Aussi  longtemps  que  les  erreurs  d'observation  restent  plus  grandes 
que  le  m.  p.  vrai,  il  est  impossible  pour  cette  raison  que  la  com- 
paraison du  m.  p.  astronomique  avec  la  vitesse  mesurée  au  spectroscope 
conduise  à  un  résultat,  quelques  nombreuses  que  soient  les  observations. 

La  difficulté  en  question  disparaîtrait  si  l'on  pouvait  faire  usage, 
non  du  m.  p.  total,  mais  de  l'une  ou  l'autre  co^nposa^de  de  ce  m.  p. 
dont  le  signe  changerait  avec  la  direction.  Dans  ce  cas,  en  évitant  —  ou 
en  déterminant  —  les  erreurs  systématiques,  on  augmenterait  la  préci- 
sion proportionnellement  à  la  racine  carrée  du  nombre  de  données  con- 
tribuant à  la  moyenne. 

Une  pareille  composante  du  m.  p.  est  celle  qui  est  dirigée  vers 
l'antapex.  Cette  composante,  en  effet,  permet  de  trouver  le  m.  p. 
parallactique  moyen,  qui  fournit  la  mesure  de  la  parallaxe  moyenne. 

Je  ne  m'étendrai  pas  ici  sur  l'hypothèse  qui  sert  de  base  à  ces  consi- 
dérations. Je  me  contenterai  de  dire  qu'on  en  déduit  que  la  somme  des 
projections  du  m.  p.  pécidiaire  d'un  grand  nombre  de  nébuleuses  sur 
une  direction  déterminée  disparaît,  ou  bien  qu'on  peut  traiter  les  com- 
posantes des  m.  p.  péculiaires  comme  des  erreurs  d'observation. 

Soient 

h  le  mouvement  solaire  linéaire; 

p  la  distance  d'une  nébuleuse  à  notre  système  solaire; 
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A  la  distance  angulaire  de  la  nébuleuse  à  l'apex  du  mouvement 
solaire; 

V,  T  les  composantes  du  m.  p  observe  dans  la  direction  de  Tantapex 
et  dans  une  direction  perpendiculaire; 

p  la  composante  du  m.  p.  j)eculiaire  vers  Tantapex. 

Alors  le  m.  p.  parallactique  est  : 


-  stn  A  =  y  —  p, 

P 

Si  Ton  écrit  cette  équation  pour  chaque  nébuleuse  en  particulier, 
les/7  disparaissent  en  prenant  la  moyenne  entre  toutes  ces  équations,  et 

Ton  trouve  une  détermination  de  la  valeur  moyenne  de  - ,  c.  à  d.  de  la 

parallaxe  séculaire  moyenne. 

Ou  mieux  encore  : 

Puisque  Ton  peut  traiter  les/?  comme  des  erreurs  d'observation,  qui 
se  mêlent  aux  erreurs  d'observation  réelles  des  y,  on  peut  écrire  pour 
chaque  nébuleuse  Téquation  de  condition 


-  sm  A  =  y.  (1) 

P 

Prenant  alors  la  même  valeur  de  p  pour  toutes  les  nébuleuses,  on 

z 

déduit  de  toutes  ces  équations  la  valeur  de  -,  en  appliquant  la  méthode 

P 

des  moindres  carrés. 

J'ai  depuis  longtemps  désiré  me  faire,  de  cette  façon,  une  idée  de  la 
distance  des  nébuleuses,  mais  jusqu'ici  j'ai  toujours  reculé  devant  le 
labeur  assez  considérable  qu'une  pareille  étude  exigerait. 

Or,  depuis  quelques  années  cet  obstacle  a  disparu,  grâce  au  travail 
de  M.  le  D^  Mônnichmeybr,  assistant  à  l'observatoire  de  Honn  '). 
Dans  ce  mémoire  ont  été  réunis,  d'une  manière  presque  idéale  pour  le 
but  que  je  me  propose,  tous  les  matériaux  utiles,  disponibles  à  l'époque 
de  la  publication. 

Ce  travail  contient  les  observations  propres  de  M.  Monnichmeyee, 
relatives  à  pas  moins  de  208  objets;  comme  tels  il  a  choisi  des  astres 

')   Verôff.  d.  Kôn.  Stemw,  zu  Bonn^  N".  1. 
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dont  la  situation  pouvait  être  déterminée  avec  une  précision  notable, 
ou  du  moins  satisfaisante.  De  plus,  M.  Monmcumeyer  a  réuni  toutes 
les  observations  faites  antérieurement  sur  ces  objets. 

J'ai  fait  usage  exclusivement  de  ces  observations-là  oii  la  nébuleuse 
a  été  rattachée  par  les  différents  observateurs  à  la  même  étoile  (ou  aux 
mêmes  étoiles);  j'ai  laissé  de  coté  les  observations  relatives  à  des  objets 
pour  lesquels  M.  Monnicumeyer  n'a  pas  pu  déterminer  les  erreurs 
d'observation  personnelles.  Les  observations  dont  je  me  suis  servi  sont 
donc  celles  que  M.  Monnichmeyer  a  communiquées  aux  pages  59  à  70 
de  son  travail,  abstraction  faite  des  objets  indiqués  par  la  lettre  M 
dans  la  2®  colonne  de  la  liste  aux  pages  15  à  17  et  aussi  des  nébu- 
leuses planétaires,  des  amas  st^Uaires  et  de  la  nébuleuse  annulaire 
^.  2028(1.  c.  p.  17). 

Il  restait  168  nébuleuses. 

On  peut  se  faire  une  idée  de  la  précision  des  observations  au  moyen 
de  Terreur  d'observation  que  M.  Monnichmeyer  donne,  à  la  p.  9,  pour 
ses  propres  mesures,  et  au  moyen  des  tableaux  aux  pages  18  à  25  de 
son  mémoire. 

J'ai  trouvé  que  cette  précision  ne  différait  pas  beaucoup  d'un  obser- 
vateur à  un  autre,  hormis  les  observations  de  M.  Rumker.  C'est  pour- 
quoi j'ai  accordé  partout  des  poids  proportionnels  au  nombre  d'obser- 
vations; pour  Rûmker  seul  j'ai  réduit  ce  poids  au  tiers.  Pour  Schmidï 
le  nombre  d'observations  n'est  pas  donné.  Pour  des  raisons  exposées  par 
M.  Monnichmkyer,  ces  dernières  observations  restent  quelque  peu 
sujettes  à  caution  („imraerhin  etwas  fraglich"  ;  1.  c.  p.  14).  C'est  pour- 
quoi je  n'ai  donné  aux  résultats  de  M.  Schmidt  que  le  poids  d'une  seule 
observation. 

De  beaucoup  le  plus  grand  nombre  des  observations  ont  été  faites 
dans  les  périodes  1861  à  1869  et  1883  à  1893;  ce  qui  m'a  permis  de 
combiner  les  données,  dans  presque  tous  les  cas,  sans  trop  nuire  à  la 
précision ,  tout  d'abord  en  deux  différences  normales.  Cette  opération 
simplifiait  énormément  le  calcul  des  m.  p.  et  des  poids  qu'il  leur  fallait 
attribuer. 

Puis  j'ai  déduit  de  ces  m.  p.  les  composantes  u  et  r,  en  prenant  pour 
position  de  l'apex:  À^r^  =  276°,  JJ^^  =  +  29°5. 

J'ai  groupé  toutes  les  données  dans  les  mêmes  trois  classes  que 
M.  Monnichmeyer  a  admises  et  qu'il  décrit  à  la  page  9  comme 
suit: 
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l^^^  classe.  Nébuleuses  à  noyau  semblable  à  une  étoile  jusqu'à  la 
11*  grandeur; 

îd**  classe.  Nébuleuses  à  noyau  médiocrement  condensé,  dont  l'éclat 
n'est  pas  inférieur  à  celui  d'étoiles  de  11*^  grandeur; 

8e  classe.  Objets  d'observation  difficile;  en  premier  lieu  nébuleuses 
irrégulières  n'offrant  aucun  point  nettement  marqué,  puis  tous  les  objets 
à  faible  éclat  et  les  nébuleuses  allongées. 

A  la  page  9  de  son  travail,  M.  Môxnichmeyer  indique  pour  la  plu- 
part des  objets  quelle  est  la  classe  dans  laquelle  il  les  a  placés.  Les 
nébuleuses  qui  n'y  figurent  pas,  je  leur  ai  moi-même  donné  une  place 
d'après  les  descriptions  aux  pages  27  à  54;  notamment  A  693,  1088, 
1225  dans  la  classe  I;  k  421,  1017,  1212,  1221,  1251,  3683  dans 
la  classe  II;  /i  316,  1461  dans  la  classe  III. 

Les  mouvements  propres  communiqués  sont  relatifs  ;  ils  sont  relatifs 
aux  étoiles  de  comparaison  considérées.  M.  Monnichmeyer  a  examiné 
lui-même  le  m.  p.  de  ces  étoiles  de  comparaison,  mais,  parmi  les 
objets  dont  je  me  suis  servi,  il  n'a  trouvé  de  m.  p.  notable  que  pour 
les  sept  suivants.  jct«  et  jctj  sont  les  m.  p.  en  ascension  droite  et  en 
déclinaison  : 


Etoile  de 

com- 
paraison 
11°. 

mag. 

ayant 
servi 
pour 

lix 

fiS 

(J,    a> 

s    -^ 

V 

sin  A 

15 

6,0 

/i     132 

+0 

%0140 

—  0",089 

0",227 

+  0 

",225 

0,94 

90 

8,8 

A    805 

+ 

0237 

—      170 

352 

— 

156 

1,00 

129 

6,1 

A  1171 

— 

0170 

—      127 

257 

+ 

255 

0,97 

164 

7,1 

A  1329 

— 

013 

00 

192 

+ 

167 

0,99 

168 

9,5 

M    90 

+ 

014 

00 

204 

— 

180 

0,98 

208 

4,7 

n   542 

— 

0050 

+      010 

075 

+ 

055 

0,80 

212 

6,6 

//  2050 

— 

0134 

—      152 

199 

— 

197 

0,45 

M.  Monnichmeyer  a  tenu  compte  de  ces  m.  p.  avant  d'établir  défi- 
nitivement les  différences  en  x  et  5,  nébuleuse-étoile.  Dans  aucun  autre 
cas  il  n'a  apporté  une  correction  pour  le  m.  p.  des  étoiles  de  comparaison. 
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La  plupart  des  observateurs  ont  employé  le  niicromètre  à  anneau. 
Dans  l'emploi  de  cet  instrument  la  source  la  plus  importante  d'erreurs 
systématiques  réside  dans  les  erreurs  personnelles  dans  la  détermination 
des  ascensions  droites.  M.  Monnichmeyer  a  déterminé  ces  erreurs  avec 
un  soin  extrême. 

On  peut  considérer  cependant  comme  une  heureuse  circonstance 
que  ces  en'eurs  n'ont  pas  d'influence  sur  la  valeur  finale  du  mouve- 
ment parallactique  moyen,  du  moins  dans  le  cas  idéal  où  les  nébu- 
leuses sont  distribuées  régulièrement  sur  les  24  heures  d'ascension 
droite.  En  eff'et,  ou  pourra  admettre  qu'il  n'y  a  pas  de  variation  sys- 
tématique de  la  distance  des  nébuleuses  à  notre  système  solaire  avec 
l'ascension  droite.  Cela  posé.  Terreur  personnelle  doit  avoir  une  in- 
fluence égale,  mais  de  sens  contraire,  sur  le  m.  p.  des  nébuleuses  dont 
la  distance  à  l'apex  est  la  même  et  qui  sont  situées  de  part  et  d'autre 
de  ce  point. 

A  la  vérité  la  distribution  en  ascension  droite  est  loin  d'être  uni- 
forme, mais  cela  n'empêche  pas  que  les  erreurs  personnelles  qui  pour- 
raient encore  rester  après  l'examen  de  M.  Monnichmeyer  doivent  être 
considérablement  réduites  dans  le  résultat  final.  Je  me  suis  néanmoins 
assuré  de  l'excessive  petitesse  de  ces  erreurs  résiduelles.  A  cet  efl^et  j'ai 
cherché  la  moyenne  des  m.  p.  en  ascension  droite  pour  chaque  heure 
d'ascension  droite  On  peut  s'attendre  à  ce  que,  dans  la  simple  moyenne 
de  toutes  ces  moyennes  par  heure,  non  seulement  les  mouvements  pro- 
pres péculiaires,  mais  encore,  et  pour  la  raison  susdite,  les  mouvements 
propres  parai  lactiques  se  contrebalancent  parfaitement;  de  sorte  que  Ton 
peut  admettre  que  la  moyenne  définitive  représente  l'influence  restante 
des  erreurs  personnelles  sur  le  m.  p.  déterminé. 

J'ai  trouvé  pour  cette  moyenne: 

^*  =  —  0^0004. 

Les  heures  contenant  un  gnind  nombre  de  nébuleuses  n'ont  pas  con- 
tribué plus  que  les  heures  pauvres  à  cette  moyenne.  Aussi  le  poids  de  la 
détermination  n'est-il  que  les  0,4  à  peu  près  de  ce  qu'il  serait  dans  le 
cas  d'une  distribution  uniforme. 

Pour  trouver  une  valeur  dont  le  poids  est  notablement  plus  grand, 
on  peut  commencer  par  combiner  deux  à  deux  les  heures  qui  sont  pla- 
cées symétriquement  par  rapport  à  l'apex;  dans  ces  moyennes  les  mou- 
vements propres  parallactiques  sont  déjà  éliminés,  de  sorte  que  les  12 
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moyennes  ainsi  obtenues  peuvent  être  soumises  à  une  nouvelle  média- 
tion, en  tenant  compte  de  leur  poids.  J'ai  trouve  ainsi 


^«=  +0«,0006. 


(^: 


On  voit  par  là  que  M.  Monnichmeyer  a  parfaitement  réussi  à  déter- 
miner les  erreurs  personnelles,  et  que  les  erreurs  résiduelles  doivent 
être  excessivement  petites. 

D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  ces  erreurs  ne  se  retrouvent  que 
considérablement  réduites  dans  le  résultat  pour  le  mouvement  parallac- 
tique.  Je  crois  donc  qu'il  est  parfaitement  permis  de  les  négliger  dans 
la  suite 

Pour  obtenir  une  bonne  idée  de  la  précision  réellement  obtenue,  j'ai 
ajouté  à  la  subdivision  en  3  classes  une  nouvelle  subdivision  de 
celles-ci  en  un  certain  nombre  de  sous-classes  (ayant  autant  que  possible 
le  même  poids).  J'ai  obtenu  ainsi  les  résultats  suivants. 


i 

03 

5 

a 

a  a 

T 

h 

p 

8  p. 

T 

e.  p. 

, 

OhQm 

—   5h33ni 

13 

-f0;014 

— 0 

",039 

±0',023 

— 0 

-,009 

±0-,005* 

5  33 

—10  57 

12 

— 

043* 

+ 

051 

022 

+ 

012 

5 

I 

10  57 

-12  22 

10 

— 

O45I  + 

034 

023 

+ 

008 

5* 

12  22 

—  12  45 

9 

— 

004  |— 

027 

022 

— 

006* 

5 

12  45 

—  00 

10 

— 

008  + 

013 

023 

H- 

003 

5* 

1 

0  0 

-  9  50 

12 

+ 

021  1  + 

014 

019 

+ 

003 

4* 

9  50 

—  11  10 

10 

— 

004 

— 

016 

019 

— 

004 

4* 

II 

11  10 

—  12  16 

11 

— 

008 

— 

037 

020 

— 

009 

5 

12  16 

—  12  28 

12 

+ 

019 

— 

040 

020 

— 

009* 

5 

12  28 

-00 

14 

+ 

000* 

— 

040 

020 

— 

009* 

5 

( 

0  0 

-12  14 

20 

+ 

030 

+ 

016 

019 

+ 

004 

4* 

III 

12  14 

—  12  32 

16 

— 

046 

+ 

038 

019 

-h 

009 

.  4* 

12  32 

—  00. 

19 
168 

+ 
— 0 

016 
-,004 

— 0 

036* 

;oo5 

018 

— 0 

009 
-,0013 

4 

Simple  moyenne 
des  13  résultats 

±0-,005 

±0-,0012 
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Dans  ce  tableau  j'ai  mentionné  les  valeurs  de  r  uniquement  pour 
montrer  que  là  non  plus  on  ne  constate  plus  aucune  trace  d'erreur. 

Pour  déduire  des  parallaxes  séculaires  -  les  parallaxes  annuelles  ordi- 
naires T,  j'ai  divisé  par  4,20,  ce  qui  est,  d'après  les  déterminations  de 
M.  Campbell,  le  nombre  de  distances  solaires  dont  notre  système  solaire 
se  déplace  annuellement. 

Pour  déterminer  les  erreurs  probables,  j'ai  supposé  que  la  com- 
posante V  toute  entière  devait  être  considérée  comme  erreur  d'observa- 
tion. L'erreur  ainsi  commise  ne  peut  avoir  qu'un  effet  insensible. 

Si  l'on  calcule  Terreur  probable  pour  un  des  13  résultats  obtenus 
pour  la  parallaxe  séculaire,  en  partant  de  l'accord  entre  ces  divers  résul- 
tats, on  trouve  0",023,  un  nombre  qui  ne  diffère  pas  notablement  des 
erreurs  probables  trouvées  directement.  Ce  qui  prouve  encore  une 
fois,  jusqu'à  un  certain  point,  la  faible  influence  des  en*eurs  person- 
nelles restantes. 

La  dernière  ligue  donne  la  simple  moyenne  des  13  valeurs  indivi- 
duelles. 

On  trouve  ainsi  comme  parallaxe  annuelle  moyenne  : 

—  0",0013  ±  0'',0012  (168  nébuleuses).  (3) 

Telle  est  la  parallaxe  relative ,  prise  par  rapport  aux  étoiles  de  com- 
paraison dont  la  grandeur  moyenne  est 

8,75. 

Ainsi  que  je  l'ai  dit  tantôt,  M.  Monnichmeybr  a  tenu  compte  du  m.  p. 
pour  7  des  183  étoiles  de  comparaison.  Si  Ton  n'en  tient  pas  compte, 
on  trouve  pour  la  parallaxe  une  valeur  plus  petite  de  0^,0004;  on  a 
donc  finalement  comme  : 

Parallaxe  moyenne  relative  des  168  nébuleuses  par  rapport  à  la 
moyenne  des  étoiles  de  grandeur  8,75  : 

—  0%0017  ±  0%0©12  (e.  p.)  (4) 

Au  n°.  8  des  Publ.  of  the  Astr.  Lahoraiory  ai  Groningen  on  trouve 
comme  parallaxe  moyenne  des  étoiles  de  grandeur  8,75  la  valeur 

0",0063.  (5) 

Mais  cette  valeur  doit  être  corrigée , 
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1^.  parce  que  uotre  connaissance  de  la  vitesse  du  système  solaire  est 
notablement  améliorée  depuis  cette  époque  ; 

2°.  parce  que  la  déduction  de  cette  valeur  est  entachée  d'une  petite 
erreur. 

Toutefois,  pour  les  étoiles  de  grandeur  S  75  ces  deux  causes  d'erreur 
se  compensent  sensiblement,  de  sorte  que  j'ai  renoncé  à  toute  correction. 
Il  y  a  d'ailleurs  lieu  d'espérer  que  sous  ])eu  les  valeurs  données  dans 
Piibl.n^.  8  subiront  encore  une  notable  amélioration.  Je  crois  donc  bien 
faire  en  remettant  jusque  là  la  correction  des  déterminations  actuelles. 

Si  nous  admettons  donc  provisoirement  la  valeur  (5),  il  vient  pour  la 

Parallaxe  moyene  absolue  des  168  nébuleuses 

0%0016  ±  0%0012  (e.  p.).  («) 

Je  dois  toutefois  y  ajouter  expressément  qu'en  réalité  ce  dernier 
résultat  est  moins  certain  que  (4),  parce  que  nous  venons  d'ajouter 
l'incertitude  de  la  parallaxe  moyenne  des  étoiles  de  grandeur  8,75  à 
celle  de  la  parallaxe  relative  des  nébuleuses. 

Cette  valeur  (6)  correspond  assez  bien  à  la  parallaxe  moyenne  des 
étoiles  de  10®  grandeur. 

Je  ne  veux  pas  toutefois  attacher  beaucoup  d'importance  à  la  valeur 
exacte  de  la  parallaxe  ici  trouvée,  mais  je  désire  attirer  simplement 
l'attention  sur  le  fait,  qu'il  a  été  possible  de  déduire,  des  observations 
faites  pendant  une  bonne  trentaine  d'années  seulement,  une  valeur  pour 
la  parallaxe  moyenne  des  nébuleuses,  du  moins  prise  par  rapport  à  des 
étoiles  d'une  grandeur  déterminée,  ayant  la  petite  erreur  probable  men- 
tionnée ci-dessus.  Et  comme  un  tel  résultat  a  été  obtenu  rien  que  par 
des  observations  visuelles^  nous  pouvons  nous  attendre  à  ce  que  des 
épreuves  photographiques  viennent  fournir,  même  à  bref  délai,  des 
idées  générales  fort  dignes  de  confiance  sur  la  situation  des  nébuleuses 
dans  l'espace. 

Le  nombre  des  petites  nébuleuses  que  la  photographie  permet  de  fixer 
est  énormément  grand,  et  ce  sont  ces  petites  nébuleuses  qui  se  prêtent 
le  mieux  à  des  mesures  précises. 

M.  Max  Wolfp  a  découvert  et  mesuré,  sur  une  plaque  qu'il  avait 
obtenue,  en  150  minutes,  avec  son  télescope  de  Bruce  (ouvert.  40  cm., 
dist.  foc.  202  cm.),  pas  moius  de  1528  nébuleuses,  disposées  autour  de 
3J  Comae  comme  centre  '). 


')  Publ  Kônigstuhl  I,  p.  127. 
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Cette  riches^se  de  matériaux  permettra  de  se  contenter  des  nébuleuses 
dont  il  est  possible  de  mesurer  la  situation  d'une  manière  fort  précise. 

Les  erreurs  personnelles  disparaîtront  parce  qu'en  général  on  réussira 
aisément  à  viser  aux  deux  époques  un  même  point.  Les  m.  p.  pécu- 
liaires  seront  éliminés  d'autant  plus  sûrement  que  les  données  seront 
plus  nombreuses  et  réparties  sur  une  plus  grande  partie  du  ciel.  Lin- 
exactitude  de  la  préoession  n'a  aucune  influence,  du  moins  sur  la  paral- 
laxe relative. 

11  me  semble  que  de  cette  manière  on  arrivera,  déjà  en  une  dizaine 
d'années,  à  des  résultats  dont  la  précision  dépassera  de  beaucoup  celle 
du  résultat  obtenu  ici.  Voilà  pourquoi  ce  dernier  résultat,  bien  qu'il  ne 
doive  être  considéré  que  comme  provisoire,  nous  fait  espérer  que  sous 
peu  nous  serons  fixés  d'une  manière  suffisante  sur  Tordre  de  grandeur 
des  distances  des  nébuleuses. 

ï-e  même  traitement  auquel  nous  avons  soumis  ici  les  nébuleuses 
peut  évidemment  être  appliqué  à  d'autres  groupes  d'objets.  J'ai  Tinten- 
tion  de  l'appliquer  notamment  aux  étoiles  à  hélium  et,  si  possible,  aux 
étoiles  du  5°  type  de  Pickering. 

Enfin  il  est  juste  de  faire  remarquer  que,  si  l'examen  précédent  a 
quelque  mérite,  l'honneur  en  revient  à  M.  Monnichmeyer.  Car  la  peine 
qu'a  coûté  la  déduction  des  résultats  précédents  est  tout  à  fait  insigni- 
fiante, en  comparaison  de  son  labeur  soigneux  et  de  longue  durée. 
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La  154"  assemblée  générale  de  la  Société  Hollandaise  des  Sciences 
eut  lieu  le  19  mai  1906.  Son  Altesse  Royale  le  Prince  des  Pays-Bas, 
duc  de  Mecklembourg,  Protecteur  de  la  Société,  et  76  Directeurs  et 
Membres  y  assistèrent. 

En  ouvrant  la  séance,  le  Président  s'adressa  d'abord  au  Royal  Pro- 
tecteur, pour  exprimer  à  S.  A.  R.  les  remercîments  des  Directeurs  et 
Membres,  pour  l'honneur  qu'il  faisait  à  la  Société  en  assistant  à  saséance, 
dans  la  nouvelle  salle,  bâtie  depuis  que  S.  A.  R.  avait  honoré  la  Société 
par  Sa  présence  pour  la  première  fois.  Le  Président  exprima  le  vœu 
que  S.  A.  R.  retrouverait  dans  le  nouveau  bâtiment  l'esprit  dont  la 
Société  a  toujours  été  animée. 

Après  avoir  commémoré  les  membres  que  la  mort  a  enlevés  à  la 
Société  pendant  Tannée  qui  vient  de  s'écouler,  savoir  le  Prof.  H.  C.  Rogge 
et  A.  G.  H.  VAN  Genderen  Stort,  tous  deux  à  Harlem,  A.  vonKollikkii 
à  Wiirtzburg  et  S.  P.  Langley  à  Washington ,  le  Président  souhaita  la 
bienvenue  aux  Directeurs  M®.  W.  F.  van  Leeuwen  et  M®.  C.  Pljxacker 
HoRDiJK,  ainsi  qu'aux  Membres  Prof.  A.  F.  Holleman,  Prof.  H.  P. 
WiJSMAN,  et  Dr.  C.  Hoitsema,  qui  assistaient  pour  la  première  fois  à 
l'assemblée.  Finalement  il  donna  la  parole  au  Secrétaire  pour  Taperçu 
suivant  des  travaux  de  la  Société  pendant  Tannée  écoulée. 

„ Après  la  publication  du  Tome  dixième  des  œuvres  de  Huygens, 
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contenant  la  fin  de  sa  correspondance,  on  avait  à  considérer  dans  quel 
ordre  et  sous  quelle  forme  paraîtraient  ses  autres  écrits.  Dans  ce  but  la 
Commission  de  Rédaction  se  réunit  le  13  novembre  dernier;  voici  le 
résultat  de  sa  délibération. 

On  s'était  d'abord  proposé  de  faire  suivre  la  correspondance  des 
écrits  inédits,  pour  finir  par  les  travaux  déjà  publiés.  Mais  Texpérience 
acquise  pendant  la  rédaction  de  la  correspondance,  surtout  celle  des 
dernières  années,  avait  appris  que  beaucoup  de  petites  notes,  remarques 
ou  idées,  inscrites  par  Huyoens  dans  ses  journaux,  pouvaient  être  uti- 
lisées, au  grand  profit  de  renchaînemeut  des  matières,  chaque  fois  qu'un 
travail  de  quelque  importance  était  en  cours  de  rédaction.  C'est  ce  qu'on 
a  surtout  reconnu  par  la  façon  magistrale  dont  M.  le  Prof.  Korteweg 
a  arrangé  la  correspondance  de  Huygkns  avec  Leibniz  et  de  l'Hospital, 
sur  laqelle  un  mot  a  été  dit  dans  la  précédente  assemblée  générale. 

C'est  là  la  raison  la  plus  importante  qui  décida  la  Commission  à 
publier  autant  que  possible  conjointement  les  écrits  inédits  et  les  tra- 
vaux déjà  imprimés,  en  prenant  il  est  vrai  l'ordre  chronologique  comme 
guide,  mais  en  ce  sens  que  des  remarques  ou  travaux  isolés  seraient 
ajoutés  à  l'ouvrage  traitant  d'un  sujet  connexe,  avec  indication  de  la 
date  si  possible.  On  se  propose  de  former  ainsi  des  groupes  de  travaux 
scientifiques,  réunissant  d'une  manière  aussi  complète  que  possible  tout 
ce  que  Huygens  a  produit,  soit  dans  un  certain  domaine,  soit  à  une 
même  occasion,  comme  ses  contributions  aux  travaux  de  l'Académie 
Française  des  Sciences. 

Le  plus  souvent  ces  groupes  seront  concentrés  autour  d'un  travail  déjà 
imprimé.  Plusieurs  d'entre  eux  sont  écrits  en  latin.  Or,  on  peut  regretter 
que  cette  langue  classique  n'est  plus,  comme  autrefois,  employée  parles 
savants  comme  véhicule  universel  pour  leurs  échanges  d'idées;  mais  la 
Commission  de  rédaction  croyait  ne  pas  pouvoir  fermer  les  yeux  sur  le 
fait,  que  de  nos  jours  un  grand  nombre  de  personnes  qui  s'occupent  de 
sciences  se  sentent  gênées  dans  la  compréhension  rapide  et  exacte  de  ce 
qui  est  écrit  dans  cette  langue ,  et  hésitent  même  d'en  prendre  connais- 
sance. Cette  difficulté  devient  encore  plus  grande  lorsque  le  sujet, 
mathématique,  est  traité  dans  la  vieille  manière  Euclidienne,  qui  de- 
mande une  tension  d'esprit  inusitée  et  trop  fatigante  des  lecteurs  ac- 
coutumés aux  démonstrations  anal}iiques  et  leurs  formules  concises.  Tel 
est  le  cas  surtout  pour  la  Dioptrique  de  IIuygens,  son  traité  des  lunettes 
et  des  microscopes,  beaucoup  trop  peu  apprécié. 
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C'est  ce  qui  détermina  la  Commission  à  ajouter  au  texte  latin  des 
(Ruvres  principales  de  Huygens  une  traduction  en  français,  la  langue 
la  plus  voisine  de  la  langue  latine,  et  en  même  temps  celle  dont  Huy- 
gens se  servit  le  plus  souvent,  comme  il  paraît  déjà  dans  son  style  latin. 

Le  premier  des  groupes  dont  il  vient  d'être  question  se  composera  de 
ses  „Travaux  de  Jeunesse". 

On  pouvait  bien  prévoir  que  ces  reliques,  peu  ou  point  connues, 
des  années  d'éducation  de  Huygens  feraient  connaître  des  détails 
intéressants.  Cette  attente  ne  sera  suns  doute  pas  déçue  par  la  rédac- 
tion que  vient  de  leur  donner  M.  le  Prof.  Korteweg. 

Pour  quiconque  a  suivi,  dans  sa  correspondance,  la  vie  et  les  travaux 
de  Huygens;  qui  a  pris  connaissance  de  l'étendue  et  du  caractère 
génial  de  son  oeuvre;  qui  Ta  vu  lutter,  surtout  à  la  fin  de  sa  vie,  contre 
des  difficultés  presque  surhumaines,  pour  pousser  jusqu'aux  extrêmes 
limites  la  puissance  d'investigation  des  méthodes  géométriques  de  son 
temps;  qui  Ta  vu  succomber  aux  efforts  de  ses  dernières  années  et  Ta 
accompagné  pour'  ainsi  dire  au  tombeau;  il  y  a  un  charme  singulier  à 
le  voir  renaître  en  quelque  sorte  de  ses  cendres,  à  recommencer  avec 
lui  sa  vie  scientifique,  et  à  le  revoir  comme  jeune  étudiant  en  droit  à 
l'université  de  Leyden,  travaillant  sous  la  direction  de  son  éminent 
maître  van  Schooten  aux  mathématiques  avec  une  ardeur,  une  lucidité 
et  une  recherche  de  précision  sans  égales,  faisant  preuve  à  tout  moment 
d'une  rare  indépendance  de  jugement  et  d'un  remarquable  esprit  criti- 
que, les  premières  pousses  pleines  de  vie  qui  produiront  bientôt,  dans 
leur  merveilleux  développement,  la  riche  moisson  de  la  vie  de  Chris-* 
TiAAN  Huygens. 

Des  Travaux  de  Jeunesse  trois  feuilles  sont  déjà  imprimées  et  le  reste 
est  à  rimprimerie. 

Le  mémoire  de  M.  le  Dr.  P.  J.  S.  Cramer,  sur  la  variation  par  bour- 
geonnement, couronné  Tannée  dernière,  i)araîtra  dans  les  Mémoires 
iu'^^  de  notre  Société. 

L'auteur  a  désiré  y  apporter  quelques  changements,  en  partie  sug- 
gérés par  quelques  remarques  que  lui  avaient  communiquées  les  mem- 
bres du  jury;  il  a  donc  emporté  son  manuscrit  avec  lui  à  Buitcnzorg, 
où  il  se  trouve  actuellement  attaché  au  Jardin  Botanique.  Mais  M.Crameii 
a  pris  toutes  les  mesures  nécessaires  pour  que  son  absence  ne  fût  pas 
un  obstacle  aux  travaux  de  correction  et  d'impression. 
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Cette  année-ci  aussi  nous  avons  reçu  une  réponse  à  une  des  ques- 
tions de  botanique,  sur  laquelle  vous  aurez  à  prendre  tantôt  une 
résolution. 

Comme  de  coutume,  cinq  livraisons  des  Archives  Néerlandaises  ont 
été  publiées,  savoir  les  trois  dernières  du  Tome  X  et  les  deux  premières 
du  Tome  X[  de  la  Deuxième  Série,  représentant  ensemble  les  matières 
d'un  tome  entier;  une  autre  livraison  est  sous  presse  et  paraîtra  dans 
quelques  jours. 

Après  que  le  Président  eut  remercié  le  Secrétaire  de  son  rapport,  on 
procéda  à  la  lecture  des  jugements  émis  par  MM.  les  Proff.  Hugo  de 
Vries  et  F.  A.  F.  C.  Went  et  par  M.  le  D*^.  M.  Greshopf  sur  un 
mémoire ,  reçu  en  réponse  à  la  question  de  concours  VI  du  programme 
pour  le  1"  janvier  1906,  ainsi  formulée: 

„La  Société  demande  un  dictionnaire  de  noms  de  plantes,  en  latin  et 
en  trois  ou  quatre  langues  modernes.'' 

Ces  avis  furent  unanimement  favorables  et  jugèrent  le  travail,  très 
étendu,  digne  d'être  couronné.  Sur  la  proposition  des  Directeurs,  ras- 
semblée accorda  unanimement  la  médaille  d'or  à  Tauteur,  qui,  à  l'ouver- 
ture du  billet  cacheté,  se  trouva  être  M.  H.  L.  Gerth  van  Wijk,  de 
Middelbourg. 

Au  nom  de  la  Commission  nommée  dans  ce  but,  M.  le  Secrétaire 
donna  ensuite  lecture  de  Tavis  suivant,  sur  la  manière  de  disposer  du 
subside  destiné  à  l'avancement  des  mathématiques. 

„La  Commission,  composée  des  Membres  MM.  Korteweg,  Schoute, 
van  de  Svnde  Bakhuyzen  et  Lorentz  et  du  Secrétaire,  s'est  réunie  le 
13  novembre  dernier,  sous  la  direction  du  Président  de  la  Société. 
Dans  cette  réunion  trois  propositions  ont  été  examinées.  M.  le  Prof. 
Korteweg  a  proposé  d'employer  le  subside  à  la  'publication  du  Journal 
de  Beeckman;  M.  le  Prof.  Schoute  recommanda  la  composition 
d'un  aperçu  bibliographique,  systématiquement  classé,  de  la  nout^elle 
(réoyju'trie  a  plusieurs  dimensions',  et  M.  le  Prof.  Lorentz  proposa  de 
faire  calculer  des  fonctions  Besseliennes  et  d^en  dresser  des  fables.  Mais 
lorsque  M.  le  Prof.  Korteweg  eut  exposé  la  raison,  le  but  et  l'intérêt 
d'une  édition  du  Journal  de  Beeckman,  et  que  sa  proposition  eut  été 
appuyée  par  d'autres  motifs  encore  que  ceux  qu  il  avait  avancés,  les 
Membres  MM.  Schoute  et  Loreni'z  déclarèrent  retirer  provisoirement 
leurs  pro;)res  propositions  et,  après  quelques  délibérations,  on  décida  à 
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r unanimité  de  soumettre  à  un  nouvel  examen  le  manuscrit  du  Journal 
de  Beeckman,  reposant  dans  la  Provinciale  Zeeuwsche  Bibliotheek  de 
Middelbourg,  afin  d'obtenir  si  possible  des  données  décisives  sur  l'im- 
portance de  son  contenu  et  la  réalisabilité  du  projet. 

IsAAC  Beeckman,  successivement  recteur  des  écoles  latines  d'Utrecht, 
de  Eotterdam  et  de  Dordrecht,  et  mathématicien  bien  connu,  paraît 
avoir  été  en  1618  le  premier  hollandais  de  quelque  importance  avec 
lequel  Descartes,  à  cette  époque  soldat  en  garnison  à  Bréda,  ait  fait 
connaissance  11  se  lia  bientôt  d'amitié  avec  Descartes  et,  de  retour  à 
Middelbourg,  il  entra  en  correspondance  avec  celui  qui  serait  bientôt 
un  philosophe  célèbre.  Nous  lui  devons  pour  un  grande  partie  les  pre- 
mières informations  sur  le  travail  scientifique  de  Descartes;  elles  ont 
été  conservées  dans  le  Journal  que  Beeckman  a  tenu  durant  toute  sa 
vie,  et  où  il  a  non  seulement  annoté  ses  observations  quotidiennes  sur 
divers  sujets  de  mathématique  et  de  physique,  mais  oïl  il  a  enregistré 
aussi  les  lettres  et  le^  écrits  qu'il  a  échangés  avec  Descartes. 

Un  étudiant  d'Amsterdam,  M.  C.  de  Waard,  en  a  fait  connaître 
dernièrement  quelques  fragments  dans  le  Nieuw  Archief  voorWiskunde, 
entre  autres  les  lettres  les  plus  anciennes  que  Ton  connaisse  de  Des- 
cartes; ce  qui  a  attiré  Tattention  des  savants,  surtout  de  la  Rédaction 
des  Œuvres  de  Descartes,  dont  la  publication,  à  l'instar  de  nos  Œuvres 
complètes  de  Huygens,  a  été  entreprise  il  y  a  quelques  années  et  n'est 
pas  encore  achevée. 

Aussi,  à  la  demande  que  notre  Société  adressa  au  Directeur  de  la 
Zeeuwsche  Bibliotheek  de  lui  prêter  le  Journal  de  Beeckman,  reçut-elle 
la  réponse  que  le  lourd  in-folio  se  trouvait  déjà  entre  les  mains  du 
savant  rédacteur  en  chef  des  Œuvres  de  Descartes,  M.  Charles  Adam 
à  Nancy,  qui,  lorsqu'il  apprit  la  raison  pour  laquelle  on  lui  demandait 
de  renvoyer  le  Journal  à  Harlem,  Faccompagna  de  la  recommandation 
d'une  publication  complète. 

L'examen  du  Journal  conduisit  la  Commission  à  la  décision  unanime 
de  présenter  aux  Directeurs  la  proposition  suivante: 

„0n  nommera  une  Commission  de  Rédaction,  qui  se  chargera,  sous 
l'approbation  des  Directeurs,  de  publier  le  Journal  de  Beeckman, 
soit  en  entier,  soit  en  partie,  suivant  qu'un  examen  plas  approfondi 
en  ferait  reconnaître  l'utilité.  La  commission  s'assurera  du  concours 
de  M.  C.  DE  Waard,  à  qui  reviendra  de  ce  chef  le  subside  disponible 
de  500  florins. 
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Cette  proposition  fut  exposée  plus  amplement  par  M.  le  Prof.  1).  J. 
KoRTEWEG,  qui  prononça  à  ce  propos  le  discours  suivant: 

Descartes  et  le  Journal  de  Bekckman. 

Altesse  Royale, 
Messieurs, 

Notre  honoré  Secrétaire  m'a  prié  de  vous  donner  quelques  détails  sur 
la  proposition  qui  vous  a  été  soumise,  de  publier  le  lourd  manuscrit 
d'IsAAC  Beeckmax  que  voici,  et  de  vous  communiquer  à  ce  propos 
quelques  particularités  sur  les  relations,  qui  ont  existé  entre  ce  Beeckm an 
et  le  grand  philosophe  et  mathématicien  français  Descartes. 

C'est  avec  plaisir  que  je  tacherai  de  satisfaire  à  cette  double  invita- 
tion, autant  qu'il  est  en  mon  pouvoir  de  le  faire  et  que  le  permet  le 
temps  assez  court  dont  je  puis  disposer.  Ne  vous  attendez  pas  pourtant 
à  ce  que  je  sois  en  mesure,  déjà  maintenant,  de  vous  faire  comprendre 
tout  rintérêt  que  cette  publication  pourrait  avoir  pour  Thistoire  des 
sciences  physiques.  Car  nous  n'avons  pas  affaire  ici  à  Touvrage  d'un 
homme  de  génie,  qui  par  lui-même  parle  à  notre  raison  et  nous  fait 
comprendre  que  nous  sommes  en  présence  d'un  esprit  éminent,  placé 
bien  au-dessus  de  la  plupart  de  ses  contemporains;  dont  les  idées, 
comme  celles  d'un  Di:scARTt:s,  d'un  Huyoens,  d'un  Newton  ou  d'un 
Leibniz,  sont  si  élevées,  que  de  tout  temps  on  désirera  en  prendre  con- 
naissance, sous  la  forme  même  dans  laquelle  elles  ont  été  écrites. 

San  œuvre  est  plutôt  celle  d'un  homme  qui,  sans  être  privé  d'idées 
personnelles,  a  surtout  pour  nous  l'importance  d'un  dironiqueur  plein 
de  zèle  et  digne  de  foi,  communiquant  ce  qu'il  a  appris  des  idées  des 
autres  de  vive  voix  ou  par  écrit,  et  dont  les  observations  sont  comme  un 
miroir,  dont  le  reflet,  peut-être  pas  toujours  très  pur,  nous  fait  con- 
naître ce  qui  se  passait  dans  les  esprits  de  cette  époque. 

Aussi,  la  valeur  de  beaucoup  de  ses  communications  ne  pourra-t-elle 
être  établie  qu'  à  la  suite  d'un  examen  minutieux  fait  par  des  personnes 
bien  au  courant  de  Tétat  des  sciences  pendant  la  première  moitié  du  dix- 
septième  siècle.  Pour  ces  personnes-là,  à  qui  notre  publication  permettra 
de  prendre  connaissance  du  Journal  de  Beeceman,  des  notes  peu  inté- 
ressantes en  apparence  pourront  devenir  des  indications  précieuses, 
pour  trouver  le  vrai  cliemin  dans  le  dédale  que  constitue  encore,  à 
maint  point  de  vue,  l'histoire  de  cette  époque. 
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Mais  si  la  valeur  exacte,  quantitative,  de  reddition  projetée  ne  se 
reconnaîtra  que  lentement,  pendant  et  après  sa  réalisation,  il  y  a  cepen- 
dant deux  circonstances  qui  nous  permettent  de  conclure  en  toute 
sécurité  que  l'édition  elle-même  ne  sera  pas  sans  intérêt.  En  pre- 
mier lieu  celle-ci:  que  Isaac  Beeckman  nous  donne  des  rapports 
détaillés  sur  deux  de  ses  contemporains  les  plus  illustres,  sur  Descartes 
et  sur  Simon  Stevin,  et  qu'il  a  été  en  correspondance  d'idées,  orale- 
ment ou  par  écrit,  avec  un  grand  nombre  d'autres  contemporains  bien 
connus,  tels  que  Gassendi,  Mersenne,  Mydorge,  Reneri,  ainsi  que 
son  Journal  en  fournit  fréquemment  la  preuve.  En  second  lieu  la  cir- 
constance que  dans  ce  Journal  il  est  question  de  presque  tous  les  pro- 
blèmes de  physique,  qui  ont  agité  les  esprits  de  ses  contemporains,  le 
principe  de  Tinertie,  les  lois  de  la  chute  des  corps,  le  mouvement  relatif 
et  absolu,  le  poids  de  Tair,  les  lois  du  choc,  la  vitesse  finie  ou  infinie 
de  la  lumière  et  les  lois  de  sa  réfraction. 

Il  n'est  donc  pas  étonnant  que  ceux  qui  ont  pris  connaissance  jus- 
qu'ici du  manuscrit,  M.  Henri  Naber,  dans  ses  recherches  relatives 
à  CoRNELis  Drebbel,  et  M.  Charles  x^dam,  comme  éditeur  des  œuvres 
de  Dkscartes,  demandent  une  publication  intégrale.  De  plus,  à  présent 
que  la  nouvelle  de  la  découverte  commence  à  se  répandre,  des  marques 
d'intérêt  se  sont  produites  de  divers  côtés,  sous  la  forme  de  demandes 
d'informations  au  sujet  de  diverses  questions  figurant  dans  le  Journal. 
On  peut  donc  dire. en  vérité  que  cette  édition  est  attendue  avec  impa- 
tience par  ceux  qui  s'occupent  de  l'histoire  des  sciences  physiques. 

Passant  maintenant  à  ce  que  l'on  trouve  dans  le  Journal  au  sujet 
de  Descartes,  je  désirerais  vous  raconter  de  quelle  manière  j'ai 
appris  l'existence  à  Middelbourg  du  manuscrit  de  Beeckman. 

Au  mois  de  juin  de  l'année  dernière  je  reçus  une  lettre  adressée  de 
Middelbourg  par  un  des  mes  élèves,  M.  C.  de  Waard,  pour  me  deman- 
der mon  opinion  sur  un  mémoire  qu'il  venait  d'écrire  et  qui  était 
intitulé:  „Descartes  en  de  brekingswet"  (Descartes  et  la  loi  de  la 
réfraction)  *). 

Ce  travail  contenait  des  renseignements  sur  le  deuxième  séjour  de 
Descartes  en  Hollande,  empruntés  au  Journal  de  Beeckman. 


')  Il  a  paru  depuis  dans  le  Nieuw  Archief  voor  Wiskuude,  2c  Reeks,  deel  7, 
p.  64—68,  1905. 
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L'existence  d'un  pareil  Journal,  oii  Ton  pourrait  probablement  trouver 
des  particularités  au  sujet  de  Uescartks,  m'était  connue  par  les  lettres 
de  Descartes  même.  Car  quiconque  les  a  lues  n'oubliera  pas  de  si  tôt 
les  aigres  paroles  que  Descautks  adressa  à  son  ancien  ami  Beeckman 
à  propos  de  ce  Journal,  paroles  sur  lesquelles  je  reviendrai  tantôt.  Or, 
que  m'apprit  le  travail  de  M.  de  Waard?  Ni  plus  ni  moijis  que  ceci, 
que  Uescartes,  à  son  retour  en  Hollande,  étala  pour  ainsi  dire  aux 
yeux  de  Beeckman  tout  le  bagage  scientifique  qu'il  avait  rassemblé 
depuis  son  premier  séjour,  c'est-à-dire  en  dix  années,  et  que  Beeckman 
en  dressa  un  rapport  détaillé. 

Il  n'y  avait  pas  à  en  douter,  cette  découverte  devait  avoir  une  grande 
importance  pour  Tétude  de  Descartes,  dont  on  s'occupait  avec  ardeur 
depuis  que  le  Gouvernement  Français  avait  décidé  de  publier  les  œuvres 
complètes  de  Descartes,  —  une  publication  eu  tous  points  comparable 
à  notre  édition  de  Huygens,  que  vous  connaissez  tous.  C'est  pour  cette 
raison  que  je  demandai  à  M.  de  Waard  la  permission  de  mettre 
M.  Charles  Adam,  resté  seul  rédacteur  de  l'édition  de  Descartes 
depuis  la  mort  de  Paul  Tannerv,  au  courant  de  la  découverte  qu'il 
venait  de  faire.  Mais  mon  intérêt  s'accrut  encore  quand  j'appris,  par  la 
réponse  de  M.  de  Waard,  que  le  manuscrit  contenait  aussi  des  copies 
de  lettres  de  Descartes  des  années  1618  et  1619.  M.  de  Waard  s'était 
proposé  de  rechercher  jusqu'à  quel  point  ces  lettres  avaient  déjà  été 
publiées  antérieurement  par  Foucher  de  Careil,  ou  d'autres  commen- 
tateurs de  Descartes.  Pour  moi,  qui  étais  familiarisé  avec  la  nouvelle 
édition  de  Descartes,  cette  tûche  était  aisée;  je  n'avais  qu'à  ouvrir 
cette  édition  pour  constater  que  la  première  lettre  qui  y  figure  est 
postérieure  de  quatre  années  à  celles  du  Journal  de  Beeckman.  Et 
encore  cette  lettre  n'est-elle  qu'une  courte  missive,  traitant  d'affaires 
d'argent,  de  Descartes  à  son  frère.  La  véritable  correspondance  scien- 
tifique n'y  commence  qu'en  1629.  Par  la  découverte  que  M.  de  Waard 
venait  de  faire,  le  commencement  de  cette  correspondance  se  trouvait 
donc  reculé  de  plus  de  dix  années,  et  cela  par  l'addition  de  six  lettres  '), 
dont  quelques-unes  assez  étendues  et  le  plus  souvent  sur  une  matière 
scientifique.  Je  n'ai  pas  à  vous  dire  combien  ces  lettres  sont  importantes 
pour  la  connaissance  de  Descartes.   Et  il  est  bien  étonnant  que  ce 

')  Elles  ont  été  publiées  dans  un  deuxième  article  de  M.  de  Waard,  dans 
le  Nieuw  Archief  voor  Wiskunde,  2o  Reeks,  deel  7,  p.  72—87,  1905. 
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manuscrit  de  Bkeckman,  acquis  en  1878  pour  la  bibliothèque  provin- 
ciale de  Zélande,  parce  qu'il  était  d'un  savant  de  ce  pays,  attendait  sa 
découverte  depuis  plus  de  vingt-cinq  années.  Bien  qu'attirant  Tattention 
par  ses  dimensions,  un  petit  nombre  seulement  Taurout  connu  comme 
Journal  de  Beeckman;  mais  personne  ne  se  sera  douté  de  Timportance 
qu'il  pouvait  avoir  pour  Tétude  de  Descartrs.  Les  commentateurs  de 
Dkscartes,  de  leur  côté,  n'en  ignoraient  pas  la  valeur.  En  effet, 
Tannery  et  M.  Adam  avaient  déjà  fait  largement  usage  de  quelques 
données,  contenues  dans  quelques  extraits  du  Journal,  publiés  en  1644, 
après  la  mort  de  Beeckman,  par  son  frère  Abraham  ').  Cej>endant  eux, 
ils  ignoraient  que  la  source  première  de  renseignements  sur  Descartes 
existait  encore. 

Mais  du  moment  que  le  bibliothécaire  provincial  de  Zélande,  M.  J.  C. 
Broekema,  eût  commencé  à  fixer  sur  le  manuscrit  l'attention  de  quel- 
ques personnes,  comme  MM.  Naber  et  de  Waard,  les  rapports  entre 
ces  deux  pcMes,  les  connaisseurs  du  manuscrit  et  les  commentateurs  de 
Descartes,  devaient  nécessairement  s'établir.  C^est  par  l'intermédiaire 
de  M.  Broekema,  M.  de  Waard,  moi-même  et  M.  Adam  que  le  cir- 
cuit fut  fermé  et  que  l'étincelle  jaillit,  non  sans  grande  commotion  du 
dernier  des  quatre,  à  ce  qu'il  m'a  écrit. 

Quel  est  maintenant  le  concours  de  circonstances  qui  a  mis  en  rela- 
tion Descartes  et  Beeckman,  et  qui  a  donné  naissance  à  ces  lettres  et 
à  ces  notes  ? 

En  1618  Beeckman,  qui  avait  atteint  Tâge  de  trente  ans  et  qui, 
après  avoir  achevé  ses  études  à  l'Université  de  Lejden,  avait  été  promu 
au  grade  de  docteur  en  médecine  à  Caen,  se  rendit  de  Middelbourg, 
son  lieu  de  naissance,  à  Bréda,  pour  y  „aider  son  oncle  Pierre",  comme 
il  dit,  „et  aussi  y  faire  sa  cour"  („Pieteroom  te  helpen  wercken,  en  te 
„vrijen  oock").  Nous  ne  savons  pas  en  quoi  ont  consisté  ses  occupations, 
mais  la  cour  qu'il  a  faite  ne  paraît  pas  avoir  eu  un  grand  succès.  Car 
au  bout  d'un  an  et  demi  il  se  marie  non  avec  une  beauté  de  Bréda, 
mais  avec  une  beauté  de  Middelbourg.  Mais  ce  qui  est  beaucoup  plus 


*)  D.  IsAAci  Bkeckmanni,  Medici,  &  Rectoris  apud  Dordracenos  Mathema- 
tico-Physicarum  Meditationum,  Quaestionum,  Solutionura  centiiria.  Trajedi  ad 
Khenum,  Apud  Petrum  Danielis  Sloot.  M.DC.XLIV,  4°.  M.  le  Dr.  abbé 
G.  MoNCHAMP  profita  aussi  à  mainte  reprise  de  cet  ouvrage,  dans  son  étude  sur 
Beeckman  et  Descartes,  que  je  citerai  tantôt. 
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important,  c'est  que  depuis  sept  ans  déjà  il  tenait  son  Journal,  et  sa 
plume  était  pour  ainsi  dire  toute  prête  à  mettre  sur  le  papier  les  com- 
munications de  Descartes  et  à  les  conserver  pour  la  postérité. 

Mais  comment  Descartes  venait-il  à  Bréda  ?  Et  quels  étaient  ses 
antécédents? 

Né  en  1596,  donc  de  huit  années  plus  jeune  que  Beeckman, 
Descartes  avait  reçu  l'éducation  la  plus  complète  peut-être  qu^on 
pût  recevoir  à  cette  époque.  En  effet,  le  collège  de  la  Flèche^  une 
fondation  des  Jésuites,  comptait,  outre  les  professeurs  pour  l'instruction 
générale  ordinaire  dans  les  langues  anciennes,  les  arts  poétique  et  ora- 
toire, les  mathématiques,  la  physique  et  la  métaphysique,  quatre  profes- 
seurs pour  le  droit,  qiudre  pour  la  médecine,  deux  pour  Tanatomie  et 
la  chirurgie  combinées.  C'est  là  un  nombre  de  chaires  que  maintenant 
encore,  au  vingtième  siècle,  d'après  notre  dernière  loi  sur  TEnseigne- 
ment  Supérieur,  on  considère  comme  amplement  suffisant  pour  former 
une  Université. 

Et  pourtant  Descartes  était  loin  d'être  satisfait  de  toute  cette 
science. 

„Pour  ce  qu'on  me  persuadoit",  c'est  ainsi  qu'il  se  plaint  dans  son 
Discours  de  la  Méthode^  «que  par  leur  moyen  on  pouvoit  acquérir  une 
„connoissance  claire  et  assurée  de  tout  ce  qui  est  utiie  dans  la  vie,  j'avois 
„un  extrême  désir  de  les  apprendre.  Mais  sitôt  que  j'eus  achevé  tout  ce 
„cours  d'études  . . .  je  changeai  entièrement  d'opinion.  Car  je  me  trou- 
„vois  embarrassé  de  tant  de  doutes  et  d'erreurs,  qu'il  me  sembloit  n'avoir 
„fait  aucun  profit,  en  tâchant  de  m'instruire,  sinon  que  j'a vois  décou- 
„vert  de  plus  en  plus  mon  ignorance." 

C'est  ainsi  qu'il  forma  le  projet  „de  ne  chercher  plus  d'autre  science 
„que  celle  qui  se  pourroit  trouver  en  moi-même  ou  bien  dans  le  grand 
„livre  du  monde".  Et  le  meilleur  moyen  de  lire  dans  ce  livre  et  de  faire 
la  connaissance  des  hommes  et  du  monde  lui  parut  d'entrer  dans  le 
service  militaire.  Mais  la  faiblesse  de  sa  santé  l'en  empêcha  d'abord. 

C'est  pourquoi  il  résida  pendant  quelques  années  à  Paris  *),  où  il 
fréquenta  des  gens  distingués,  mais  oii  il  rechercha  surtout  la  conver- 
sation de  Marin  Mersenne  et  de  quelques  autres  adeptes  des  sciences 


*)  Je  me  sers  ici  parlicalièrement  de  Millet,  Histoire  de  Descartes  avant 
1637,  Paris,  Didier,  1867,  qui  emprunta  ses  données  en  grande  partie  à  la 
„Vie  de  Descaktes''  de  Baillet.  Mais  il  est  probable  que  ces  détails  sur  la 
jeunesse  de  Descartks  ne  sont  pas  sans  quelque  fantaisie. 
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phjsiques  et  mathématiques.  Mais  lorsque  ce  genre  de  vie  lui  donna 
trop  de  distractions,  il  se  retira  de  toute  conversation  pour  se  livrer  à  ses 
études  et  à  ses  méditations,  et  ne  fréquenta  plus  que  quelques  amis  et 
se  tint  caché  pendant  deux  ans  dans  une  demeure  écartée,  qu'il  ne 
quitta  qu'à  des  heures  où  il  était  certain  de  ne  rencontrer  personne  de  sa 
connaissance. 

Découvert  pourtant  et  repris  par  son  ancien  entourage,  il  résolut  de 
donner  suite  ù  son  premier  projet.  Il  crut  que  le  meilleur  moyen  d'at- 
teindre son  but,  de  rencontrer  des  gens  de  toutes  nationalités  et  de  tous 
les  caractères,  et  de  se  connaître  soi-même  dans  des  circonstances  diffi- 
ciles, était  de  s'enrôler  comme  volontaire  dans  l'armée  de  notre  Prince 
Maurice;  et  c'est  ainsi  qu'il  faisait  partie  de  la  garnison  de  Bréda  quand 
Beeckman  vint  dans  cette  ville. 

I.e  récit  de  la  première  rencontre  de  Beeckman  et  Descartes,  tel 
qu'il  est  rapporté  par  Baillet  dans  sa  Vie  de  Moîtsieur  Descartes  ^), 
sur  Tautorité  de  Lipstorp,  est  bien  connu.  On  y  peut  lire  comment 
Dkscartes  vit  un  jour,  dans  les  rues  de  Bréda,  un  attroupement  de 
quelques  personnes,  en  train  de  lire  une  affiche.  Curieux  d'en  connaître 
le  contenu,  écrit  dans  la  langue  du  pays,  il  s'adressa  à  un  des  specta- 
teurs, qui  n'était  autre  que  notre  Beeckman,  et  qui  lui  promit  d'en  tra- 
duire en  latin  le  contenu,  —  un  défi  de  résoudre  une  question  de  mathé- 
matiques, —  si  le  jeune  soldat  voulait  bien  lui  en  fournir  la  solution  le 
lendemain.  A  la  grande  suprise  de  Beeckman,  Descartes  accepta  la 
proposition,  faite  sans  doute  par  plaisanterie,  et  il  ne  satisfit  pas  seule- 
ment à  la  condition  posée,  mais  il  offrit  même  d'ajouter  la  construction 
à  la  solution  trouvée,  si  Beeckman  le  désirait. 

On  ne  peut  pas  dire  que  ce  récit  a  gagné  en  probabilité  par  l'examen 
du  Journal  de  Bekckman.  Dans  ce  Journal,  en  effet,  on  ne  trouve  nulk 
trace,  ni  des  circonstances  dont  je  viens  de  parler,  ni  du  problème  qui 
aurait  été  posé.  La  première  fois  que  nous  y  rencontrons  le  nom  de 
Descartes  -)  il  s'agit  de  toute  autre  chose,  notamment  de  la  question 

*)  Paris,  Daniel  Ilortheraels,  1691,  2  vol.  Pour  le  récit,  voir  tome  I, 
pp.  43  et  44.  LiPSTORi»  le  cite  dans  ses  „Speciraina  Philosophiae  Cartesianae". 
Lug.  Bat.  Joh.  &  Dan.  Elzevier,  1653,  pp.  76—78. 

*j  P.  97  verso  „Nitebatar  heri  qui  erat  10  Nov.  Bredae  gallus  picto  pro- 
„bare  nullum  esse  angulum  rêvera  hoc  ar^mento  angulus  est  duarum  linearum 
„CGncursus  in  uno  puncto,  etc." 
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de  savoir,  si  l'on  peut  attribuer  à  un  angle  une  certaine  grandeur, 
dans  un  sens  mathématique,  ce  dont  Descartes  crut  pouvoir  prouver 
le  contraire.  C'est  là  une  discussion  qui  rappelle  fortement  l'aventure  de 
Christfaan  Huygexs  dans  la  maison  de  de  Monmort  ^),  où  il  assista 
à  un  vif  débat  sur  la  question  de  savoir  si  un  point  mathématique  est 
une  chose  réellement  existante. 

Une  conversation  suivante  nous  paraît  encore  plus  étrange.  Le  fait 
qu'une  toupie  en  tournant  reste  debout  avait  fait  croire  à  Beeckman 
qu'une  rotation  rapide  diminue  l'action  de  la  pesanteur,  et  il  assure, 
comme  un  fait  établi,  que  quand  on  lance  une  assiette  elle  tombe  plus 
lentement  quand  on  l'anime  d'un  vif  mouyement  de  rotation.  „A  ce 
propos",  écrit-il  *),  „Descartes  m'a  donné  l'occasion  de  songer  qu'il 
serait  ])ossible  qu'un  homme  se  tînt  suspendu  dans  l'air  en  restant 
assis  dans  un  tonneau  rond,  auquel  il  imprimerait  une  rotation  rapide 
par  un  appareil  construit  dans  ce  but,  ou  même  au  moyen  de  ses 
mains,  ce  qui  serait  bien  facile,  vu  la  faible  résistance"  (contre  le 
mouvement  tournant).  Le  tonneau  ne  tomberait  alors  que  très  lente- 
ment, et  même  il  serait  aisé  de  le  faire  planer  par  de  légers  coups 
d'ailes.  Tout  bien  considéré,  il  lui  sembla  préférable  que  l'homme  fût 
assis  dans  un  appareil  pendu  au  tonneau ,  afin  qu'il  ne  partageât  pas 
lui-même  la  rotation  rapide,  certainement  désagréable. 

De  bien  plus  d'importance  est  un  exposé  des  lois  de  la  chute  des 
corps  dans  le  vide.  Elle  nous  apprend  que  Descartes  avait  déjà 
trouvé  la  loi  exacte  à  cette  époque,  treize  ans  avant  que  Galilée  la 
publia.  D'après  le  témoignage  de  Beeckman  ^),  et  de  Descartes  aussi 
d'ailleurs,  car  on  connaît  des  notes  de  ce  dernier  datant  de  ces  jours  *), 
cette  découverte  fut  provoquée  par  la  question  que  Beeckman  posa  à 
Descartes,  s'il  serait  capable  de  trouver  le  nombre  de  pieds  parcourus 


*)  Œuvres  complètes,  III,  p.  182.  Elle  eut  lieu  en  novembre  1660  et  il  s'agis- 
sait de  savoir:  „an  punctum  geometricum  sit  ens  rêvera  existens."  C'était 
DES  Argues  qui,  en  prétendant  qu'il  en  est  réellement  ainsi,  trouva  nn  adver- 
saire „qui  se  mit  à  luy  contredire  avec  une  furie  si  grande  qu'a  touts  coups  il 
„sembloit  se  mettre  en  posture  de  luy  sauter  au  col."  La  discussion  entre 
Beeckman  et  Descartes  ne  paraît  pas  avoir  atteint  ce  degré  de  violence,  car 
Beeckman  se  borne  à  communiquer  la  preuve  fournie  par  Descartes. 

*)  P.  99  verso. 

')  P.  105  verso,  106  recto. 

*)  Publiés  par  Foucher  de  C  are  il,  Œuvres  inédites  de  Descartes,  vol.  I, 
Paris,  Durand,  1859,  pp.  1  à  57;  voir  pp.  17  et  18. 
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par  un  corps  dans  la  première  heure  de  sa  chute,  connaissant  le  chemin 
total  parcouru  en  deux  heures;  et  cela  en  faisant  usage  du  principe, 
défendu  par  Beeckman,  que  la  vitesse  une  fois  obtenue  se  conserve, 
un  j)riucipe  où  nous  reconnaissons  la  loi  de  l'inertie. 

Cette  communication  est  d'autant  plus  importante  que  plus  tard  *), 
par  une  confusion  entre  le  rapport  des  vitesses  correspondant  à  deux 
éléments  égaux  et  consécutifs  de  temps  et  à  deux  éléments  égaux  et  con- 
sécutifs de  chemin.  Descartes  en  arriva  à  formuler  d'une  manière  fausse 
les  lois  de  la  chute  des  graves.  Mais  ici,  bien  que  Texposé  des  motifs 
laisse  à  désirer  au  point  de  vue  de  la  clarté,  la  loi  exacte  est  exprimée 
sans  ambiguité  aucune,  quand  Descartes  dit  que  les  hauteurs  de  chute 
sont  proportionnelles  aux  carrés  des  durées  de  la  chute  ^),  et  donne,  à 
la  question  de  savoir  quelle  serait  la  hauteur  de  la  chute  pendant  la 
première  heure,  si  le  chemin  parcouru  en  deux  heures  était  de  1000 
pieds,  la  réponse  théoriquement  exacte;  250  pieds. 

Mais  il  paraît  que  les  conversations  les  plus  fréquentes  et  les  plus 
longues  des  deux  amis  se  rapportaient  à  un  sujet  qui  les  intéressait 
tous  deux  au  même  point,  savoir  les  fondements  mathématiques  de  la 
musique. 

La  communication  d'idées  alla  même  si  loin,  que  Descartes  rédigea 
pour  Beeckman  un  court  exposé  de  ses  idées  sur  ce  sujet,  et  lui  offrit  cet 
écrit,  son  Compeudium  musicae  ^)  bien  connu,  le  jour  de  nouvel  an  de 
1619,  comme  un  „sou venir  de  leurs  rapports  intimes  et  un  témoignage 
irrécusable  de  sou  affection^'  *),  mais  sous  la  condition  expresse  que  nul 
autre  ne  verrait  jamais  cet  „ourson  encore  mal  léché". 

C'est  bien  dommage  que  ce  même  écrit  devint,  quelques  années  plus 
tard,  une  des  causes  de  leurs  disputes.  Pour  le  moment  le  ciel  de  leur 
amitié  resta  encore  serein  et  les  relations  ainsi  commencées  furent  con- 
tinuées par  écrit  pendant  quelques  mois,  quand  Beeckman  eut  quitté 
Bréda.  C'est  de  cette  correspondance  que  proviennent  les  lettres  de 
Descartes,  reproduites  dans  le  Journal,  et  que  j'ai  citées  tantôt. 

*)  Voir:  Adam  et  Tannery,  Œuvres  de  Descartes,  t.  I,  p.  75. 

*)  „Habebit  spatium  per  quod  res  una  hora  cadit  ad  spatium  quod  duabus 
„horis  cadit  duplicat|am|  proportionem  temporis.'* 

')  Non  encore  publié  dans  la  nouvelle  édition  de  Descartes.  On  en  trouve 
une  traduction  française  chez  Cousin,  Œuvres  de  Descartes,  Paris, Leirault, 
1824,  t.  5,  pp.  445  à  503.  Beeckman  Ta  copié  dans  son  Journal. 

")  ^Familiaritatis  nostrae  mnemosynon  et  certissimum  mei  in  te  amoris 
„monumentum^'. 
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Après  seize  années  de  pérégrinations  et  un  séjour  de  trois  années  à 
Paris,  Dkscartks  revient  en  Hollande  en  automne  1028.  Si  Ton  peut 
en  croire  le  Journal,  le  désir  de  rencontrer  encore  une  fois  Beeckman 
doit  avoir  été  un  des  principaux  motifs  de  ce  retour.  Après  avoir 
vainement  cherché  son  ami  à  Middelbourg,  il  le  retrouve  à  Dordrecht  ') 
comme  recteur  du  gymnase.  Beeckman  a  fait  de  cette  visite  un  rapport 
assez  détaillé.  Nous  j  lisons  que  Descahtes  lui  dit  avoir  trouvé, 
dans  le  domaine  des  mathématiques,  tout  ce  qu'il  désirait  savoir  et 
tout  ce  que  Tesprit  humain  est  en  état  de  s'assimiler;  qu'il  i>rpposa  à 
Beeckman  d'achever  ensemble  ce  qui  restait  à  faire  dans  le  domaine 
des  sciences;  car  en  traversant  la  France,  l'Allemagne  et  l'Italie  il 
n'avait  nulle  part  trouvé  quelqu'un  avec  qui  il  pût,  comme  avec  lui, 
parler  de  ses  idées  à  cœur  joie,  et  qui  pût  l'aider  dans  ses  études.  Il  lui 
enverrait  bientôt  de  Paris  sou  Algèbre^  qui  permettra  d'approfondir  la 
géométrie  autant  qu'on  le  désire  et  d'arriver  à  toute  connaissance 
humaine,  ou  mieux  encore,  il  viendrait  lui-même  à  Dordrecht  pour 
y  achever  son  œuvre  et  la  publier  *). 

On  ne  doit  pas  trop  s'étonner  de  cette  manière  emphatique  de  par- 
ler! Elle  cadre  mieux  dans  cette  époque  que  dans  la  nôtre.  Toujours 
est-il  que  le  bagage  scientifique  apporté  par  Descartes  était  réellement 
des  plus  importants:  les  fondements  de  la  géométrie  analytique,  sa 
méthode  de  résoudre  au  moyen  du  cercle  et  de  la  parabole  tous  les  pro- 
blèmes de  géométrie  conduisant  à  des  équations  du  troisième  et  du 
quatrième  degré,  la  loi  de  la  réfraction,  la  théorie  de  ses  lentilles  ellip- 
tiques et  hyperboliques,  sur  lesquelles  Descartes  basait  de  si  belles 
espérances  pour  le  perfectionnement  des  lunettes,  qu'il  croyait  qu'on 
pourrait  distinguer  sur  les  corps  célestes  les  plus  petits  détails,  plantes 
et  animaux,  pour  autant  qu'ils  existaient. 


*)  Le  8  octobre  1628.  Voir  p.  333  recto  du  Journal. 

*)  „dicebat  inihi  se  in  arithmeticis  et  geometricis  nihil  amplius  optare,  id 
„est  se  tantum  in  ils  his  novem  annis  profecisse  quantum  humanum  ingenium 
„capere  possit,  cujus  rei  non  obscura  mihi  specimina  reddidit;  paulo  post  parisiis 
„suam  algebram  quam  perfectam  dicit  quaque  ad  perfectam  geometriam  scien- 
„tiam  pervenit,  imo  qua  ad  omnem  cognitionem  humanam  pervenire  potest 
„propediem  ad  me  missurus,  aut  ipsemet  hue  ad  eam  edendam  et  limandam 
„venturus  ut  commuai  opéra  id  quod  restât  in  scientiis  perficiamus;  gallia 
„enim  germania  et  italia  peragrata  dicit  se  non  invenisse  alium  cumquosecun- 
„dum  animi  sui  sententiara  disserere  et  a  quo  adjumentum  in  studiis  suis 
„sperare  possit  quam  per  me"  (p.  333  recto). 
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Il  n'advint  pas  grand' chose  de  cette  collaboration  projetée  entre 
Beeckman  et  Descautes,  ce  qui,  vu  la  différence  de  leurs  caractères  et 
de  leurs  talents,  est  fort  compréhensible.  Nous  en  trouvons  j)ourtant 
quelque  trace,  dans  des  notes  écrites  quatre  mois  plus  tard.  D'après  ces 
notes  *)  Descartes,  dans  une  nouvelle  visite  à  Dordrecht,  aurait  déve- 
loppé à  Beeckman  les  principes  de  sa  théorie  des  lentilles  elliptiques  et 
hyperboliques.  Mais  ce  n'est  que  pour  le  cas  de  l'ellipse  que  Descartes 
avait  achevé  la  démonstration.  „Pour  l'hyperbole",  dit  Beeckman, 
„Descartes  ne  prouva  pas  la  propriété  et  me  pria  d'en  chercher  la 
démonstration.  Quand  je  Feus  trouvée,  il  en  fut  content  et  la  jugea 
bonne"  2). 

Desoartes  a  donné  aussi  sa  propre  version  de  cet  entretien  ^),  mais 
seulement  quand  l'inimitié  entre  les  deux  hommes  battait  déjà  son  plein. 
La  différence  des  termes  étant  prise  en  considération,  on  remarquera  la 
correspondance  parfaite  des  faits,  ce  qui  plaide  en  faveur  de  la  fidélité 
des  rapports  du  Journal  de  Beeckman  *). 

„Vous  imaginez-vous  peut-être",  écrit  Descartes  à  Beeckman, 
„avoir  mérité  des  louanges  pour  ce  que  vous  m'avez  appris  au  sujet  de 
l'hyperbole?.  .  .  .  mais  vous  ne  saviez  même  pas  ce  que  c'est  qu'une 
hyperbole,  si  ce  n'est  peut-être  ce  que  tout  philologue  en  sait.  Je  vous 
ai  nommé  sa  propriété  relative  à  la  réfraction  de  la  lumière.  J'en  avais 
oublié  la  démonstration,  et  à  ce  moment-là  je  ne  pouvais  me  la  rappe- 
ler, ainsi  qu'il  arrive  souvent  avec  des  choses  pourtant  très  faciles; 
mais  je  vous  avais  communiqué  la  démonstration  correspondante 
pour  Tellipse  et  exposé  quelques  théorèmes,  d'où  cette  démonstration 
découlait  d'une  façon  tellement  naturelle,  qu'en  y  songeant  un  peu 
chacun  l'eût  retrouvée.  Voilà  pourquoi  je  vous  ai  engagé  à  la  chercher, 
comme  un  bon  exercice  pour  votre  intelligence,  car  après  l'aveu  que 
vous  m'avez  fait,  que  vous  ne  connaissiez  rien  des  sections  coniques. 


*)  Datées  du  lor  février  1629. 

*)  „Hanc  de  hyperbola  propositionem  D.  des  chartes  indemonstratam  relin- 
„querat,  ac  me  rogavit  ut  ejus  demonstrationem  quaererem,  quam  cum  inve- 
„nissem  gavisus  est  et  genuinam  esse  judicavit"  (p.  338  verso).  La  démon- 
stration qui  y  fait  suite  diffère  assez  bien  de  celle  que  Descartes  donna  pour 
Tellipse. 

')  Dans  sa  letti^  à  Bfeckman  du  17  octobre  1634.  Adam  et  Tannery, 
Œuvres  de  Descartes,  t.  I,  p.  163. 

*)  Il  en  est  de  même  de  leurs  deux  versions  de  la  découverte  des  lois  de  la 
chute  des  corps,  dont  j'ai  parlé  tantôt. 
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je  ne  l'aurais  pas  fait,  si  je  ne  Tavais  jugée  assez  facile  pour  la  trouver 
sans  difiBculte.  Et  bien!  vous  Vavez  cherchée  et  vous  Tavez  trouvée 
et  vous  m'avez  montré  votre  preuve;  cela  m'a  fait  plaisir  et  je  vous 
ai  dit  que  je  m'en  servirais  quand  je  traiterais  cette  question.  Mais, 
dites  moi,  avez  vous  bien  votre  raison  quand  vous  me  reprochez  de 
n'avoir  pas  assez  de  respect  ni  d'estime  pour  mon  précepteur  P' 

Cet  exemple  suffit  déjà  pour  vous  montrer  avec  quelle  violence  Des- 
cartes se  tourna  contre  Beeckman,  quelques  mois  seulement  après 
cette  visite. 

Maintenant  j'ai  à  vous  raconter  encore  la  cause  de  leur  dissension, 
et  comment  elle  finit. 

Ainsi  que  cela  arrive  souvent,  c'est  un  commun  ami  qui  a  apporté  le 
premier  tison  au  feu  de  leur  discorde.  C'est  le  père  Mersenne  qui  pré- 
vint Descartes  ^)  que  Beeckman  se  glorifiait  d'avoir  été  son  précep- 
teur, et  qui,  comme  cela  se  pratique  d'ordinaire  dans  ces  circonstances, 
accompagna  cet  avertissement  de  la  prière  de  ne  pas  mettre  l'intéressé 
au  courant  de  son  accusation. 

Descarïes  eut  déjà  immédiatement  de  la  peine  à  se  conformer  à  cette 
demande.  Il  se  tint  pour  l'obligé  de  Mersenne,  qui  l'avait  prévenu. 

„C'esi,  ie  croy,  l'honneur  que  vous  lui  avez  fait  de  lui  escrire,  qui 
„ra  ébloûy,  &  il  a  crû  que  vous  auriez  encore  meilleure  opinion  de 
„luy,  s'il  vous  écriuoit  qu'il  a  esté  mon  maistre  il  y  a  dix  ans.  Mais  il 
„se  trompe  fort,  car  quelle  gloire  y  a-t-il  d'avoir  instruit  un  homme 
„qui  ne  sçait  que  très  peu  de  chose,  &  qui  le  confesse  librement  comme 
„ie  fais?  Je  ne  lui  en  manderay  rien,  puis  que  vous  ne  le  voulez  pas, 
„encore  que  i'eusse  bien  de  quoy  luy  faire  honte,  principalement  si 
„i'avois  sa  lettre  toute  entière."  ^) 

Et  voilà  comment  Descartes  se  contenta  de  redemander  à  BeÊckman 
son  travail  sur  la  Musique  et  à  rompre  de  son  côté  toute  relation 
avec  lui  ^). 

Mais  la  bombe  éclata  quand  Beeckman,  environ  une  année  plus  tard, 


')  La  lettre  nous  est  inconnue,  de  sorte  que  nous  ne  savons  pas  jusqu'à 
quel  point  Mersenne  est  entré  dans  des  détails.  La  réponse  de  Descartes 
est  datée  du  8  octobre  1(329. 

*)  Adam  et  Tannery,  Œuvres  de  Descartes,  t.  I,  p.  24. 

')  Voir  la  lettre  de  Descartes  à  Mersenne  du  18  décembre  1629.  Adam  et 
Tannerv,  t.  I,  p.  100,  et  celle  de  janvier  1630,  eod.  loc.  p.  111. 
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eut  la  naïvett3  de  conseiller  h  Dkscartes  ^)  de  revenir  à  Dordrecht  pour 
ses  études  et  pour  apprendre  encore  de  lui,  Beeckman,  —  et  que,  cette 
lettre  étant  restée  sans  réponse,  il  laissa  une  tierce  personne  s'informer 
de  rétat  de  leurs  relations.  Alors  Descartes  écrivit  à  Beeckman:  „Si 
je  vous  ai  redemandé  Tannée  dernière  mon  travail  sur  la  musique,  ce 
n'est  pas  parce  que  j'en  avais  besoin,  mais  parce  que  Ton  m'a  dit  que 
vous  parlez  de  ces  choses  comme  si  je  les  avais  apprises  de  vous;  pour- 
tant, je  n'ai  pas  voulu  vous  écrire  immédiatement  pour  ne  pas  me 
donner  Fair  de  douter  de  la  foi  d'un  ami,  rien  que  par  le  récit  d'un 
autre.  Mais  maintenant  qu'il  m'est  prouvé  de  plusieurs  manières  que 
vous  préférez  une  fausse  apparence  à  l'amitié  et  à  la  vérité,  je  vous 
préviendrai  en  quelques  mots  qu'il  est  toujours  vilain  de  prétendre 
qu'on  a  appris  quelque  chose  à  un  autre,  qu'il  est  encore  plus  vilain 
de  le  prétendre  quand  ce  n'est  pas  vrai,  et  que  ce  qu'il  y  a  de  plus 
vilain,  c'est  que  c'est  vous-même  qui  avez  appris  de  cet  autre.  Mais 
c'est  sans  doute  la  politesse  française  qui  vous  a  induit  en  erreur, 
quand,  en  vous  parlant  ou  en  vous  écrivant,  j'ai  maintes  fois  déclaré 
avoir  beaucoup  appris  par  vous,  et  que  je  pourrais  encore  profiter 
beaucoup  de  vos  observations.  Pour  ce  qui  me  regarde,  je  m'en 
soucie  fort  peu;  mais  au  nom  de  notre  ancienne  amitié  je  dois  vous 
prévenir  que,  si  vous  vous  vantez  ainsi  auprès  de  ceux  qui  me  con- 
naissent, vous  faites  du  tort  à  votre  propre  réputation;  car  ils  ne  vous 
croiront  pas,  mais  riront  plutôt  de  votre  vanité.  Et  il  ne  vous  servira 
de  rien  de  leur  montrer  mes  lettres;  car  ils  savent  que  j'ai  Thabitude  de 
profiter  de  ce  que  m'apprennent  même  les  fourmis  et  les  vers,  et  cha- 
cun comprendra  que  si  j'ai  appris  quelque  chose  par  vous,  ce  ne  peut 
être  que  de  cette  manière"  *). 

Nous  ne  savons  pas  quelle  fut  la  réponse  de  Beeckman;  mais  elle 
paraît  avoir  contenu  une  énumération  de  tout  ce  que  d'après  lui  Des- 
cartes lui  devait.  Du  moins  il  semble  qu'il  en  soit  ainsi,  à  en  juger 
par  la  réplique  de  Dkscartes,  qui  y  prend  un  ton  encore  plus  violent  que 


*)  La  lettre  elle-même  de  Beeckman  est  encore  une  fois  inconnue.  Mais  voyez 
celles  de  Descartes  (Adam  et  Tannery,  t.  I,  p.  157).  Selon  Descartes  ce 
n'était  pas  de  la  naïveté  de  la  part  de  Beeckman,  mais  ce  dernier  aurait  écrit 
la  lettre  pour  pouvoir  la  montrer  à  d'autres! 

*)  Adam  et  Tannerv,  t.  I,  pp.  155  et  156.  La  lettre  ne  porte  pas  de  date, 
mais  est  probablement  d'octobre  1630. 
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dans  sa  lettre  précédente  et  réfuta  amplement  et  catégoriquement  tout 
ce  que  Beeckman  avait  avancé. 

Il  Y  est  même  question  du  Journal.  Après  avoir  plaisanté  sur  le  soin 
avec  lequel  Beeckman  met  une  dat«  auprès  de  ses  notes,  „afin  que  per- 
sonne n'ait  rimpudence  de  s'attribuer  une  chose  qu'il  pourrait  avoir 
rêvé  une  nuit  plus  tard  que  Beeckman''  ^),  Dkscartes  compare  Beeck- 
man à  un  avare  qui,  devenu  fou,  ramasse  toute  la  journée  de  petites 
pierres  et  des  morceaux  de  verre  parmi  les  déchets  de  ses  voisins,  croyant 
que  ce  sont  des  pierres  précieuses,  et  qui  se  croit  riche  quand  il  en  a 
rempli  tout  un  coffre.  „Je  ne  comparerai  pas*',  dit-il,  „ votre  manuscrit  à 
un  coffre,  mais  j'ai  peine  à  croire  qu'il  contient  quelque  chose  de  mieux 
que  des  cailloux  et  des  morceaux  de  verre"  ^). 

Contre  toute  attente,  la  violente  dispute  fut  suivie  d'une  réconcilia- 
tion. La  vieille  amitié  l'emporta  et,  bien  que  Descartks  n'ait  jamais 
fait  abandon  de  ses  griefs  '^j,  il  les  a  mis  de  côté  en  souvenir  de  leur 
amitié;  et  chez  Beeckman,  l'homme  que  Descartes  a  décrit  comme 
„extremement  philosophe",  la  rancune  n'aura  jamais  poussé  racine 
profondément. 

Un  an  à  peine  après  tout  ce  qui  s'était  passé,  ils  ont  déjeuné  ensem- 
ble à  Amsterdam  *).  Et  nous  savons  même  cpi'à  une  autre  entrevue  ^) 
ils  ont  discuté  comme  avant  sur  un  sujet  de  ])h}siquc,  notamment  sur 
la  question  de  savoir  si  la  lumière  a  besoin  d'un  certain  temps  pour 
se  propager,  ou  bien  si  on  l'observe  partout  à  l'instant  même  oii  elle 
est  produite.  Descartes  avait  adopté  cette  dernière  opinion,  reconnue 
erronée  par  les  recherches  modernes.  La  discussion,  commencée  de 
vive  voix,  fut  continuée  par  écrit,  et,  après  avoir  donné  un  grand 


*)  loc.  cit.  p.  160.  La  lettre  est  du  17  octobre  1B30. 

')  loc.  cit.  p.  162. 

*)  Descartes  à  Mersenne,  25  mai  1637.  Dans  cette  lettre  il  compte  Beeck- 
man parmi  les  gens  „qui  tâchent  d'acquérir  quelque  réputation  à  fausses  en- 
„8eigne8"  (Adam  et  Tannery,  1. 1,  p.  375),  et  plus  tard,  11  octobre  1638(11, 
p. 389),  en  parlant  du  „Compendium  musicae"  il  dit:  „j'auois  donné  mon  escrit 
„au  Sr.  Beecman,  qui,  comme  vous  le  savez,  en  faisoit  parade  &  en  ecriuoit 
„çà  &  là  comme  de  chose  qui  estait  sienne*'. 

*)  En  octobre  1631.  Voir  Adam  et  Tannery,  t.  I,  p.  231. 

*)  Voir  la  lettre  du  14  août  1634  de  Descartes  à  Mersenne  :  „Le  sieur 
„Beecman  vint  icy  samedy  au  soir  &  me  presta  le  liure  de  Gaulée;  mais 
„il  Fa  remporté  a  Dort  ce  matin".  Adam  et  Tannery,  t.  I,  p.  303.  - 


PROGRAMMK  POUR  i/aNNEK   J  906.  XIX 

nombre  de  raisons  pour  fonder  sa  fausse  manière  de  voir,  Descartes 
termine  sa  lettre  ')  en  déclarant  que,  si  Beeckman  n'est  pas  convaincu 
mahitciianty  c^est  qu'il  en  est  incapable. 

Moins  de  trois  années  après  Bkeckman  mourut.  C'est  à  cette  occa- 
sion que  DhiscARTEs,  dans  une  lettre  froide  mais  digne  2),  adressée  à 
CoLVLUs,  Tami  intime  de  Beeckman,  décrit  le  défunt  comme  „extre- 
mement  philosophe*',  dans  le  sens  de  quelqu'un  qui,  habitué  à  s'élever 
par  ses  pensées  au-dessus  des  tracas  quotidiens,  accepte  avec  la  résigna- 
tion d'un  sage  les  vicissitudes  de  la  vie  humaine. 

Un  mot  encore,  ])Our  finir,  sur  les  reproches  que  Dkscartes  adressa 
à  Beeckman.  Ce  n'est  c^u'apràs  une  étude  minutieuse  que  Ton  pourra 
porter  un  jugement  sur  les  particularités  de  ces  reproches.  M.  Tabbé 
MoNCHAMP  ^)  a  déjà  fait  une  tentative  sérieuse  dans  ce  sens,  et  elle  n'a 
pas  abouti  en  défaveur  de  Beeckman.  La  découverte  du  manuscrit  per- 
mettra certainement  de  faire  encore  mieux  la  lumière  sur  ce  point. 

Je  me  bornerai  à  dire  que  des  lettres  de  Beeckman  à  Mebsenne, 
maintes  fois  citées  par  Adam  et  Tannery  ^),  il  ne  résulte  absolument 
pas  que  Beeckman  aurait  voulu  faire  passer  pour  son  œuvre  propre  ce 
qui  se  trouvait  dans  le  ,,Compeudlum  musiciw^  de  Descartes.  Bien 
au  contraire,  il  mentionne  à  Mersenne  la  source  dont  il  cite  quelques 
passages,  et  lorsque  ce  dernier,  à  propos  de  quelques  autres  communi- 
cations, demande  à  Descaktes  si  ces  choses  sont  de  lui,  celui-ci  nie 
avec  indignation  avoir  écrit  un  latin  tellement  mauvais  qu'if  ne  le 
comprend  même  pas. 

Pour  le  moment  il  n'est  pas  prouvé  que  Beeckman  se  soit  paré  des 
plumes  d'un  autre,  bien  qu'il  ait  agi  contre  le  désir,  exprimé  par 
Descartes,  de  ne  communiquer  à  pei-sonne  quoi  que  ce  soit  de  son 
manuscrit. 

Nous  pouvons  donc  probablement  attendre  en  toute  tranquillité  le 
résultat  du  nouvel  examen  de  l'intégrité  de  Beeckman,  que  l'on  ne 
manquera  pas  d'établir  au  moyen  de  la  source  nouvellement  découverte. 
A  propos  de  la  manière  dont  Baillet  jjrésentait  les  choses,  Leibniz 

*)  Du  22  août  1634.  Adam  et  Tannery,  t.  I,  pp.  307  à  312. 
*)  Du  14  juin  1637.  Adam  et  Tannery,  t.  I,  p.  379. 

*)  „IsAAr  Beeckman  et  Descartes**,  Bull,  de  VAcad.  Roy,  de  Belgique^ 
Se  sér.,  t.  XXIX,  pp.  117  à  148,  1895. 

*)  Voir  Adam  et  Tannery,  t.  I,  pp.  30,  31  et  114. 
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déjà  fit  la  remarque:  „11  me  semble  qu'on  fait  tort  à  M.  Isaac  Beeck- 
„MAN ....  M.  Descartes  douuait  un  étrange  tour  aux  choses  quand  il 
„était  piqué  contre  quelqu'un''  '). 

A  ce  discours  le  Secret^iire,  M.  le  l)^  J.  Bosscha,  ajouta  ce  qui  suit: 

Bien  qu'il  ne  soit  plus  nécessaire  de  recommander  la  proposition  de 
la  Commission,  après  ce  que  M.  le  Prof.  Korteweg  vient  de  nous  com- 
muniquer sur  les  rapports  entre  Beeckman  et  Descartes,  je  désire 
pourtant  attirer  Inattention  sur  une  autre  raison  encore,  qui  me  paraît 
conduire  à  la  même  conclusion. 

Il  me  semble  que  la  première  question  qui  surgit  naturellement  chez 
un  physicien,  lorsqu'il  apprend  que  le  manuscrit  de  Beeckman  a  été 
retrouvé,  est  celle-ci:  Contiendrait-il  des  renseignements  au  sujet  de 
Simon  Stevin?  En  effet,  pour  le  physicien,  Simon  Stevin  est  un  des 
plus  grands  génies  de  la  fin  du  seizième  siècle  et  du  commencement  du 
dix-septième,  celui  qui  doit  être  considéré  comme  le  fondateur  de  sa 
science.  Dans  ses  deux  travaux:  „de  Beghinselen  der  weeghconsf  avec 
la  suite:  „de  Weeghdaet'',  et  „de  Begiuselen  van  het  waterwicht",  il  a 
établi  d'une  façon  tout  à  fait  originale  les  lois  de  la  composition  et  de 
la  décomposition  des  forces,  et  celles  de  la  distribution  de  la  pression 
dans  les  liquides  pesants,  c.  à  d.  la  théorie  de  l'équilibre  des  corps  soli- 
des et  des  liquides:  la  statique  et  l'hydrostatique.  Dans  un  autre  mémoire, 
qui  était  prêt  pour  Tiragression,  mais  qui  a  été  ])erdu  par  une  cause 
encore  inconnue,  il  a  traité  l'équilibre  de  l'air.  On  n'en  connaît  que 
le  titre:  „net  Lochtwicht''  (le  poids  de  Tair);  mais  ce  titre  suffit  déjà 
pour  nous  donner  une  idée  de  la  haute  importance  que  doit  avoir  eue 
ce  mémoire.  En  effet,  une  fois  en  possession  de  l'idée,  nouvelle  à  cette 
époque,  que  Tair  a  du  poids,  Tauteur  des  „Beginselen  van  het  water- 
wicht",  pour  établir  aussi  les  fondements  de  l'aérostatique,  n'avait 
autre  chose  à  faire  que  d'appliquer  à  l'air  les  propositions  qu'il  avait 
démontrées  dans  cet  ouvrage. 

Mais  il  ne  paraît  pas  jusqu'ici  que  Beeckman  ait  eu  connaissance 
de  cet  écrit  perdu.  Tout  ce  que  l'on  peut  dire  avec  certitude,  c'est  que 
Beeckman,  lorsque,  le  15  juin  162 1  à  Hazerswoude,  il  examina, 
avec  la  permission  de  la  veuve  de  Stevin,  les  papiers  laissés  par  le 

*)  MoNCHAMP.  loc.  c//.,  p.  142.  Voir  aussi  Adam  et  Tanneuv,  t.  I,  p.  1G9. 
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grand  physicien  et  ingénieur,  n'y  rencontra  pas  le  manuscrit  sur  le 
„Lochtwicht". 

11  ressort  néanmoins  du  Journal,  que  Beeckman  a  eu  connaissance  de 
beaucoup  des  idées  de  Stevin  et  a  attaché  une  grande  importance  à 
tout  ce  qu'il  a  pu  noter  de  ses  écrits.  Outre  des  notes  détaillées  sur  les 
Moulins,  le  Journal  contient  un  extrait,  long  de  31  pages  in-folio,  d'un 
travail  de  Simon  Stevin  sur  „de  Crychskonst"  (l'art  de  la  guerre), 
encore  resté  inconnu  sous  cette  forme. 

Or,  on  peut  dire  sans  exagération  de  Stevin  que  tout  ce  que  Ton 
peut  encore  trouver  de  lui  est  intéressant  au  plus  haut  point.  Il  mérite 
toute  notre  attention,  non  seulement  comme  fondateur  de  la  physique 
et  de  la  mécanique,  mais  encore  au  point  de  vue  de  l'histoire  générale; 
et  même  à  un  point  de  vue  philologique  cet  homme  remarquable  a 
été  beaucou])  trop  peu  apprécié. 

Dans  la  période  la  plus  décisive  de  la  guerre  de  quatre-vingts  ans, 
par  laquelle  notre  patrie  conquit  son  indépendance,  il  a  joué  un 
rule  important,  et  dans  son  souci  continuel  de  garder  notre  langue 
néerlandaise  pure  de  tout  élément  étranger,  il  Ta  enrichie  d'un  trésor 
d'expressions,  digne  d'être  mis  à  profit  par  nos  philologues  modernes. 

On  a  dit  quelquefois  de  la  guerre  de  1870  que  la  victoire  a  été  l'œuvre 
du  maître  d'école  allemand.  C'est  là,  déformée  en  paradoxe  par  exagé- 
ration partiale,  l'expression  de  cette  vérité,  que  l'issue  de  cette  terrible 
lutte  fut  décidée  par  la  culture  intellectuelle  des  commandants  de 
Tannée  allemande,  et  de  ceux  qu'ils  avaient  à  diriger,  par  une  prépa- 
ration savante  qui  tenait  compte  de  toutes  les  éventualités,  par  la  per- 
fection technique  des  moyens,  enfin  par  un  art  militaire  élevé  au 
rang  d'une  science,  dans  laquelle  la  victoire  appartient  aux  mieux 
instruits.  Dans  le  même  sens,  mais  sans  tomber  dans  la  même  exagéra- 
tion, on  peut  dire  que  la  conquête  de  l'indépendance  de  notre  pays,  de 
1590  à  1000,  a  été  due  pour  une  grande  partie  à  cette  heureuse  circon- 
stance, que  notre  héros  national,  le  Prince  Maurice,  avait  reçu  son 
instruction  de  Simon  Stevin.  Si  Stevin  est  trop  peu  connu  sous  cet 
aspect,  on  doit  Tattribuer  en  premier  lieu  à  lui-même. 

En  rapportant  la  mort  de  l'illustre  savant  qui  découvrit  le  radium, 
M.  le  Prof.  PoiNCARÉ  a  fait  deruièrement,  devant  l'Académie  Française, 
cette  juste  remarque,  que  la  renommée  ne  va  guère  au  devant  de  ceux 
qui  ne  la  cherchent  pas.  Ce  n'était  pas  là  le  fait  de  Stevin  ;  il  aimait 
l'ombre.  De  son  temps  les  écrivains  avaient  la  coutume  de  mentionner 
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avec  quelque  ampleur,  dans  les  titres  de  leurs  ouvrages,  nou  seulement 
leurs  qualités,  mais  aussi  les  matières  traitées,  de  manière  à  donner  une 
haute  idée  de  leur  importance.  Or,  Stevix,  dans  ses  écrits,  se  nommait 
simplement  d'après  son  lieu  de  naissance:  Simon  Stevin  van  Brugghe, 
et  Ton  doit  consulter  la  publication,  faite  par  son  fils  Henri  Stevin, 
de  ses  œuvres  inédites,  pour  apprendre  qu'il  était  „Surintendant  des 
finances,  Administrateur  des  Domaines,  Trésorier  du  Conseil,  Conseiller 
particulier  et  mathématicien  de  Son  Altesse  le  Prince  Maurice, 
Quartier-Maître  général  de  TArmée  et  Inspecteur  en  chef  du  Waterstaat 
des  Provinces-Unies.''  Et  telle  était  sa  modestie  que,  quand  il  voulut 
réunir  en  deux  gros  volumes  in-folio  les  mémoires  immortels  que  j'ai 
cités  tantôt  avec  plusieurs  autres  sur  les  mathématiques,  la  cosmo- 
graphie, la  marine,  la  géographie,  la  tenue  des  livres,  la  castramé- 
tation,  Tart  militaire  et  la  construction  des  écluses,  il  ne  donna  dans  le 
titre  et  dans  la  préface  d'autre  énumération  ni  d'autre  recommandation 
que  celle-ci,  que  les  matières  traitées  étaient  celles  dans  lesquelles  s'était 
exercée  Sa  Grâce  Princière  le  Prince  Maurice. 

Il  en  est  résulté  que  plus  d'un  historien  a  considéré  le  Prince 
Maurice  lui-même  comme  l'auteur  des  „Beghinselen  der  weeghconst" 
et  l'inventeur  du  parallélogramme  des  forces,  —  ou  plutôt  du  triangle 
des  forces,  puisque  c'est  là  la  forme  plus  simple  que  Stevin  donna  au 
théorème  fondamental,  —  et  de  l'équilibre  sur  le  plan  incliné. 

Un  précepteur  dont  les  connaissances  étaient  aussi  universelles  devait 
se  montrer  dans  toute  sa  force  avec  un  élève  aussi  avide  de  savoir  et 
aussi  bien  doué.  Ce  qui  prouve  bien  que  Stkvin  s'en  réjouissait,  c'est 
que,  en  traitant  des  problèmes  de  mathématique  ou  de  mécanique,  il  ne 
laissa  jamais  échapper  une  occasion  de  mentionner  la  solution,  donnée 
par  Sa  Grâce,  et  de  mettre  ainsi  en  évidence  Tint^Uigence  et  l'originalité 
de  son  disciple. 

Ces  rapports  entre  le  précepteur  et  son  élève,  dont  on  retrouve  sans 
cesse  la  preuve,  nous  donnent  l'impression  d'une  certaine  intimité  que 
l'on  n'a  pas  l'habitude  de  rencontrer  dans  des  ouvrages  didactiques. 

Par  la  tendance  de  son  esprit,  tout  autant  que  par  son  caractère, 
Stevin  doit  avoir  été  pour  Maurice  un  précepteur  particulièrement 
attrayant.  Bien  que  très  versé  dans  les  écrits  philosophiques  de  l'antiquité, 
Stevin  était  un  esprit  éminemment  pratique.  Or,  c'est  là  précisément  ce 
qui  conduisit  Maurice  à  Tétude  des  „Beghinselen  der  weeghconst."  Nous 
le  savons  par  Stevin  lui-même.  11  nous  raconte  que  dès  son  jeune  âge 
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Maurkîe  était  un  parfait  cavalier  et  amateur  passionné  de  chevaux.  11 
voulait  connaître  à  fond  Fart  de  monter  à  cheval,  mais  ne  parvenait  pas 
à  comprendre  Faction  des  divers  systèmes  de  freins  et  des  diverses  par- 
ties de  la  bride.  Stevix  la  lui  exposa  et  écrivit  pour  Maurice  un  traité 
particulier  „van  den  Toomprangh'',  où  il  développait  d'une  manière 
facile  à  comprendre  comment  les  diverses  parties  de  la  bride  et  les 
diverses  façons  de  la  tenir  déterminent  ce  que  Stevin  appelait  la 
„cruauté''  (wreedheid)  de  la  bride.  C'est  ainsi  que  Maurice  en  vint  à 
apprécier  l'utilité  des  sciences  mathémathiques  et  mécaniques  et  à  ap- 
précier son  précepteur  lui-même,  car  ce  qu'il  voulait  apprendre  ne  devait 
pas  seulement  être  susceptible  d'application,  mais  devait  aussi  être 
exposé  d'une  façon  concise  et  nette.  Maurice  en  effet  n'avait  pas  beau- 
coup de  temps  à  sa  disposition.  Deux  ans  après  qu'il  eut,  vers  Tâge  de 
quinze  ans,  commencé  ses  études,  il  fut  mis,  comme  stadhouder,  à  la  tête 
de  l'armée  et  les  plus  lourdes  charges  de  la  direction  de  Tétat  lui  incom- 
bèrent. Or,  les  écrits  de  Stevin  excellent  par  la  concision  du  style, 
par  leur  clarté  et  leur  précision.  Ce  premier  ingénieur  militaire  de 
mérite,  futur  fondateur  de  la  première  école  d'ingénieurs  dans  notre 
pays,  était  ennemi  de  la  prolixité  et  de  la  gravité  académiques,  telles 
qu'elles  étaient  en  honneur  dans  les  académies  de  parade  méridionales 
du  temps  de  Galilée.  11  ne  trouvait  rien  d'inconvenant  à  glisser  une 
pointe  d'esprit  ou  un  jeu  de  mot  dans  une  démonstration  mathéma- 
tique. Ainsi,  par  exemple,  quand  il  calcule  la  force  à  exercer  par  un 
piquier,  pendant  la  marche,  pour  tenir  sa  lance  dans  la  position  con- 
venable. Il  trouve  5  livres;  mais,  dit-il,  si  l'homme  était  un  maraudeur 
(„snaphaan"  =  attrape  coq)  tenant  au  bout  de  sa  lance  un  coq  attrapé^ 
(„gesnapte  haan*'),  il  en  serait  autrement,  et  le  poulet  de  3  livres 
ferait  monter  ù  15  livres  la  force  nécessaire  Maurice,  dont  les  armées 
exécntaient  des  mouvements  si  rapides  qu'il  était  difficile  de  les  appro- 
visionner, n'y  aura  probablement  pas  vu  grand  mal  quand  un  de  ses 
hommes  s'emparait  d'un  poulet,  Toccasion  s'en  présentant;  mais,  après 
l'avertissement  de  Stevin,  il  n'aura  certainement  pas  toléré  que  l'homme, 
pour  faire  parade,  portât  sa  proie  d'une  manière  qui  devait  fatiguer 
inutilement  le  bras,  dont  il  devait  manier  l'instant  d'après  la  lance 
dans  le  combat. 

Dans  toutes  ses  campagnes  le  Prince  Maurice  emportait  avec  lui  les 
traités  manuscrits  de  Stevin  sur  presque  tous  les  sujets  concernant  l'art 
de  régner,  —  e.  a.  aussi  celui  sur  les  usages  diplomatiques  — ,  et 
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c'est,  comme  dit  Stevin,  le  dtmc^er  de  les  perdre,  qui  le  décida  à  les 
faire  imprimer.  Ce  n'est  que  par  hasard ,  à  un  eudroit  de  sa  géographie, 
que  nous  trouvons  que  Stevin  lui-même,  avant  d'être  quartier-maître 
général,  prit  part  aux  campagnes  ;  il  y  parle  de  couches  d'argile  pétrifiée 
qu'il  rapporte  avoir  rencontrées  lors  du  creusement  des  tranchées  devant 
Hulst  et  Grol  ').  Hulst  appartient  à  la  brillante  campagne  de  15iJl, 
où  Maurice,  après  avoir  pris  en  14  jours  les  deux  places  fortes  Zut- 
phen  et  De  venter,  se  trouva  déjà,  au  commencement  de  juillet,  avec 
son  armée  au  nord  de  notre  pays,  et  s'empara  le  2  juillet  de  Delfzijl  et 
puis  des  retranchements  ennemis  dans  les  Groninger  Ommelanden;  et 
dans  laquelle,  ayant  appris,  au  moment  de  mettre  le  siège  devant  Steen- 
wijk,  que  le  Prince  de  Parme  venait  de  franchir  le  Waal  prèsdeNimègue 
et  assiégeait  le  fort  Knotsenburg,  il  se  dirigea  en  toute  hâte  vers  le  sud 
et  battit  la  cavalerie  espagnole,  qui  pillait  la  Betuwe,  d'une  façon  si  com- 
plète, qu'avant  la  fin  de  juillet  Parme  brûla  son  camp  devant  Knotsen- 
burg et  repassa  vivement  le  Waal,  non  sans  danger  pour  ses  troupes.  Sept 
semaines  plus  tard  nous  trouvons  Maurice  sur  les  bords  de  TEscant,  et 
le  21  septembre  il  s'empare  de  la  place  importante  de  Hulst,  après  quoi 
le  Prince,  revenu  à  Niinègue,  conclut  sa  campagne  par  la  prise  de  cette 
forteresse.  Grol  faisait  partie  de  la  campagne  non  moins  renommée  de 
1597,  lorsque  le  Prince  Maurice  s'empara  en  trois  mois  de  neuf  villes 
fortifiées  et  de  cinq  chuteaux-forts,  et  traversa  sept  fois  une  rivière.  Des 
mouvements  aussi  rapides,  des  attaques  aussi  vigoureuses,  qui  consti- 
tuaient le  caractère  particulier  des  opérations  militaires  de  Maurice, 
posaient  évidemment  de  rudes  exigences,  non  seulement  à  la  discipline 
de  ses  troupes,  mais  encore  et  surtout  aux  moyens  techniques  de  trans- 
])ort  et  d'entretien  de  son  armée.  Simon  Stevin  en  était  TA  me,  et  cà  et  1î\ 
on  découvre  les  signes  certains  de  son  concours  efficace.  Maurick,  qui 
fut  avec  son  neveu  et  beau-frère  Guillaume  Louis,  stadhouder  de  la 
Frise,  le  réformateur  de  l'art  militaire,  dont  Tarmée  attirait  des  officiers 


*)  Voir  le  2«  Bouck  des  Eertclootschrifts^  van  U  Stofroersel  drs  Eerlclootsy 
pp.  01  et  62.  Le  Jouinal  de  Bekckman,  p.  224  verso,  nous  fournit  une  troisième 
donnée.  Beeckman  a  extrait  du  „Crychskonst"  de  Stevin  Tordre  de  bataille  de 
la  cavalerie  devant  Rees  au  26  septembre  1614,  représentant  la  position  des 
divers  régiments  avec  les  noms  des  commandants.  Le  siège  et  la  pnsc  de  Rees 
constituent  une  épisode  de  la  guerre  entre  Clèves  et  Juliers,  à  laquelle  les 
Provinces-Unies  participèrent  par  l'envoi,  à  l'appui  de  Clèves,  d'un  corps 
d'armée  commandé  par  le  Prince  Malrue. 
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(le  tous  les  pays,  désireux  de  se  perfectionner  dans  le  métier  des  armes, 
avait  su  imposer  entre  autres  à  ses  soldats  Tobligation  d'effectuer. eux- 
mêmes,  une  fois  arrives  devant  une  place  à  assiéger,  les  travaux  de 
terrassement  pour  les  tranchées  et  les  batteries,  et  en  premier  lieu 
celui  de  creuser  la  première  ligne  de  retranchements,  nécessaire  pour 
protéger  Tarmée  contre  l'attaque  d'un  ennemi  accourant  au  secours  de 
la  place  menacée.  Autrefois  ce  travail,  considéré  comme  trop  vil  pour 
celui  qui  portait  les  armes,  devait  être  fait  par  des  paysans  engagés  ou 
réquisitionnés  dans  ce  but;  parfois  même  il  était  confié  à  des  entre- 
preneurs. On  conçoit  facilement  combien  la  mesure  de  Maukick  faisait 
gagner  de  temps,  et  combien  de  revers  imprévus  et  irréparables  elle  évi- 
tait. Le  travail  pouvait  commencer  dès  qu'on  était  arrivé  devant  la  place, 
pourvu  qu'on  eût  apporté  les  outils  nécessaires.  Simon  Stevin  y  pour- 
vut en  composant  un  instrument  qui  pouvait  servir  à  la  fois  comme 
bêche  pour  une  terre  molle,  comme  houe  pour  une  terre  dure  et  comme 
cognée  pour  abattre  des  arbres  ou  couper  leurs  racines:  c'était  une  lame 
de  bêche,  qui  pouvait  être  fixée  sur  la  tête  carrée  en  fer  du  manche, 
ou  y  pouvait  être  assujettie  de  coté;  ce  qui  faisait  que,  suivant  la  posi- 
tion de  la  lame,  loutil  pouvait  servir  comme  bêche,  comme  houe,  ou 
comme  cognée.  Stevix  a  donné  à  son  outil  le  nom  de  ,,spahijlhou\ 
mettant  ainsi  en  pratique  sa  thèse,  que  la  langue  néerlandaise  est  sur- 
tout excellente  parce  que  plus  qu'une  autre  elle  contient  des  mots  mo- 
nosyllabiques, capables  de  former  des  mots  composés  par  une  combi- 
naison suivant  des  règles  fixes.  Dans  sou  patriotisme  ardent  il  n'était 
pas  seulement  un  défenseur  éloquent  de  la  pureté  de  sa  langue  mater- 
nelle, mais  il  donnait  aussi  lui-inême  l'exemple.  Dans  aucun  de  ses  écrits, 
remplis  pourtant  de  termes  techniques,  on  ne  rencontre  un  seul  mot 
emprunté  à  des  langues  étrangères  ').  Il  écrivit  une  dissertation  pour 

')  Certaines  de  ses  expressions  prouvent  que  son  esprit  mathématique  faisait 
des  distinctions  perdues  depuis. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  que  selon  lui  on  peut  parler  d'équilibre  („evenwicbt*') 
de  deux  poids,  suspendus  aux  extrémités  d'une  balance  à  bras  égaux,  parce 
que  les  poids  sont  réellement  égaux.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  deux  poids 
inégaux,  suspendus  aux  extrémités  d'une  balance  dont  les  bras  n'ont  pas  la 
même  longueur;  ceux-là  sont  en  „evi'nstaltwicht'\  parce  que  l'état  de  repos 
résulte  du  y,gestaU'\  c.  à.  d.  de  la  faç^n  dont  les  poids  agissent  sur  le  système. 
Pour  Stevin  „staltwicht"  était  donc  dans  ce  cas  ce  que  nous  appelons  actuelle- 
ment le  moment  du  poids,  en  général  la  force  avec  laquelle  un  corps  pesant 
contribue  au  mouvement  du  système.  C'est  ainsi  aussi  que  le  „staltwicht"  d'un 
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prouver  que  le  hollandais  l'emporte  dans  l'usage  sur  toutes  les  autres 
langues,  et  il  prétendit  avoir  sur  Archimède  Tavantage  de  pouvoir 
s'exprimer  en  hollandais,  tandis  qu'AncHiMÈDE  devait  se  contenter  du 
grec.  Dans  son  zèle  pour  Tavancement  du  hollandais  il  trouvait  d'ailleurs 
un  allié  dans  son  ami  et  admirateur  Hugo  ue  Gkoot. 

Parmi  nos  compatriotes  Simon  Stevix  est  surtout  et  même  presque 
exclusivement  connu  par  son  chariot  à  voiles.  Pour  ceux  qui  savent  un 
peu  plus  de  lui,  l'expérience  mémorable  qu'il  fit  en  franchissant  en  deux 
heures,  avec  28  personnes,  la  distance  de  Scheveningen  à  Petten,  une 
distance  de  14  lieues,  est  en  effet  un  événement  qui  symbolise  en  quelque 
sorte  ses  mérites  tout  particuliers.  Dans  le  véhicule  que  son  génie  méca- 
nique avait  imaginé,  le  Prince  Maurice  était  assis  avec  lui  au  gouver- 
nail. Parmi  cette  société  distinguée,  dont  Hugo  de  G  root  fit  partie, 
nous  trouvons:  le  frère  du  roi  de  Danemarck,  l'ambassadeur  de  France 
et  d'autres  étrangers  de  nom,  entre  autres  Mendo/a,  l' Amirauté  d'Ara- 
gon, qui  avait  commandé  récemment  la  première  ligne  de  l'armée 
espagnole  à  Nieuport,  et  se  trouvait  retenu  à  la  Haye  comme  prison- 
nier de  la  bataille  qui  venait  de  couronner  la  série  des  victoires  de 
l'élève  de  Stevin. 

Si  de  nos  jours  on  découvrait  quelque  part,  dans  un  coin  perdu  de 
quelque  bibliothèque,  un  travail  encore  ignoré  de  Galilée,  tout  le 
monde  savant  en  exigerait  à  coup  sûr  la  publication.  Pourquoi  alors 
nous,  hollandais,  hésiterions-nous,  quand  on  vient  de  découvrir  dans 
le  Journal  de  Beeckman  un  écrit  de  Simon  Stévin,  qui,  —  si  l'on 
juge  les  mérites  non  d'après  la  renommée  publique,  mais  d'après  les 
progrès  réels  accomplis  par  leurs  ouvrages  — ,  doit  certainement  être 
placé  bien  au-dessus  de  Galilée. 

Le  Président  remercie  les  orateurs  pour  leurs  explications  et  propose, 
au  nom  des  Directeurs,  que  la  décision  soit  conforme  à  l'avis  de  la 
Commission;  cette  proposition  est  adoptée  à  Tunanimité. 

Puis,  M.  le  Prof.  J.  C.  Kapteyn  fait  une  conférence  sur  les  courants 
dans  le  système  stdlaire.  Cette  conférence,  illustrée  par  des  figures,  est 
reproduite  en  entier  à  la  suite  de  ce  programme.  ') 


corps  placé  sur  un  plan  incliné  était  égal  au  poids  multiplié  par  le  rapport 
entre  la  hauteur  et  la  longueur  du  plan. 

*)  Voir  l'article  qui  fait  suite  à  ce  programme. 
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Enfiu  quelques  nouveaux  sujets  de  concours  sont  proposés  et  on 
nomme  comme  membres  nationaux  MM.  les  Proff.  D^  J.  C.  Kluyvkr 
à  Leyden  et  D^  J.  Cardinaal  à  Delft,  et  comme  membre  étranger 
M.  le  Prof.  Mac  Dougall  à  New  York. 


QUESTIONS  MISES  AU  CONCOURS. 

DÉLAI:  jusqu'au   1"  JANVIER  1907- 
I. 

La  Société  demande  un  aperçu  critique  des  diverses  théories  des  phé- 
nomènes thermo-électriques. 

TI. 

La  Société  demande  une  étude  théorique  des  propriétés  magnétiques 
des  corps,  fondée  sur  la  théorie  des  électrons. 

in. 

On  demande  une  étude  expérimentale  des  conditions  de  l'existence 
d'une  combinaison  solide  dissociable,  dans  le  domaine  et  au-delà  des 
températures  critiques  des  mélanges  liquides  des  deux  composantes. 

TV. 

On  demande  des  recherches  expérimentales  sur  Tinfluence  de  Tâge 
d'un  Sol  (solution  colloïdale)  sur  sa  sensibilité  (faculté  de  coagulation) 
pour  les  électrolytes.  Cette  étude  doit  se  rapporter  à  plusieurs  sols  et 
plusieurs  électrolytes. 


On  demande  d'examiner  Finfluence  que  les  radiations  émises  par  le 
radium  et  d'autres  analogues  exercent  sur  la  sensibilité  d'un  sol  vis  à 
vis  des  électrolytes. 
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VI. 

Puisque  la  décomposition  des  silicates  cristallins  est  un  phénomène 
dont  la  connaissance  est  encore  très  imparfaite,  on  demande  d'étudier 
la  formation  des  produits  de  décomposition  kacliueux  des  feldspaths, 
ainsi  que  des  silicates  cristallins  plus  basiques;  on  doit  considérer  aussi 
les  diverses  étapes  dans  lesquelles  cette  décomposition  se  produit.  (Voir 
à  ce  propos:  Contributions  à  la  connaissance  des  produits  de  décompo- 
sition des  silicates  dans  les  terrains  argileux,  volcaniques  et  latéri tiques. 
Archives  Néerla7idaises y  (2),  10,  207,  1905). 

VIL 

La  Société  demande  des  expériences  nouvelles  et  convaincantes  rela- 
tives à  la  formation  d'hybrides  chez  les  Champignons. 

Vin. 

On  demande  de  nouvelles  recherches  concerjiant  la  formation  de  la 
gomme  chez  les  Drupacées. 

IX. 

On  demande  quelle  est  la  signification  morphologique,  physiologique 
et  paléontologique  du  passage  de  deux  faisceaux  vasculaires  de  la  tige 
dans  les  feuilles,  ainsi  qu'on  Tobserve  dans  divers  groupes  des  gym- 
nospermes. 

X. 

îja  Société  demande  de  nouvelles  recherches  relatives  à  la  décompo- 
sition des  matières  albuminoïdes  par  les  microbes,  en  particulier  à 
propos  de  la  formation  (Vammoniac. 

XL 

Les  taches  circulaires  (ho  11.  kringerlgheid  ou  kranziglieid)  des  pommes 
de  terre  sont  une  maladie  qui  est  actuellement  très  répandue  dans  divers 
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terrains  de  la  Hollaude.  Les  recherches  de  MM.  Frank  (^Eisenfleckig- 
keit  der  Kartotfelu"  ;  ^Kampfbuch  gegen  die  Schïidlingeu  unserer  Feld- 
frûchte'')  et  Ritzema  Bos  {Landbouwkunâig  Tijdsclirift ,  1S99,  p.  117; 
1901 ,  p.  118)  ont  rendu  fort  probable  que  nous  n'avons  pas  affaire  ici 
à  une  maladie  parasitaire.  MM.  Eitzema  Bos  et  Adolp  Mayer  ont 
communiqué  des  observations  et  des  expériences  qui  prouvent  que  le 
mal  s'observe  surtout  dans  des  terrains  jjauvres  en  chaux.  Cependant 
on  sait  encore  fort  peu  de  chose  au  sujet  de  ces  taches  elles-mêmes.  On 
demande  donc  des  recherches  plus  détaillées  sur  la  cause  de  cette  mala- 
die, et  sur  la  question  de  savoir  s'il  existe  oui  ou  non  quelque  relation 
entre  ce  mal  et  la  formation  de  cavités  dans  les  pommes  de  terre.  (Voir 
Tijdschrifl  over  Planfenzielcfen ,  XI,  p.  62). 


DÉLAI:  jusqu'au  1"  JANVIER  1908. 
exception  FAITE  POUR  LA  QUESTION  II. 

I. 

La  Société  demande  une  éti;de  expérimentale  de  la  nature  et  de  la 
composition  chimiques  d'une  ou  plusieurs  espèces  de  tannins,  non 
encore  examinés  ou  dont  la  connaissance  est  insuffisante. 

II. 

La  Société  demande  un  aperçu  des  galles  de  Phytoptides  rencontrées 
en  Hollande,  une  description  précise  de  leurs  habitants,  et  des  détails 
sur  la  vie  de  quelques  espèces  de  Phytoptides. 

Délai:  jusqu'au  P^  janvier  1909. 

m. 

La  Société  désire  une  description  des  propriétés  physiques  du  caout- 
chouc et  de  la  gutta-percha,  et  une  comparaison  de  ces  propriétés  avec 
celles  d'autres  substances  capables  de  se  gonfler  (ou  susceptibles  d'im- 
bibition),  telles  que  la  gélatine,  Tagar,  la  cellulose,  la  fécule. 
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IV. 

La  Société  demande  des  expériences  nouvelles  et  convaincantes  rela- 
tives à  la  formation  d'hybrides  chez  les  champignons. 

V. 

On  demande  de  nouvelles  recherches  concernant  la  formation  de  la 
gomme  chez  les  Drupacées. 

VI. 

A  propos  des  considérations  exposées  dans  les  Archives  Néerlandaises^ 
(2),  11,  273,  1906,  la  Société  demande  des  recherches  nouvelles, 
expérimentales  ou  prouvées  par  des  expériences,  sur  les  phénomènes  de 
syraj)athie  et  d'antipathie  des  horloges. 

Y  II, 

La  Société,  d'avis  qu'il  peut  être  utile  de  fixer  l'attention  sur  des 
questions  assez  simples  en  elles-mêmes,  mais  pour  la  solution  desquelles 
les  méthodes  d'analyse  mathématique  existantes  ne  sont  pas  entièrement 
suffisantes,  propose  la  question  de  concours  suivante: 

Comment  doit  on  placer /?,JV^  sphères  de  raycm  B^  et /^jiV  sphères  de 
rayon  R^  {N  étant  un  nombre  indéterminé),  pour  qu'ensemble  elles 
occupent  un  espace  aussi  restreint  que  possible  ? 

Quelles  sont,  si  elles  existent,  p^  et  p2  étant  donnés,  les  rapports 
critiques  entre  I{^  et  7^2  P^^^*  lesquels  une  légère  variation  de  ce  rap- 
port exige  une  disposition  tout  à  fait  différente  des  sphères  pour  arriver 
au  plus  petit  espace? 

Des  solutions  partielles ,  des  déterminations  de  limites  pour  Tespace 
cherché,  le  traitement  de  cas  particuliers  ou  des  solutions  du  problème 
correspondant  dans  l'espace  à  deux  dimensions  pourront  aussi  être  jugés 
dignes  d'être  couronnés,  s'ils  témoignent  d'une  originalité  et  d'une  ingé- 
niosité suffisantes. 
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La  Sociétt^  recoiiimaiide  aux  concurrents  crabroger  autant  que  possible 
leurs  mémoires,  en  omettant  tout  ce  qui  n  a  pas  un  rapport  direct  avec 
la  question  proposée.  Elle  désire  que  la  clarté  soit  unie  à  la  concision, 
et  que  les  propositions  bien  établies  soient  nettement  distinguées  de  cel- 
les qui  reposent  sur  des  fondements  moins  solides. 

Elle  rappelle,  en  outre,  qu'aux  termes  d'une  décision  des  Directeurs 
aucun  mémoire  écrit  de  la  main  de  l'auteur  ne  sera  admis  au  concours, 
et  que  même,  nne  médaille  eût-elle  été  adjugée,  la  remise  n'en  pourrait 
avoir  lieu,  si  la  main  de  Fauteur  venait  à  être  recoimue,  dans  l'inter- 
valle, dans  le  travail  couronné. 

Les  manuscrits  des  réponses  ne  seront  pas  rendus. 

Les  plis  cachetés  des  mémoires  non  couronnés  seront  détruits  sans 
avoir  été  ouverts.  11  en  sera  toutefois  excepté  les  plis  accompagnant  des 
travaux  qui  seraient  reconnus  comme  n'étant  qu'une  copie  d'ouvrages 
imprimés,  en  quel  cas  les  noms  des  auteurs  seront  divulgués. 

Tout  membre  de  la  Société  a  le  droit  de  prendre  part  au  concours, 
à  condition  que  son  mémoire,  ainsi  que  le  pli,  soient  marqués  de  la 
lettre  L. 

Le  prix  otfert  pour  une  réponse  satisfaisante  à  chacune  des  questions 
proposées  consiste,  au  choix  de  l'auteur,  eu  une  médaille  (Vor  frappée 
au  coin  ordinaire  de  la  Société  et  portant  le  nom  de  Tauteur  et  le  mil- 
lésime, ou  en  une  somme  de  cenl-chuiiumle  forinft\  une  prime  supplé- 
mentaire de  cfjtl-cïnquanie  foflus  pourra  être  accordée  si  le  mémoire  en 
•  est  jugé  digne. 

Le  concurrent  qui  remjoortera  le  prix  ne  pourra  faire  imprimer  le 
mémoire  couronné,  soit  séparément,  soit  de  toute  autre  manière,  sans 
en  avoir  obtenu  l'autorisation  expresse  de  la  Société. 

Les  mémoires,  écrits  lisiblement,  en  hollaudiiis ,  français ,  lut  in  ^  an- 
glais^ italien  ou  allemand  {m&is  non  en  caractères  allemands),  doivent 
être  accompagnés  d'un  pli  cacheté  renfermant  le  nom  de  l'auteur,  et 
envoyas  franco  au  Secrétaiie  de  la  Société,  M.  le  D*".  J.  Bosscha,  à 
Harlem. 


COURANTS   DANS   LE   SYSTEME   STELLAIRE. 

CONFÉRENCE    FAITE 

PAR 

J.   C.   KAPTEYN, 

dans  l'Assemblée  générale  de  la  Société  Hollandaise  des  Sciences  du  19  mai  1906. 


Altesse  Koyale, 
Messieurs, 

C'est  une  croyance  assez  répandue  parmi  le  public  que  les  mouvements 
des  astres  sont  connus  avec  une  précision  presque  mathématique. 

Cette  croyance  est  exacte  ou  elle  ne  Test  pas;  cela  dépend  du  point 
de  vue. 

On  peut  dire  qu'elle  est  exacte  pour  ce  qui  regarde  le  soleily  la  lune 
et  les  planètes  y  c.  à  d.  pour  tous  les  membres  de  notre  système  solaire; 
et  les  progrès  que  Tesprit  humain  a  réalisés  dans  l'étude  de  ce  système 
sont  réellement  admirables. 

Mais  parmi  les  nombreuses  étoiles  que  nous  voyons  briller  au  firma- 
ment pendant  une  nuit  claire,  il  y  en  a  rarement  p)us  de  3  ou  4  qui 
appartiennent  à  ces  corps  célestos. 

Tout  le  reste  sont  ce  que  nous  sommes  convenus  d'appeler  des  étoiles 
fixes.  Et  pour  celles-ci  cette  croyance  est  fausse.  Car  nous  ne  con- 
naissons encore  que  fort  peu  de  chose  de  leurs  mouvements  systémati- 
ques; et  c'est  de  ce  peu  que  nous  connaissons  que  je  désire  vous  entre- 
tenir aujourd'hui. 

Pendant  des  milliers  d'années  on  a  cru  que  ces  étoiles  étaient 
réellement  immobiles,  ainsi  que  leur  nom  l'indique,  et  leur  situation 
relative  était  considérée  comme  invariable.  Les  anciens  croyaient  même 
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qu'elles  étaient  clouées  à  une  même  sphère.  Pour  expliquer  le  lever 
et  le  coucher  des  astres,  ils  admettaient  que  cette  sphère  toute  entière 
faisait,  en  24  heures,  une  révolution  complète  autour  d'uu  axe  incliné 
sur  rhorizon. 

On  ne  connaissait  alors  aucun  phénomène  qui  était  en  contradiction 
avec  cette  idée.  Ce  n  est  qu'au  commencement  du  18"  siècle  que  Ton 
reconnut  que  quelques-unes  de  ces  étoiles,  tenues  pour^;r^*,  avaient 
un  mouvement  propre;  et  depuis  cette  époque  le  perfectionnement 
continuel  des  méthodes  d'observation  nous  a  appris  qu'un  tel  mouve- 
ment est  la  règle. 

Mais  ces  mouvements,  il  est  à  peine  besoin  que  je  le  dise,  sont 
excessivement  faibles.  Ou  plutôt,  ils  ne  le  sont  pas  en  réalité,  —  car 
nous  savons  depuis  quelques  années  que  la  vitesse  moyenne  des  étoiles 
fixes  est  à  peu  près  100  fois  plus  grande  que  celle  du  son,  —  mais  elles 
nous  semblent  aussi  petites  parce  que  la  distance  qui  nous  sépare  des 
étoiles  fixes  est  énorméinent  grande. 

Cette  lenteur  apparente  des  mouvements  que  nous  observons  fait  que 
les  détails,  p.  ex.  la  variatmi  de  la  vitesse  en  grandeur  et  en  direction^ 
nous  en  échappent  encore  complètement. 

Et  pourtant  c'est  la  connaissance  de  ces  détails  qui  nous  per- 
mettrait d'approfondir  les  causes  de  ces  mouvements.  Combien  de 
siècles  d'observations  minutieuses  faudra-t-il  encore  pour  (lue  nous  en 
soyons-là?  Je  ne  saurais  vous  le  dire,  mais  il  en  faudra  certainement 
beaucoup. 

Cependant  vous  comprenez  bien  que  les  astronomes  sont  des  hom- 
mes comme  les  autres,  et  que  comme  tels  ils  ne  sont  pas  assez  désinté- 
ressés pour  borner  volontairement  leur  tâche  à  un  travail,  dont  profi- 
tera exclusivement  une  postérité  éloignée.  Il  va  de  soi  que,  déjà  dès 
maintenant,  ils  tâchent  de  profiter  des  matériaux  qu'ils  ont  réunis, 
quelque  défectueux  qu'ils  soient,  pour  trouver  une  régularité,  une  loi 
dans  les  mouvements  stellaires. 

La  carte  que  vous  voyez  ici  ')  donne  un  aperçu  de  la  nature  des 
données  dont  nous  disposons  en  ce  moment;  on  y  trouve  tous  les  mou- 
vements stellaires  connus,  ce  qu'on  appelle  les  mouvements  propres ^  du 
moins  ceux  qui  sont  relativement  considérables.  Comme  elle  est  un  peu 


*)   Cette  carte  a  été  dressée  par  M.  Gavin  J.  Burns;  mais,  comme  elle  n'a 
pas  encore  été  publiée,  je  ne  suis  pas  libre  de  l'ajouter  à  cette  conférence. 
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trop  confuse  pour  qu'on  y  puisse  bien  voir  les  détails  à  quelque  dis- 
tance, j'en  ai  agrandi  une  petite  partie  (fig.  1).  Cette  figure  comprend 
la  petite  constellation  du  Triangle,  et  des  portions  des  constellations 
voisines  :  le  Bélier,  Andromède  et  les  Poissons. 

Les  tirets  qui  partent  des  étoiles  représentent  leur  déplacement  pen- 
dant 35000  ans.  Dans  35000  ans  Tétoile  a  sera  arrivée  en  h,  c  en  d 
et  ainsi  de  suite. 

Remarquez  bien  que  les  mouvements  de  la  plupart  des  étoiles  nous 
apparaissent  en  raccourci.  Nous  voyons  ces  mouvements  (voir  fig.  4, 


■-^ 


^"'«îows 


Fig.  1. 


p.  XXXIX)  en  quelque  sorte  projetés  sur  une  sphère,  la  sphère  céleste. 
Pour  éviter  toute  confusion  possible,  je  qualifierai  à! astronomique  \e 
mouvement  ab  (fig.  4),  tel  que  nous  le  voyons,  c.  à  d.  projeté,  tandis 
que  je  nommerai  mouvement  dans  V espace  le  mouvement  réel  {AB). 

Pour  la  grande  masse  des  étoiles  le  mouvement  est  beaucoup  plus 
faible;  pour  ne  pas  nuire  à  la  netteté  de  l'aperçu,  j'ai  omis  ici  ces  fai- 
bles déplacements,  mais  vous  comprenez  bien  que  dans  les  recherches 
que  Ton  a  faites  on  en  a  tenu  compte.  Pour  ma  conférence  les  mouve- 
ments que  j'ai  représentés  suffiront. 

Tl  s'agit  maintenant  de  découvrir  quelque  ordre  dans  les  mouvements 
ainsi  observés  sur  toute  l'étendue  du  globe  céleste.  A  première  vue  on 
n'en  aperçoit  guère.  Et  pourtant,  en  examinant  notre  figure  1  de  plus 


COURANTS  DANS  LK  SYSTEMK  STELLAIRE.  XXXV 

près,  on  reconnaît  que  les  étoiles  qui  se  dirigent  vers  la  gauche,  et  un 
peu  vers  le  bas,  prédominent;  en  d'autres  termes,  il  y  a  une  certaine 
préférence  pour  un  mouvement  vers  la  gauche  et  vers  le  bas. 

Pour  rendre  ce  phénomène  encore  plus  apparent,  j'ai  dessiné  la  fig.  2, 
où  toutes  les  étoiles  ont  été  transportées  en  un  même  point,  notamment 
au  centre  de  la  région  considérée  *),  tout  en  conservant  la  grandeur  et 
la  direction  de  leur  mouvement.  C'est  ainsi  que  le  mouvement  repré- 
senté par  ab  dans  la  fig.  1  est  également 
représenté  par  ab  dans  la  fig.  2;  le  mou- 
vement cd  de  la  fig.  1  est  devenu  le  cd 
de  la  fig.  2,  etc. 

Or    dans    cette    fig.    2    la   prédomi- 
nance des  mouvements  vers  le  bord  in- 
férieur de   gauche    est  bien   manifeste. 
Fig.  2.  Un  seul  déplacement  est  dirigé  du  côté 

opposé. 
Pour  la  plupart  des  régions  du  ciel  on  trouve  des  traces  d'une  pareille 
direction  privilégiée,  plus  ou  moins  cachée  parmi  un  grand  nombre 
d'irrégularités.  Dans  les  cas  douteux,  et  même  on  peut  dire  dans  tous 
les  cas  où  Ton  se  propose  de  déterminer  avec  une  précision  aussi  grande 
que  possible  une  préférence  éventuelle  de  direction,  le  besoin  se  fait 
sentir  d'une  méthode  qui  permette  de  découvrir  d'une  façon  nelf^  et 
jn'écise  cette  direction  privilégiée,  quelque  faible  que  soit  son  avantage 
sur  les  autres. 

Si  nous  admettons  en  premier  lieu  que  le  phénomène,  dont  nous 
découvrons  ici  des  traces,  consiste  réellement  en  ceci,  qu'en  tous  les 
endroits  du  ciel  il  y  a  une  seule  direction  qui  est  mieux  représentée 
que  toutes  les  autres,  il  me  semble  qu'une  pareille  méthode  peut  se 
déduire  le  mieux  des  considérations  suivantes. 

Nous  avons  supposé  dans  la  fig.  2  que  toutes  les  étoiles  étaient  trans- 
portées au  centre  de  la  région  considérée,  en  conservant  leur  mouve- 
ment propre,  en  grandeur  et  en  direction.  Nous  devons  donc  nous  figurer 
qu'en  35000  ans  une  étoile  déterminée  se  déplace  du  centre  jusqu'en  b, 
une  deuxième  étoile  jusqu'en  rf,  etc. 


*)  Noas  admettons  ici  que  la  région  considérée  est  très  petite.  Dans  son  appli- 
cation pratique  le  procédé  a  été  quelque  peu  modifié,  de  manière  à  convenir 
aussi  pour  des  régions  un  peu  étendues. 
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Qu'arriverait-il  si  nous  pouvions  soucier  entr'elles,  avant  leur  départ, 
toutes  ces  étoiles,  supposées  de  même  masse?  Chaque  étoile  s'effor- 
cerait de  déplacer  le  bloc  entier  dans  la  direction  de  son  mouvement 
propre.  Et  il  est  clair  que  le  résultat  de  tous  ces  efforts  serait  un 
mouvement  du  système  entier  dans  le  sens  qui  est  pr^onderanl  parmi 
toutes  les  directions,  c.  à  d.  de  ce  côté-là  pour  lequel  le  mouvement  des 
étoiles  manifeste  une  préférence. 

Le  mouvement  que  le  bloc  stellaire  prendrait  ainsi,  on  Tappelle 
la  résultante  des  mouvements  Cette  résultante  fait  donc  nettement 
connaître  la  direction  privilégiée,  et  il  est  tout  naturel  de  considérer 
désormais  cette  résultante  comme  la  vraie  direction  prépondérante. 
Elle  a  l'avantage  de  pouvoir  être  déterminée  par  une  construction 
mathématique  excessivement  simple,  et  dont  la  netteté  ne  laisse  rien  à 
désirer. 

La  résultante  ainsi  trouvée  pour  les  mouvements  de  la  fig.  2,  je  Tai 
représentée  par  une  flèche  double. 

Nous  sommes  arrivés  ainsi  à  cette  conclusion,  que  dans  la  région  de 
la  voûte  céleste  qui  contient  la  constellation  du  Triangle,  et  dans  ses 
environs,  les  mouvements  propres  des  étoiles  sont  dirigés  de  préférence 
dans  la  direction  de  la  flèche  double. 

Ce  que  nous  venons  de  faire  ici  pour  les  étoiles  de  la  constellation 
du  Triangle  et  les  étoiles  voisines,  on  peut  le  répéter  pour  toute  autre 
région  du  ciel.  Ceci  fait,  quand  ou  représente  sur  un  globe  les  direc- 
tions préférentielles  ainsi  trouvées,  on  obtient  un  dessin  comme  celui 
que  j'ai  représenté  fig.  3.  ') 

Après  avoir  divisé  le  ciel  en  40  parties,  on  a  déterminé  pour  cha- 
cune d'elles  la  direction  prépondérante  et  on  Ta  marquée  sur  un  globe. 
La  fig.  3  est  une  reproduction  plane  du  tracé  sur  le  globe.  Il  est  évi- 
dent qu'on  n'en  peut  voir  la  face  postérieure,  et  même  les  régions  du 
bord  ne  sont  pas  bien  reconnaissables;  mais  on  en  voit  néanmoins  une 
partie  assez  grande  pour  se  faire  une  idée  de  la  représentation  toute 
entière. 

Une  loi  dans  les  directions  privilégiées  saute  immédiatement  aux  yeux. 
La  voici: 

Toutes  s'écartent  d'une  même  partie  du  ciel.  Si  Ton  prolonge  en 


')  Cette  figare  est  parement  schématique,  et  non^  comme  la  précédente,  Texpres- 
sion  (inobservations  directes. 
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arrière  les  directions  indiquées  par  des  flèches,  elles  ne  s'entrecoupent 
pas  précisément  en  un  même  point,  il  est  vrai,  mais  elles  passent  toutes 
dann  le  voisinage  d'un  point,  qui  est  indiqué  par  A  dans  la  figure. 

Ce  point  de  divergence  est  situé  dans  la  constellation  à' Hercule^  tout 
près  du  bord  de  la  constellation  de  la  Lyre. 


Fig.  3. 

Un  théorème  mathématique  bien  connu  apprend  que  les  flèches,  pro- 
longées dans  le  sens  même  de  leur  direction,  doivent  à  peu  près  s*entre- 
couper  encore  une  fois  en  un  point  diamétralement  opposé  à  A,  Ce  point 
de  convergence  est  situé  dans  le  voisinage  de  Tétoile  ^  de  la  constella- 
tiou  du  Grand  Chien. 

Une  pareille  divergence  de  directions  à  partir  d'un  certain  point  du 
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ciel,  ou  une  convergence  vers  un  même  point,  est  un  phénomène  que 
l'on  observe  assez  souvent  dans  la  nature. 

Chacun  connaît  ces  longues  bandes  de  nuages,  en  forme  de  panache, 
que  l'on  voit  partir  d'un  même  point  de  l'horizon,  et  diverger  pour  se 
rejoindre  de  nouveau  au  point  opposa.  Ce  sont  les  Bandes  polaires. 

Mieux  connus  encore  sont  les  faisceaux  de  rayons  en  éventail  que 
Ton  observe  quand  le  soleil,  avant  de  se  coucher,  se  cache  derrière  les 
nuages  d'un  ciel  moutonneux. 

On  voit  encore  le  même  phénomène  dans  une  grande  pluie  d'étoiles 
filantes.  Le  plus  grand  nombre  de  ces  météores  décrivent  des  trajec- 
toires qui  divergent  d'un  même  point  du  ciel,  le  point  de  rayon- 
nement. 

Dans  tous  ces  cas  l'explication  du  phénomène  est  la  même.  C'est 
tout  simplement  un  effet  de  perspective.  Les  cirrus,  les  portions  éclai- 
rées par  le  soleil  d'une  atmosphère  trouble,  les  trajectoires  des  étoiles 
filantes,  tous  sont  en  réalité  parallèles  dans  l'espace,  et  notamment  paral- 
lèles à  la  droite  qui  va  du  point  de  divergence  vers  notre  œil. 

Dans  le  phénomène  qui  nous  occupe  notre  conclusion  sera  donc  la 
même:  les  étoiles  qui  nous  entourent  de  tous  côtés  se  meuvent  de  pré- 
férence suivant  des  trajectoires  parallèles,  parallèles  notamment  à  la 
droite  qui  part  du  point  de  divergence  dans  la  constellation  d'Hercule 
et  aboutit  à  notre  œil. 

Afin  de  le  bien  faire  voir,  je  considérerai  pour  un  moment  les  mou- 
vements des  étoiles  situées  dans  le  voisinage  d'un  grand  cercle,  passant 
par  le  point  de  divergence  dans  la  constellation  d'Hercule.  Je  prendrai 
le  grand  cercle  passant  par  ce  point  et  par  le  pôle  Nord;  mais  mes 
considérations  s'appliqueront  à  tout  autre  grand  cercle  passant  par  J, 
car  le  caractère  du  phénomène  est  le  même  pour  tous. 

La  fig.  4  montre  comment  se  présente  à  nous,  qui  rapportons  tout 
à  la  sphère  céleste,  un  système  de  mouvements  parallèles,  dans  le  plan 
d'un  tel  grand  cercle.  L'observateur  se  trouve  au  centre  de  la  sphère 
en  0.  Le  mouvement  AB,  que  nous  projetons  sur  la  sphère,  nous 
apparaît  comme  un  mouvement  ab.  J'ai  dessiné  dans  la  figure  un  système 
de  mouvements  parallèles,  et  j'ai  indiqué  comment  ils  se  pr&entent 
sur  la  sphère  céleste. 

On  voit  clairement  qu'en  effet  tous  les  mouvements  ainsi  représentés 
divergent  à  partir  d'un  point  P  et  convergent  vers  le  point  Q,  diamé- 
tralement opposé. 
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Ou  remarque  sur  la  figure  nue  autre  particularité  encore,  qui  peut 
servir  de  contrôle  à  Texactitude  de  notre  interprétation  de  la  divergence 
comme  simple  effet  de  perspective.  C'est  celle-ci: 

Aux  points  P  et  Q  nous  ne  remarquons  aucun  déplacement.  A  faible 
distance  de  ces  points  les  mouvements  sont  vus  fortement  raccourcis. 

f^ — ^ 


^L   /     a 
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Fijç.  4. 

A  mesure  qu'on  s'en  éloigne  davantage,  les  mouvements  semblent  de  plus 
en  plus  forts,  et  aux  points  G  et  //,  placés  à  égale  distance  de  P  et  Q, 
nous  les  voyons  aussi  grands  que  possible;  et  pourtant  nous  admettons ^  — 
et  la  figure  est  construite  dans  cette  hypothèse,  —  que  les  flèches  qui 
représentent  les  mouvements  sont  toutes  égales  et  sont  toutes  situées  à 
la  même  distance  de  0  \ 

')  Chaque  flèche  représente  la  résultante  d'an  très  grand  nombre  de  mouve- 
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Or  cette  particularité  est  neiUnuint  accusée  dans  les  mouvementa 
stellaires  réellement  observés. 

Nous  avons  donc  certainement  le  droit  de  tirer  cette 
Concluêion:  Les  mouvements  propres  des  étoiles  manifestent  une  pré- 
férence pour  la  direction  allant  de  la  constellation  d'Hercule  à  notre 
œil,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  notre  œil  vers  la  constellation  du 
Grand  Chien. 

U  reste  cependant  la  question  que  voici  :  par  rapport  à  quoi  les  mou- 
vements sont-ils  tels  que  nous  les  avons  trouvés?  Nous  ne  connaissons 
en  eflFet  que  des  mouvements  relatifs.  Un  mouvement  absolu,  nous  pour- 
rions le  déterminer  si  nous  connaissions  quelque  corps,  ou  quelque 
point,  dont  nous  savons  qu'il  est  absolument  en  repos. 

Mais  nous  ne  connaissons  ni  un  pareil  corps,  ni  un  pareil  point. 

Si  nous  disons  donc  que  les  étoiles  se  déplacent  de  préférence  dans 
une  certaine  direction,  nous  entendons  par  là  qu'elles  se  meuvent  pour 
la  plupart  dans  une  direction  déterminée  par  rapport  à  Vu7i  ou  F  autre 
corps  que  nous  supposons  être  en  repos. 

Et  quel  est  ce  corps  dans  notre  cas,  voilà  ce  qui  ne  fait  pas  le  moin- 
dre doute. 

Cest  le  point  0,  c.  à  d,  l'observateur,  c.  à  d.  la  terre.  C'est  là  pour- 
tant un  corps  dont  il  serait  difficile  d'admettre  qu'il  est  eu  repos;  nous 
savons  au  contraire  qu'tV  ne  Vest  pas,  mais  circule  autour  du  soleil. 

Aussi  faisons-nous  mieux  de  dire  que  ce  mouvement  est  un  mou- 
vement par  rapport  au  soleil,  car,  dans  les  cas  très  rares  oà  les  mou- 
vements stellaires  se  montrent  sensiblement  différents,  vus  de  la  terre 
et  du  soleil,  on  rapporte  toujours  au  soleil  le  mouvement  observé.  Cela 
se  fait  sans  aucune  difficulté. 

11  nous  est  donc  permis  de  dire  que  le  point  0  de  la  fig.  4  représente 
le  soleil,  considéré  comme  immobile.  Les  mouvements  privilégiés  des 
étoiles  sont  alors  représentés  par  les  flèches  AB,  CD,  EF 

Mais  si  Ton  vient  maintenant  à  demander:  le  soleil  est-il  réellement 
en  repos  ?  notre  réponse  sera  :  nous  n'en  savons  rien  aoec  certitude  et 
nous  ne  le  saurons  jamais,  à  moins  que  l'espoir  ne  se  réalise  de  ces 


ments  stellaires.  Notre  supposition  revient  donc  à  admettre  qne  dans  toutes  les 
directions  la  distance  moyenne  des  étoiles  à  notre  système  solaire  est  la  même, 
et  que  la  vitesse  moyenne  de  leurs  déplacements  est  la  même  aussi. 
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quelques  physiciens,  qui  ne  d&espèrent  pas  de  découvrir  un  corps  abso- 
lument immobile.  Mais  vous  me  permettrez  de  ne  pas  entrer  dans  ces 
considérations. 

Figurez-vous  deux  trains  de  chemin  de  fer  arrêtés  dans  une  station. 
Un  voyageur  assis  à  une  fenêtre  de  Tun  des  deux  voit  Tautre  passer  à 
côté  de  lui.  Mais  il  ignore  si  c'est  l'autre  train  qui  se  met  en  mouvement, 
ou  bien  si  c'est  celui  dans  lequel  il  se  trouve  qui  se  meut  en  sens  inverse  \ 
et  même  il  se  pourrait  qu'ils  se  soient  mis  en  mouvement  tous  les  deux 
à  la  fois.  Son  doute  est  parfaitement  motivé.  Il  ne  voit  en  somme  que  le 
mouvement  relatif  des  deux  trains,  et  dans  cette  observation  il  n'y  a 
rien  qui  lui  permette  de  conclure  à  son  propre  état  de  repos.  Nous 
savons  tous  par  expérience  combien  il  est  aisé  de  se  faire  illusion  à 
ce  sujet. 

H  en  est  tout  à  fait  de  même  dans  le  cas  qui  nous  occupe.  Pour  nous, 
qui  sommes  placés  sur  la  terre,  les  étoiles  passent  à  côté  de  nous ,  de 
préférence  dans  une  direction  venant  d'Hercule.  Mais  il  se  peut  tout  aussi 
bien  que  ce  soit  l'inverse  qui  a  lieu  en  réalité:  que  cette  préférence 
des  mouvements  stellaires  pour  une  direction  déterminée  n'est  qu'une 
illusion,  et  que  c'est  nous-mêmes  qui  nous  déplaçons  en  sens  inverse, 
c.  à  d.  vers  la  constellation  d'Hercule,  avec  la  terre,  le  soleil  et  notre 
système  solaire  tout  entier. 

Et  dans  les  mouvements  que  nous  observons  il  n'y  a  rien  qui  nous 
permette  de  conclure  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  interprétations 
est  la  vraie. 

Ce  sont  donc  d'autres  considérations  qui  devront  nous  guider;  or 
voici  une  pareille  considération. 

Chaque  étoile  du  firmament  est  un  soleil,  et  notre  soleil  n'est  pas 
même  un  des  plus  grands  parmi  la  légion  d'étoiles.  J^a  grande  impor- 
tance qu'a  pour  nous  le  soleil  tient  uniquement  à  ce  qu'il  est  l'étoile 
fixe  la  plus  rapprochée  de  nous.  Quelle  raison  y  aurait-il  donc  d'admettre 
que  notre  soleil  fût  la  seule  étoile  réellement  fixe  ? 

11  y  au  contraire  une  raison  pour  ne  pas  l'admettre.  En  effet,  si  le 
soleil  avait  été  en  repos  à  un  instant  déterminé ,  l'attraction  de  toutes 
les  étoiles  aurait  dû  le  remettre  en  mouvement  depuis.  L'immobilité 
du  soleil  ne  peut  durer  qu'un  moment. 

Il  n'y  a  qu'un  point  dans  tout  le  système  stellaire  dont  on  ne  puisse 
pas  dire  la  même  chose.  Ce  point  est  le  centre  de  gravité  de  tout  le 
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système.  Ce  point,  une  fois  en  repos,  doit  le  rester  indétiniraent  *). 

Il  est  donc  naturel  et  logique  de  rapporter  tous  les  mouvements  dans 
le  grand  système  stellaire  au  centre  de  gravit(^  de  ce  système. 

C'est  ainsi,  et  pour  un  même  motif,  que  Newton  rapporta  tout 
mouvement  dans  notre  système  planétaire  au  centre  de  gravite  de  ce 
système.  Tout  comme  il  admit  Timmobilité  du  centre  de  gravite  du  petit 
système  solaire,  nous  admettons  ici  Timmobilit*^  du  centre  de  gravite  du 
grand  système  stellaire,  c.  à  d.  de  Tensemble  des  étoiles  que  nous  voyons 
à  travers  nos  lunettes. 

Mais  en  agissant  ainsi  nous  déclarons  fausse  le  représentation  de  la 
fig.  4,  où  le  soleil  est  supposé  immobile.  Là  les  étoiles  de  tout  le  sy- 
stème se  déplacent  en  majorité  dans  une  même  direction.  Il  faut  donc 
quMl  en  soit  de  même  du  centre  de  gravite.  Ce  mouvement  n'est  donc 
pas  réel. 

Mais  alors  il  faut  que  ce  soit  le  soleil  qui  se  déplace  avec  la  même 
vitesse,  mais  en  sens  contraire;  c.  à  d.  que  le  soleil  doit  avoir  le  mou- 
vement indiqué  par  la  flèche  OX,  un  déplacement  vers  la  constellation 
d'Hercule,  tandis  que  Texistence  d'une  direction  favorisée  parmi  les 
déplacements  des  étoiles  n'est  qu'une  illusion. 

Récapitulons  ce  qui  vient  d'être  dit  jusqu'ici: 

Nous  avons  constaté  qu'une  certaine  régularité  est  cachée  dans  l'en- 
trecroisement, inextricable  en  apparence,  des  mouvements  des  étoiles, 
tels  que  no«s  les  voyons  projetés  sur  la  sphère  céleste  :  il  est  vrai  que 
toutes  les  directions  sont  représentées,  mais  on  reconnaît  pourtant,  en 
chaque  point  du  ciel,  une  certaine  préférence  pour  une  direction  déter- 
minée. 

Ces  directions  privilégiées  présentent  cette  particularité  qu'elles  s'écar- 
tent d'un  même  point  du  ciel,  situé  dans  la  constellation  d'Hercule. 

Ce  fait  peut  être  interprêté  de  deux  manières  : 
ou  bien  :  Les  étoiles  se  meuvent  dans  l'espace  dans  toutes  les  directions, 
mais  on  y  reconnaît  néanmoins  un  grand  courant  universel , 
qui  fait  passer  le  système  stellaire  à  côté  du  soleil  immobile, 
dans  une  direction  qui  va  de  la  constellation  d'Hercule  vers 
nous  ; 


*)  Il  n'en  serait  pas  ainsi  évidemment  s'il  existait  d'autres  systèmes  stellaires 
encore  que  le  grand  système  que  nous  connaissors.  Mais  j'ai  crû  qu'il  valait 
mieux  ne  pas  parler  ici  de  pareils  systèmes,  purement  hypothétiques. 
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OU  bien:    Le  soleil  se  meut,  et  les  mouvements  réels  des  étoiles  nont 
pas  de  résultante  ;  c.  à  d.  qu'il  n'y  a  aucune  direction  qui  soit 
mieux  représentée  que  les  autres,  et  les  étoiles  se  meuvent , 
pour  autant  que  nous  sachions  en  ce  moment,  sa7ts  aucun 
ordre. 
C'est  la  dernière  manière  de  voir  qui  est  évidemment  la  seule  ration- 
nelle, et  nous  en  arrivons  ainsi  à  reconnaître  le  fait,  important  au  plus 
haut  points  du  mouvement  propre  du  soleil,  et  avec  lui  de  notre  système 
planétaire  tout  entier,  à  travers  l'espace    Ce  fait  fut  reconnu ,  moitié 
par  intuition,  par  F.  W.  Herschel,  rejeté  comme  insuffisamment  établi 
par  Bessel,  et  définitivement  démontré  par  M.  Ahgelandeu. 

Le  point  vers  lequel  le  soleil  se  dirige  dans  son  mouvement,  situé 
dans  la  constellation  d'Hercule,  est  ordinairement  appelé  V Apex  du 
mouvement  solaire,  ou  apex  tout  court. 

Yoilà  donc  que  la  seule  régularité ,  constatée  jusqu'ici  dans  les  mou- 
vements stellaires,  n'est  en  somme  que  la  reproduction  du  mouvement 
de  notre  système  solaire  dans  Tespace.  Au  sujet  de  la  constatation 
d'une  régularité  dans  les  mouvements  réels  des  étoiles  nous  ne  sommes 
donc  pas  plus  avancés.  Dans  ces  mouvements  réels  nous  n'avons  trouvé 
jusqu'ici  aucune  trace  d'ordre. 

Remarquons  pourtant  que  nous  sommes  partis  de  cette  hypothèse 
(voir  p.  XXXV),  que  la  régularité  qui  se  manifeste  dans  les  mouvements 
„consiste  en  ceci,  qu'en  tous  les  endroits  du  ciel  il  y  a  une  seule  direc- 
tion qui  est  mieux  représentée  que  toutes  les  autres''.  C'est  cette  sup- 
position qui  nous  a  conduit  à  faire  usage  de  la  résultante.  Cette  résul- 
tante a  l'avantage  de  déterminer,  d'une  façon  nette  et  précise,  la  direction 
principale  du  mouvement;  c'est  ce  qui  a  rendu  son  emploi  fertile;  elle 
nous  a  permis  d'établir  le  mouvement  du  soleil  à  travers  Fespace.  Mais 
il  est  évident  que  la  considération  de  la  résultante  ne  peut  pas  être 
substituée  complèfeme7it  à  la  considération  des  mou vernents  eux-mêmes, 
car  elle  ne  tient  pas  compte  de  toute  autre  régularité  possible. 

Et  pourtant  on  conçoit  que  d'autres  régularités  ne  sont  pas  exclues 
a  priori. 

Ainsi,  par  exemple,  il  se  pourrait  qu'à  côté  d'une  préférence  pour 
une  certaine  direction,  il  y  eût  aussi  une  préférence  pour  un  mouve- 
ment parallèle  à  un  certain  plan,  en  particulier  parallèle  au  plan  de  la 
Voie  lactée.  Une  pareille  éventualité  est  même  assez  probable  a  priori , 
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car  elle  expliquerait  comment  il  se  fait  qu'il  existe  encore  toujours  une 
Voie  lactée. 

La  Voie  lactée  est  cette  large  bande  du  ciel,  qui  est  beaucoup  plus 
riche  en  étoiles  que  le  reste  de  la  voûte  céleste^  et  qui  nous  apparaît 
pour  cette  raison  comme  une  bande  lumineuse  au  firmament. 

Or,  s'il  est  vrai  que  les  mouvements  stellaires  s'effectuent  dans  toutes 
les  directions,  sans  préférence  aucune,  il  semble  qu'au  bout  d'un  cer- 
tain temps  la  Voie  lactée  doive  se  dissiper  complètement.  Cela  peut 
durer  des  millions  d'années,  mais  cela  paraît  inévitable.  Et  comme  il  y 
a  tout  lieu  de  croire  que  le  monde  céleste  existe  déjà  des  millions 
d'années,  dans  l'état  à  peu  près  oii  nous  le  connaissons,  il  est  assez 
étonnant  même  que  cette  dissipation  de  la  Voie  lactée  ne  soit  pas  depuis 
longtemps  un  fait  accompli. 

Un  mouvement  systématique  des  étoiles  parallèlevient  au  plan  de  la 
Voie  lactée  rendrait  compte  de  sa  persistance. 

De  pareilles  considérations  ont  fait  que  M.  Schonfeld,  et  bien  d'au- 
tres encore  après  lui ,  se  sont  occupés  d'examiner  si  le  système  stellaire 
tout  entier  ne  serait  pas  animé  par  hasard  d'une  révolution  autour  de 
Taxe  de  la  Voie  lactée.  Moi-même  j'ai  poursuivi  cette  idée,  il  y  a  deux 
ans,  d'une  façon  plus  générale,  et  j'ai  tâché  de  découvrir  une  préférence 
possible  pour  des  mouvements  dans  des  plans  parallèles  à  la  Voie  lactée, 
ces  mouvements  étant  pour  le  reste  sans  ordre  dans  ces  plans  mêmes. 

On  peut  dire  qu'on  n'a  pas  constaté  de  traces  certaines  de  la  rota- 
tion de  Schonfeld.  Et  de  même  les  traces  que  j'ai  pu  trouver  de  la 
préférence  que  j'avais  présumée  sont  tellement  faibles  que  je  n'ai  pas  crû 
devoir  publier  mes  résultats. 

11  semble  donc  qu'il  soit  nécessaire  de  suivre  une  voie  plus  directe. 

Voilà  pourquoi  nous  ne  continuerons  pas  à  baser  de  nouveaux  raison- 
nement sur  les  considérations  de  tantôt,  mais  nous  reprendrons  la  ques- 
tion ah  ovo.  Seulement  nous  admettrons  désormais  comme  fait  établi 
(|ue  notre  système  solaire  se  meut  à  travers  l'espace.  Et  nous  allons 
maintenant: 

a.  examiner  comment  doivent  se  présenter  à  nous  les  mouvements 
astronomiques  des  étoiles,  quand  ils  sont  réellement  désordonnés,  mais 
sont  observés  d'une  station  qui  se  déplace  dans  l'espace;  c'est  ce  que 
j'appellerai  la  distribution  Idéale  des  mouvements  propres; 

6.  examiner  si  la  distribution  réelle  des  mouvements  propres  obser- 
vés s'accorde,  oui  ou  non,  avec  une  pareille  distribution  idéale. 
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Si  cet  accord  existe  en  effet,  il  n'y  aura  pas  pour  nous  la  moindre 
raison  de  douter  du  désordre  absolu  des  mouvements  réels.  Mais  si 
l'accord  entre  la  distribution  réelle  des  mouvements  et  la  distribution 
idéale  n'*existe  pas  y  nous  aurons  la  preuve  que  nous  n'avons  jdo*  affaire 
à  des  mouvements  absolument  désordonnés,  et  il  y  aura  lieu  de  cher- 
cher des  indications  au  sujet  de  la  voie  à  suivre  pour  pénétrer  la  signi- 
fication réelle  des  écarts  trouvés. 

Figurons-nous  un  groupe  d'étoiles  très  rapprochées  sur  la  voûte 
céleste,  tellement  rapprochées  que  nous  pouvons  supposer  que  nous  les 
voyons  au  même  point  S  du  ciel  (fi  g.  5). 

S 

a   i 


[Apex]  a 


[Apex]  a 


Fig.  5. 


Si  les  mouvements  stellaires  vrais  sont  effectivement  désordonnés, 
il  faut  qu'ils  soient  distribués  en  quelque  sorte  de  la  façon  re- 
présentée par  la  fig.  5  P;  toutes  les  directions  doivent  être  à 
peu  près  également  représentées,  sans  aucun  avantage  pour  Tune 
d'entr'elles. 

Les  étoiles  que  vous  voyez  ici  groupées  en  S  se  déplacent  en  35000 
ans  de  S  vers  les  points  A,  B,  C  etc.  de  la  voûte  céleste.  Si  nous  ne 
nous  mouvions  pas  avec  notre  système  solaire,  nous  verrions  ces  dépla- 
cements se  produire  ainsi.  Mais,  puisque  notre  système  solaire  se  déplace 
dans  la  direction  xx,  il  semble  que  les  étoiles  rétrogradent  dans  la  direc- 
tion otx.  Ainsi,  en  même  temps  que  nous  voyons  les  étoiles  effectuer  les 
mouvements  réels  SA,  SB,  . . .  . ,  nous  les  voyons  reculer,  avec  cette 
conséquence  qu'elles  atteignent  non  pas  les  points  A,  B,  C,  ,  .  .  .  mais 
les  points  a,  b,  (?,.... 
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Les  mouvements  que  nous  observons  ne  sont  donc  pas  les  mouvements 
réels  SA^  SB.  .  .  ,  mais  les  déplacements  Sa,  Sb^  que  j'ai  tracés  sépa- 
rément dans  la  fig.  5  Q. 

Nous  pouvons  donc  dire: 

si  le>s  mouvements  réels  des  étoiles  s'effectuent  sans  aucun  ordre, 
comme  dans  la  fig.  5  F, 
et  si  nous  autres,  habitants  de  la  terre,  nous  sommes  emportés  à  tra- 
vers l'espace  avec  le  soleil  et  tout  le  système  planétaire, 
à  nos  yeux  les  mouvements  stellaires  en  un  point  du  ciel  doivent 
paraître  distribués  comme  dans  la  fig.  5  Q. 

La  fig.  5  Q  donne  ainsi  la  distribution  idéale  des  mouvements  pro- 
pres. On  reconnaît  nettement  dans  cette  figure  une  prédominence  de 
la  direction  Sx,  c,k  d.  d'une  direction  s'éloignant  de  Tapei^.  Les  mou- 
vements dans  cette  direction  ne  sont  pas  seulement  les  plus  nombreux, 
il  sont  encore  les  plus  forts;  et  tout  ceci  est  d'accord  avec  ce  que  j'ai 
dit  dans  la  première  partie  de  ma  conférence. 

Pour  ne  pas  trop  compliquer  la  figure,  je  n'y  ai  marqué  qu'une 
douzaine  d'étoiles.  Dans  un  examen  quelque  peu  détaillé  on  en  aura 
aisément  une  centaine  ou  plus,  et  T enchevêtrement  des  lignes  rend  alors 
le  tracé  confus.  On  obtient  une  image  bien  meilleure  et  bien  plus 
intuitive  en  traçant  à  partir  du  point  S,  comme  dans  la  fig.  5  R,  une 
douzaine  de  droites,  à  des  distances  angulaires  égales,  et  en  portant  sur 
chacune  d'elle  la  somme  de  tous  les  déplacements  contenus  dans  le  dou- 
zième environnant.  En  reliant  enfin  par  des  droites  les  extrémités  des. 
rayons  ainsi  tracés ,  on  obtient  une  figure  dans  le  genre  de  la  fig.  5  R. 
Une  pareille  figure,  je  l'appellerai  tout  simplement  une/^wr^  MP, 

Dans  le  cas  ici  considéré  de  mouvements  absolument  désordonnés,  il 
faut  évidemment  que  ces  figures  AfP  soient  symétriques  par  rapport  à 
la  ligne  xx,  passant  par  l'apex.  En  effet,  si  dans  la  fig.  5  P  les  mouve- 
ments sont  réellement  désordonnés,  il  faut  que  de  part  et  d'autre  de 
toute  droite  passant  par  S  les  mouvements  propres  soient  représentés  à 
peu  près  en  nombre  égal  et  avec  la  même  grandeur.  S'il  n'en  était  pas 
ainsi,  et  s'il  y  avait  p.  ex.  un  plus  grand  nombre  de  déplacements  au 
dessus  de  xx  qu'au  dessous,  il  y  aurait  une  nréférence  pour  des  mou- 
vements propres  dirigés  vers  le  haut,  et  l'irrégularité  des  mouvements 
ne  serait  plus  parfaite. 

Or,  comme  nous  l'avons  dit,  le  mouvement  propre  du  soleil  fait 
rétrograder  tous  les  points  A,  H,  C.  .  .  .  dans  la  direction  opposée  Sx. 
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Par  là  est  rompue  la  symétrie  de  la  figure  par  rapport  à  une  ligne  S^ 
p.  ex.,  puisque  la  rétrocession  vers  la  droite  donne  la  prédominance 
aux  déplacements  vers  la  droite  de  Sj/.  11  est  clair  qu'on  peut  dire  la 
même  chose,  à  un  degré  plus  ou  moins  fort,  de  toute  autre  ligne,  sauf 
de  la  droite  xx.  Des  deux  cotés  de  celle-ci  s'opère  identiquement  la 
même  chose.  La  fig.  5  Q,  dans  laquelle  la  fig.  5  P  est  transformée  par 
le  mouvement  solaire,  est  donc  symétrique  par  rapport  à  la  ligne  ûcx, 
comme  je  le  disais. 

Pour  un  manque  d'ordre  absolu  des  mouvements  stellaires,  les  figu- 
res MP  doivent  donc  ressembler  assez  bien  à  la  fig.  5  R,  <??>  la  â/roife 
dirigée  vers  Vapex  eut  un  axe  de  symétrie. 

On  comprendra  d'ailleurs  aussi,  sans  plus  ample  démonstration,  que 
le  rayon  Sx  doit  être  le  plus  grand  et  qu'à  partir  de  celui-là  le  rayon 
doit  aller  graduellement  en  diminuant. 

En  résumé: 

Si  les  mouvements  stellaires  s'effectuent  sans  ordre,  les  figures  MP 
doivent  présenter  : 

un  seul  axe  de  symétrie,  qui  doit  passer  par  S  et  par  Tapex; 

un  seul  rayon  maximum  dans  la  direction  opposée  à  l'apex. 

Nous  avons  à  examiner  maintenant  si  la  distribution  des  mouvements 
propres,  telle  que  nous  l'observons  en  réalité,  s'accorde  oui  ou  non 
avec  cette  figure.  S'il  y  accord  entre  les  deux  il  n'y  a  aucune  raison  de 
douter  du  désordre  des  mouvements.  Mais  si  cet  accord  n'existe  ;?«^ , 
nous  y  verrons  la  preuve  qu'il  y  a  dans  ces  mouvements  une  certaine 
régularité. 

Pour  rendre  la  comparaison  encore  plus  aisée,  j'ai  laissé  en  blanc, 
à  la  partie  inférieure  de  la  figure  MP  (fig.  5  R),  un  secteur  de  00 
et  j'ai  noirci  le  secteur  symétrique  de  la  moitié  supérieure  de  la  figure; 
le  reste  de  la  moitié  supérieure  est  resté  blanc  et  la  partie  symétrique 
inférieure  a  de  nouveau  été  noircie.  S'il  y  a  symétrie  (comme  cela  a 
réellement  lieu  dans  la  fig.  5  R),  la  figure  a  autant  de  blanc  que  de  noir, 
et  les  portions  blanches  et  noires  sont  égales  deux  à  deux. 

La  fig.  6  fait  voir  comment  il  est  satisfait  à  cette  condition  de  symé- 
trie sur  la  voûte  céleste. 

Pour  ne  pas  surcharger  la  figure,  j'ai  représenté  seulement  10  des 
28  tracés  MP  que  j'ai  construits;  j'ai  pris  ceux  qui  montrent  le  mieux 
la  particularité  sur  laquelle  je  désire  attirer  l'attention. 


o 
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Un  fait  déjà  bien  remarquable,  c'est  que  les  tracés  les  plus  carac- 
téristiques ont  tons  été  obtenus  dans  des  régions  voisines  des  pôles  de 
la  Voie  lactée,  et  qu'iV*  sont  à  peu  près  identiques.  Les  tracés  II,  III, 
IV  avoisinent  le  pôle  Sud  de  la  Voie  lactée,  les  tracés  VII  à  Xtll 
le  pôle  Nord  '). 


Fig.  6. 

On  remarque  immédiatement  que  près  du  pôle  Nord  de  la  Voie 
lactée  ce  sont  les  secteurs  noirs  qui  prédominent,  près  du  pôle  Sud  les 
secteurs  blancs. 


')  Pour  rhemisphère  Sud,  à  partir  de  20°  ou  30**  de  déclinaison  sud,  les 
données  relatives  aux  mouvements  propres  sont  fort  insuffisantes.  C'est  pour  cette 
raison  que  mes  recherches  ne  portent  que  sur  des  étoiles  comprises  entre  la 
déclinaison  —  30**  et  le  pôle  Nord.  Voilà  comment  il  se  fait  que  dans  le 
voisinage  du  pôle  Sud  de  la  Voie  lactée  les  tracés  sont  moins  nombreux. 
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Au  premier  coup  d'oeil  les  parties  qui  sont  di5tournées  de  Tapex  (j 'ai  place 
celui-ci  au  centre  du  dessin)  attirent  surtout  Tattention.  Ainsi  p.  ex.  la 
grande  portion  noire  de  XII  est  manifestement  plus  grande  que  la  portion 
blanche  correspondante.  Mais,  en  y  regardant  de  près,  on  constate  que  du 
côté  tourné  vers  Fapex  la  dissymétrie  n'est  pas  moins  grande.  La  petite 
portion  noire  deXlI  est  incomparablement  plus  grande  que  le  champ  blanc 
correspondant.  Nous  retrouvons  la  même  chose  dans  tous  les  tracés  voisins 
du  pôle  Nord.  Près  du  pôle  Sud  nous  observons  précisément  le  contraire. 

Ainsi  donc: 

Les  figures  Mfy  qui  reproduisent  les  mouvements  propres  réellement 
observés,  n'offrent  aucun  axe  de  symétrie,  du  moins  passant  par  le 
véritable  centre  8  (voir  %.  5  R)  de  la  figure,  c.  à  d.  par  Tapex.  Les 
figures  sont  pour  ainsi  dire  brisées. 

De  plus  la  longueur  des  rayons  n'augmente  pas  régulièrement  à  me- 
sure qu'on  s'éloigne  de  4Sjs  ;  il  y  a  plutôt  deux  maxima. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que,  dans  le  cas  d'un  désordre  complet  des 
mouvements  vrais,  les  figures  MP  devraient  présenter: 

un  seul  axe  de  symétrie  passant  par  l'apex , 

un  seul  rayon  maximum  détourné  de  l'apex. 
Nous  trouvons  au  contraire: 

aucun  axe  de  symétrie,  et 

deux  rayons  maxima. 

Nous  concluons  donc: 

Les  mouvements  vrais  ne  s^ effectuent  pas  sans  ordre. 

Nous  voyons  percer  une  certaine  régularité  réelle.  Quelle  est  main- 
tenant cette  régularité? 

Une  des  voies  différentes  que  j'ai  suivies  pour  tâcher  de  m'en  faire 
une  idée  est  la  suivante.  Je  sais  bien  qu'elle  n'est  pas  à  Tabri  de  toute 
objection,  mais  pour  le  moment  il  s'agissait  uniquement  d'obtenir  quel- 
que indication.  Cette  indication  une  fois  obtenue,  il  n'est  pas  bien  diffi- 
cile de  développer  une  théorie  exacte. 

Dans  la  figure  idéale  5  R  on  peut  se  figurer  que  la  ligne  de  symétrie 
se  compose  de  deux  parties.  L'une  Sx  est  la  ligne  de  symétrie  des  étoiles 
qui  s'éloignent  de  l'apex,  et  que  j'appellerai  les  étoiles  à  mouvement 
direct-,  l'autre  Sx  est  celle  des  étoiles  qui  se  rapprochent  de  l'apex,  ou 
à  mouvement  rétrograde.  Ces  deux  droites  sont  dans  le  prolongement 
l'une  de  l'autre,  et  passent  par  l'apex. 
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Dans  les  figures  MP  de  la  figure  6,  les  droites  passant  par  l'apex, 
que  j'ai  quelque  peu  prolongées,  ne  sont  plus,  comme  ou  voit,  les 
vrais  axes  de  symétrie.  Il  semble  que  les  étoiles  à  mouvement  direct 
aient  pour  elles-mêmes  un  axe  de  symétrie,  mais  il  est  dirigé  autrement. 
Ce  sont  à  peu  près  les  lignes  que,  dans  la  figure  6,  j'ai  indiquées  par  des 
flèches.  De  même,  bien  qu'à  un  degré  plus  faible,  les  étoiles  rétrogra- 
des possèdent  un  axe  de  symétrie  propre,  que  j'ai  également  indiqué, 
avec  une  aj)proximation  grossière,  par  des  flèches.  Mais  ces  deux  axes 
de  symétrie  ne  sont  plus  dans  le  prolongement  l'un  de  Tautre;  ils  fout 
entr'eux  un  certain  angle  '). 

Les  figures  MV  ne  présentent  pas  seulement  deux  axes  de  symétrie, 
elles  ofl*rent  aussi  deux  rayons  maxima. 

Pour  toutes  les  figures  MF  dont  je  disposais,  et  dont  je  n'ai  reproduit 
qu'une  dizaine  sur  la  figure  6,  j'ai  déterminé  avec  soin  les  axes  de 
symétrie  pour  les  deux  groupes  d'étoiles.  J'ai  indiqué  ensuite  ces  axes 
sur  un  globe  céleste  et  j'ai  pu  constater  alors  nettement  ce  fait: 

1.  que  les  axes  de  symétrie  des  étoiles  directes^  pris  isolément  et  pro- 
longés en  sens  inverse,  divergent,  à  très  peu  près,  d'un  même  point 
du  ciel; 

2.  que  les  axes  de  symétrie  des  étoiles  rétrogrades  y  pris  isolément, 
présentent  une  propriété  analogue  ^). 

La  fig.  6  montre  clairement  qu'il  en  est  ainsi,  car  les  flèches  du  côté 
du  mouvement  direct  indiquent  réellement  des  directions  qui  s'écartent 
exactement  d'un  même  point  F  du  ciel.  Il  en  est  de  même  des  flèches  du 
côté  rétrograde.  J'ai  déjà  fait  remarquer,  et  on  le  voit  clairement,  que 
ees  directions  coïncident  à  peu  près  avec  les  axes  de  symétrie  partiels. 

Ce  fait  nous  apprend  pour  ainsi  dire  tout  naturellement  la  significa- 
tion probable  du  phénomène  observé.  Nous  avons  vu  tantôt  que,  si  le 
soleil  se  meut  à  travers  un  système  d'étoiles  qui  se  déplacent  sans  aucun 
ordre,  les  figures  MF  doivent  présenter  un  seul  axe  de  symétrie,  un 
seul  rayon  maximum  et  un  seul  point  de  divergence  des  axes  de  symé- 
trie. Mais  cette  conclusion,  nous  pouvons  la  formuler  d'uue  autre 
manière  encore,  et  cela  est  nécessaire  pour  les  considérations  qui  suivront. 


')  A  cause  de  l'inclinaison  de  ces  deux  directions  l'une  sur  l'autre,  il  nW 
plus  tout  à  fait  exact  de  parler  de  mouvement  direct  et  de  mouvement 
rétrograde.  Aussi  ne  doit-on  pas  attendre  une  grande  précision  de  cette  méthode. 

')  Les  deux  points  de  divergence  sont  distants  d'environ  140°. 
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Dans  la  première  partie  de  ma  couférence  j'ai  dit  que  les  observa- 
tions s'expliquent  tout  aussi  bien  en  admettant  un  mouvement  de 
notre  système  solaire  dans  la  direction  de  la  constellation  d'Hercule, 
qu'en  admettant  que  le  soleil  est  immobile  et  que  les  mouvements  des 
étoiles  consistent  en  partie  en  un  courant  dans  la  direction  opposée.  11 
s'ensuit  que  nous  pouvons  tout  aussi  bien  dire  qu'un  courant  stellaire 
où  les  trajectoires  ont  une  tendance  à  être  parallèles  est  caractérisé  par 
des  figures  MP  offrant  un  seul  axe  de  symétrie,  un  seul  rayon  maximum 
et  un  seul  point  de  divergence.  En  réalité  nous  trouvons  des  figures  MP 
avec  deux  axes  de  symétrie,  deux  maxima,  deux  points  de  divergence. 

La  conclusion  s'impose  donc  : 

11  y  a  deux  courants  stellaires  dans  lesquels  les  étoiles  se  meuvent 
suivant  des  trajectoires  de  préférence  parallèles.  Tels  que  nous  les  obser- 
vons, ces  deux  courants  ont  des  directions  qui  forment  entr'elles  un 
angle  d'environ  140°  (distance  des  points  de  divergence). 

Je  dis  tels  que  nous  les  observons,  parce  que  le  mouvement  observé 
ne  peut  représenter  le  mouvement  réel  que  dans  le  cas  où  le  système 
solaire  est  lui-même  immobile.  Or  cela  est  inadmissible,  ainsi  que  je 
l'ai  déjà  exposé  plus  haut.  Nous  nous  trouvons  donc  devant  cette 
question:  jusqu'à  quel  point  ces  mouvements  s'expliquent-ils  par  un 
déplacement  de  notre  système  solaire? 

Dans  cette  question ,  il  se  présente  une  difiiculté  que  nous  ne  rencon- 
trerions pas,  s'il  n'y  avait  qu'un  seul  courant  stellaire.  Un  seul  courant, 
en  effet,  nous  venons  de  le  voir,  peut  parfaitement  s'expliquer  en  ad- 
mettant que  le  système  solaire  se  meut  e?i  sens  contraire.  Mais  mainte- 
nant que  nous  avons  deux  courants,  cette  explication  ne  suffit  j»/«^.  11 
est  en  effet  impossible  que  le  soleil  se  meuve  à  la  fois  en  sens  inverse 
de  deux  directions,  orientées  d'une  façon  tout  à  fait  diflérente. 

Et  pourtant  le  soleil  doit  avoir  un  mouvement  dans  l'espace,  dont 
nous  devons  trouver  le  reflet  dans  les  mouvements  des  étoiles.  11  faut 
que  les  étoiles  semblent  s'écarter  du  point  vers  lequel  le  soleil  se  dirige. 
Mais  il  faut  maintenant  en  outre  qu'il  existe  un  certain  ordre  dans  les 
mouvements  réels  des  étoiles. 

Comment  séparer  ces  deux  éléments? 

D'une  manière  bien  simple.  Il  suffit  de  rapporter  tous  les  mouvements 
au  centre  de  gravité  du  système  stellîiire. 

Le  temps  ne  nie  permet  pas  de  vous  exposer  la  façon,  très  simple 
du  reste ,  dont  cette  opération  peut  s'efi*ectuer.  Je  me  contenterai  de 
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VOUS  communiquer  le  résultat,  pour  le  cas  où  les  étoiles  sont  également 
partagées  entre  les  deux  courants.  Dans  ce  cas: 

1*^.  le  mouvement  du  soleil  se  déduit  encore  de  la  résultante  totale, 
et  est  donc  encore  tel  que  nous  l'avons  trouvé  tantôt; 

2,^.  les  courants  principaux  dans  les  mouvements  propres  des  étoiles 
ont  des  directions  dia7nétralement  opposées ,  et  il  est  aisé  d'indiquer  quelle 
est  leur  direction. 

J'ai  déjà  dit  que  la  manière  dont  nous  arrivons  à  ce  résultat  n'est  pas 
rigoureuse;  mais  cela  n'importe  guère.  Une  fois  en  possession  de  cette 
idée,  ne  fftt-elle  qu'une  conjecture^  que  la  distribution  singulière  des 
mouvements  propres  est  la  conséquence  des  deux  courants  (dont  les 
directions  sont  alors  nécessairement  diamétralement  opposées),  tandis 
que  notre  système  solaire  se  déplace  dans  une  autre  direction,  la  ques- 
tion de  la  détermination  de  ces  directions,  et  aussi  des  vitesses ,  peut  être 
résolue,  en  toute  rigueur  et  sans  grande  difficulté,  à  l'aide  de  quelques 
hypothèses  bien  simples.  Et  cette  théorie  rigoureuse  nous  apprend  qu^en 
efFet  la  singularité  observée  dans  la  distribution  des  mouvements  propres 
s'explique  d'une  manière  fort  satisfaisante.  On  retrouve  que  le  mou- 
vement du  système  solaire  est  dirigé  vers  la  constellation  d'Hercule  ; 
de  plus,  un  des  courants  principaux  se  dirige  à  peu  près  vers  l'étoile  § 
d'Orion,  et  l'autre  est  dirigé  vers  un  point  diamétralement  opposé  de 
la  voûte  céleste. 

Je  ne  prétends/<w  que  les  étoiles  se  meuvent  exclusivement  dans  Tune 
ou  l'autre  de  ces  deux  directions  ;  je  ne  fais  qu'affirmer  que  dans  ces  deux 
directions  il  se  meut  un  plus  grand  nombre  d'étoiles  que  dans  d'autres.  ') 
Le  nombre  des  étoiles  dont  la  direction  de  mouvement  s'écarte  de  cel- 
les-là devient  de  plus  en  plus  petit  à  mesure  que  l'écart  est  plus  grand. 

On  peut  aisément  s'imaginer  que  le  phénomène  est  le  résultat  de  la 
pénétration  de  deux  essaims  d'étoiles.  Cette  pénétration  serait  même 
tellement  avancée  que,  de  notre  point  de  vue,  nous  voyons  dans  toutes 
les  directions  des  membres  de  ces  deux  essaims. 

Toute  cette  théorie  est  basée  sur  l'observation  astronomique  des  mou- 
vements propres  des  étoiles. 


')  Dans  toute  cette  discussion  nous  admettons  une  distribution  symétrique  des 
directions  des  mouvements  dans  l'espace  autour  de  l'axe  principal  des  deux 
courants  opposés.  Notre  connaissance  encore  fort  imparfaite  de  ces  mouvements 
nous  oblige  à  faire  cette  hypothèse. 
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Le  temps  me  manque  pour  vous  exposer  comment  cette  théorie  peut 
être  soumise  à  un  contrôle  au  moyen  d'observations  de  toute  autre 
nature,  notamment  à  l'aide  de  données  fournies  par  le  spectroscope. 
Je  me  contenterai  de  dire  que  ces  données  d'observation ,  pour  autant 
qu'elles  ont  été  publiées,  sont  encore  trop  peu  nombreuses  pour  donner 
des  résultats  décisifs.  Cependant,  ce  que  Ton  peut  en  déduire  est  d'ac- 
cord avec  la  théorie  que  je  viens  de  développer. 

La  preuve  décisive  ne  pourra  être  fournie  que  quand  l'observa- 
toire de  Lick  aura  publié  toutes  les  données  qu'on  y  a  déjà  recueillies. 
Mais  toutes  mes  tentatives  pour  provoquer  une  pareille  publication,  ou 
même  pour  engager  l'astronome  de  Lick  à  se  servir  de  ses  données 
pour  soumettre  la  théorie  à  un  contrôle,  ont  malheureusement  échoué. 

Et  cela  est  fort  regrettable.  Car,  si  la  théorie  se  vérifiait,  il  y  aurait 
lied  d'entreprendre  beaucoup  de  nouvelles  recherches,  pour  trouver  la 
réponse  à  des  questions  comme  les  suivantes: 

Devons-nous  nous  figurer  que  primitivement  l'espace  était  traversé 
par  deux  essaims  indépendants  d'étoiles,  dans  le  genre  de  ceux  que  nous 
connaissons,  à  une  plus  petite  échelle,  dans  les  courants  de  météorites? 
Que  ces  essaims  se  sont  rencontrés  à  une  époque  fort  reculée  et  ont 
pénétré  l'un  dans  l'autre?  Et  enfin  que  les  écarts  dans  les  directions 
et  dans  les  vitesses  ont  pris  naissance  par  des  attractions  mutuelles,  soit 
entre  membres  d'un  même  courant,  soit  de  membres  d'un  des  courants 
sur  des  membres  de  l'autre  ? 

Et  s'il  en  est  réellement  ainsi,  les  mouvements  que  nous  observons 
p.  ex.  dans  le  groupe  des  Hyades,  où,  maintenant  encore,  un  grand 
nombre  d'étoiles  se  meuvent  parallèlement  et  avec  des  vitesses  assez  bien 
égales,  seraient-ils  des  restes  d'un  des  courants  primitifs,  qui  n'ont  pres- 
que pas  été  troublés  parce  qu'ils  ont  traversé  une  portion  relativement 
vide  de  l'espace?  ') 

Dans  le  croisement  de  ces  deux  courants,  dont  la  rencontre  remonte 
certainement  à  des  millions  d'années,  ne  s'est-il  jamais  produit  de  col- 
lision, ou  du  moins  des  rapprochements  tels  que  les  corps  qui  se  sont 
rencontrés  se  sont  mis  à  graviter  l'un  autour  de  l'autre?  Se  peut-il 
qu'on  doive  chercher  dans  un  pareil  phénomène  l'explication  des  diverses 
propriétés  des  étoiles  à  hélium  : 

*)  La  région  des  Hyades  est  en  effet  très  pauvre  en  étoiles  à  faible  éclat. 
Da  moins  les  nombreuses  photographies  que  le  laboratoire  de  Groningue  possède 
de  cette  région  sont  toutes  remarquablement  pauvres  en  étoiles. 
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grand  éclat, 

mouvement  très  faible, 

proportion  très  élevée  d'étoiles  doubles  très  rai)prochées  (étoiles 
doubles  spectroscopiques)  ? 

Et  puis  :  quelle  relation  y  a-t-il  entre  ces  courants  et  le  phénomène 
de  la  Voie  lactée  ? 

Ou  bien  n'avons-nous  pas  affaire  à  des  courants  primitivement  indé- 
pendants, et  les  mouvements  observés  doivent-ils  être  attribués  tout 
simplement  à  la  forme  primitive  et  la  distribution  de  la  densité  dans  la 
nébuleuse  que  nous  appelons  notre  système  stellaire? 

Je  m'arrêterai  dans  Ténumération  de  ces  questions,  et  je  finirai  en 
exprimant  le  souhait,  que  nous  disposions  bientôt  des  éléments,  néces- 
saires pour  donner  à  la  théorie  entière  le  degré  de  certitude  qui  nous 
permettra  d'en  faire  à  l'avenir  la  base  de  nouvelles  recherches. 
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ARCH.  NEÉRL.,  SERIE  II,  TOME  XI, 


PL.  III. 


Bacillus  methanicus. 
Peau  grossière  sur  liquide  de  culture,  dans  une  atmosphère  de  méthane  et  d'oxygène. 


Bacillus  methanicus. 
Culture  pure  sur  agar  avec  sels,  dans  une  atmosphère  de  méthane  et  d'oxygène. 


N.  L.  SoHNGEX,  Bactérie  du  méthane. 


H.  Kamkrlin(}h  Onnes.  L'examen  graphique  du  pli  transvei*sal. 
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PL.  V. 


H.  Kamkiiltngh  Onnes.  L'examen  graphique  du  pli  transvei-sal. 
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PL.  VI 


H.  Kamkrlingh  Onnes  et  M.  Eeinganum.  La  portion  du  pli  transversal  voisine  di 
point  de  plissement,  dans  les  expériences  de  M.  Kuenrn  sur  la  condensatioi 
rétrograde. 
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Fig.  3. 
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Se  ie  II,  Tome  XI.  I""  et  2®  Livraisons. 
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